Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


J  ^ 


Archiv 


der 


Mathematik  und  Physik 

mit    besonderer    Rücksicht 

auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  an  höheren 

Unterrichtsanstalten. 


Herausgegeben 

▼OD 


Jfohann  August  Chrunert^ 

Professor  so  Greiftwild. 


Siebenunddreissigster  Theil. 


Bfit  Tier  lühographirten  Tafeln. 


C.  A.  Koch's  Verlagsbuchhandlung, 
Th.  Kunike. 

1861. 


J        < 


••    .•' 


b 

• 

. 

9 

• 

• 

• 

* 

»                •                        • 

k 

• 

1     k          1                   b     » 

*   • 

• 

4 

•      •. 

* 

0 

•                1       •     • 

• 

* 

.♦  ;••; 

1 

^ 

•  • 

'     • 

^ 

r 

m         .      •                        ^ 

'     • 

f 

•   . 

• 

• 

• 

» 

•       , 

• 

• 

» 

• 

• 

m 

« 

" 

Inhaltsyerzeichniss  des  siebenunddreissigsten  Theils. 


Nr.  der 
Abhandlung.  Heft.    Seite. 

Arithmetik. 

IV.  Ableitung  einiger  Relationen  aus  der  Gleichung 

Von  dem  Herausgeber I.  124 

V.  Weitere  Ausfährung  der  politischen  Arithmetik. 
Von  Herrn  Dr.  L.  Oettinger,  Grossherzoglich 
Badischem  Hofrathe  und  ordentlichem  Professor 
der  Mathematik  an  der  Uniyersität  zu  Freiburg 

i.  B.   (Fortsetzung  Ton  Nr.  XXVII.  Thl.  XXXVI.)    11.  125 

VII.    Zwei  Sätze  yon  höheren  arithmetischen  Reihen. 
Von  Herrn  Dr.  J.  G.  Molitor,   Reallehrer   in 
Ettenheim  im  Grossherzogthum  Baden     .     .     II.         244« 
VIII.    lieber  das  bestimmte  Integral 

/i  (2"»  -  l)dz 
\ogz 

0 

Von    Herrn    Professor    Dr.    J.  P.  Woifers    in 

Berlin III.         245 

XII.  lieber  die  gemeinschaftliche  Form  aller  jener 
ganzen  Zahlen,  deren  jede  so  beschaffen  ist, 
dass  der  Kreis,  durch  rein  geometrische  Con- 
struction ,  in  eine  ihr  gleich  grosse  Anzahl  glei- 
cher Theile  getheilt  werden  kann.  Von  Herrn 
Professor  He88el  in  Marburg III.        269 


II 

Nr.  der 
Abhandlung.  Heft.    Seite. 

XIII.  Ueber  die  Anzahl  congroenter  Divisoren  einer 
Zahl.  Von  Herrn  Dr.  C.  Traub  In  Lahr  im 
Grossherzogthum  Baden III.         977 

XV.  Methode  zur  Berechnung  einer  Transacendenten. 
Von  Herrn  Eugen  Lommel,  Professor  in 
Schii^yz III.         349 

XVI.     Entiirickelung  der  Integrale 

Von  dem  Herausgeber m.         363 

XVII.  V^eitere  Ausführung  der  politischen  Arithmetik. 
Von  Herrn  Dr.  L.  Oettinger,  Grossherzoglich 
Badischem  Uofrathe  und  ordentlichem  Professor 
der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Fr  ei  bürg  ^ 
1.  B.  (Fortsetzung  von  Nr.  V.  Tbl.  XXXVII.)  «  IV.  365 
XVIII.  Beitrag  zur  Auflösung  kubischer  Gleichungen 
mittels  kyklischer  und  hyperbolischer  Functio- 
nen. Von  Herrn  Dr.  Wilh.  Matzka,  Professor 
der  Mathematik  an  der  Hochschule  zu  Prag     .     IV.  399 

XX.  Ueber  einige  allgemeine  Formeln  zur  Auswer- 
thung  bestimmter  Integrale.   Von  Herrn  Engen 

Lommel,  Professorin  Schwyz IV.  433 

XXII.  Ueber  die  Auflösung  dreier  Gleichungen  mit  drei 
unbekannten  Grössen,  von  denen  wenigstens  zwei 
lineare  Gleichungen  sind.  Von  dem  Heraus- 
geber    IV.         442 

XX^II.  Einige  Bemerkungen  zu  dem  Aufsatze  des  Herrn 
Oberlehrer  J.  Helmes  im  Archiv  Thl.  XXXV. 
S.  136.:  Ueber  die  Bedeutung  und  Gültigkeit 
einer  gebrochenen  Gliederzahl  in  arithmetischen 
und  geometrischen  Reihen.  Von^Herrn  Ober- 
lehrer J,  F.  Vf,  Gronau  an  der  Realschule 
.    erster  Ordnung  zu^^St.  Johann  in  Dan  zig  .     .    IV.         480 

Geometrie. 

L     Aligemeine  Theorie  der  Kegelschnitte  als  Curven 
im  Räume  betrachtet,  nebst  deren  Anwendung 


III 

Nr.  der 
Abhandloni?.  Heft.    Seite. 

auf  die  Beatimmung  der  Bahnen  der  um  die  Sonne 

in  Kegelschnitten  sich  bewegenden  Weltkörper 

und   der  Froiimitäten    der   Bahnen«    Von  dem 

Heransgeber I.  1 

II.  Geometrische  Untersuchungen  über  einige  Cur- 
Ten.  Von  Herrn  Doctor  Otto  Böklen  zu  Sulz 
a.  N.  im  Königreich  Warte mb er g    .     .     .     .     I.  105 

in.  lieber  cyclische  CnrTen.  Von  Herrn  Doctor 
Otto  Böklen  zu  Sulz  a.  N.  im  Königreich 
Würtemberg I.  118 

VI.    Allgemeine  Theorie  der  Krummungsiinien.   Von 

dem  Herausgeber II.  ^5 

IX.  Ein  geometrischer  Lehrsatz.  Von  Herrn  Doctor 
Otto   Böklen   zu   Sulz  a.  N.  im  Königreich 

Würtemberg III.        253 

X.  Ueber  den  durch  drei  Punkte  einer  Ellipse  ge- 
henden Kreis,  und  über  den  Krümmnngskreis  der 
Ellipse.    Von  dem   Heransgeber      .     .     .    .     III.         255 

XI.  Elementar -geometrischer  Beweis  der  Grund- 
eigenschaft  der  kürzesten  oder  geodätischen  Linie 
auf  einer  beliebigen  Fläche  und  darauf  gegrün- 
dete Entwickelung  der  allgemeinen  Gleichungen 
der   kürzesten  oder   geodätischen   Linie.      Von 

dem  Herausgeber III.         264 

XIV.     Zum  Apollonischen  Problem.    Von  Herrn  Pro- 
fessor Dr.  A.  Kurz  in  Zug III.         346 

XXIII.  Ueber  eine  Aufgabe  Ton  der  geraden  Linie  und 

Ebene  im  Räume.    Von  dem  Herausgeber   .    IV.         445 

XXIV.  Beweise  einiger  pianimetrischen  Lehrsätze.   Von 

Herrn  Hermann  Schwarz  in  Berlin  .    .    .    IV.         455 
XXVI.     Analytischer  Beweis  eines  geometrischen  Satzes 
und  Anwendung  dieses  Satzes  in  der  Feldmess- 
kunst.   Von  dem  Herausgeber IV.         475 

XXVU.     Bemerkung    über    die    Gestalt    des    dreiaxigen 

Ellipsolds.    Von  dem  Herausgeber.     .     .     .    IV.         482 

Trigonometrie. 

XXI.    Allgemein  giltige  Ableitung  der  Fundamental- 


IV 

Nr.  der 
Abhandlung.  Heft.    Seite, 

gleichung  der  sphärischen  Trigonometrie  und  all-    ■ 

gemeiner  Beii^ois  des  Satzes  vom  Polardreiecke. 

Von  Herrn  Dr.   Eduard   Schreder   in   Graz     IV.  438 

G  e  o  d  ä  s  i'e. 

WV.     Ueber  die  ^xcentricität  der  Boussole.    Von  dem 

Herausgeber IV.         458 

X WI.  Analytischer  Beweis  eines  geometrischen  Satzes 
und  Anwendung  dieses  Satzes  in  der  Feldmess- 
kunst.    Von  dem  Herausgeh  er IV.  473 

XXVII.  Formel  zur  leichten  Berechnung  des  Flächen- 
inhalts des  ebenen  Dreiecks  bei  Messungen  mit 
der  blossen  Kette  und  mit  Stäben.  Von  dem 
Herausgeber IV.         485 

Mechanik. 

XVI.     lieber  eine  Formel   von  Gauss   für   das  phy- 
sische Pendel.     Von  dem  Herausgeber     .     .     III.         360 

Astronomie. 

XIX.    lieber   Eble's  Stundenzeiger,   ein  Instrument 

zur  Zeitbestimmung.    Von  dem  Herausgeber     IV.         420 

Physik. 

XXVII.  Geometri.cher  Beweis  der  Formel  für  die  Ver- 
einignngsweite  bei  convexcn  Spiegeln.  Von 
Herrn  Schulrath  Lo off  in  Gotha      ....    IV.         484 

Literarische   Berichte  *). 

CXLV I.  1 

CXLVI n.  1 

CXLVII III.  1 

cxLvin IV.         1 

*)  Jede  einzelne    Nummer    der   Literarischen    Berichte   ist    für   sich   be- 
sonders t>aginlrt  von  Seile  1  nn. 


Allgemeine  Theorie  der  Kegelschnitte  als  Curven  im 
betrachtet,    nebst  deren    Anwendung  auf  die 
nmung  der  Bahnen  der  um  die  Sonne  in  Kegel- 
litten sich  bewegenden  Weltkörper  und  der  Proxi- 
loitäten  dieser  Bahnen. 


dem    Herausgeber. 


Als  Curven  im  Räume  sind  die  Kegelschnitte  bi»<  jetzt  noch 
nicht  einer  austiihrlicben  und  allgemeinen  Betraehtung  unterHorfen 
worden,  »us  um  so  auffallender  tat,  iveü  dieselben  bei  vielen  der 
«icbtigsten  Ämvendungen  aus  dieisem  Gesichtspunkte  uufgerasst 
werden  müssen.  Ich  habe  daher,  nach  üfteren  \  ersuchen,  in  dieser 
Abhandlung  eine  solche  Theorie  entwickelt,  und  dnvon.  was  ich 
in  diesem  Falle  für  wichtig,  wenigstens  fiir  besonders  lehrreich 
hielt,  ein  Paar  Anwendungen  auf  die  Beantwortung  zweier  tÜr 
die  Astronomie  buchst  wichtiger  Fragen  gemacht,  bei  welchen 
man.  nicht  vergessen  darf,  dass  sie  sich  unmittelbar  an  die  hier 
entwickelte  Theorie  aiischliessen  sollen,  und  zunächst  lediglich 
zn  deren  Erläuterung  bestimmt  sind. 


Allgemeine    The< 


Erstem  Kapitel. 

:    der  Keg'elscbnitte ,   a\n    Curven 
betrachtet. 

'  S-  I 

gerade  Linie,  die  Directris,  und  ein  Punkt,  der 

punkt,  gegeben  sind;  so  nennt  man  einen  Kegelschnitt 

der  durch    die   Directrix    und   den    Hrennpunkt   be- 


ervnerl!    AHfemeint  Theorie  der  KegeUcktätte 

stiinnilen  Ebene  Hegende  Curve  vnn  oolclier  Beschaffenheit,  dasa 
die  beideo  Entfernungen  jedes  ibrer  Punkte  von  der  Uirectris  und 
dem  Breiinpuakle  in  einem  gegebenen  tonstanten  VerhSitniese  zu 
einander  Btefaen,  so  dass  also  der  Bnicb 

Entfernung  tont  Brennpunkte 
Entffmung  von  der  Üirectrix 

l'ür  alle  Punkte  des  Kegel scfanitts  eine  constante  Grösse  ist,  welche 
die  Charakteristik  des  Kegelschnitts  helsst.  Die  durch  de» 
Brennpunkt  gebende,  auf  der  Directris  senkrecht  stehende  Gerad« 
wird  die  Ase  des  Kegelschnitts  genannt. 

Da  hiernach  jeder  Kegelschnitt  ganz  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegt,  so  werden  natürlich  alle  Untersuchungen  über  die 
Eigenschaften  der  Kegelschnitte  am  Besten  und  Einfachsten  auf 
diese  Ebene  eingeschränkt  und  bloss  in  derselben  angestellt.  Eine 
derartige  Untersuchung  über  die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte, 
wie  sie  in  der  Abhandlung:  Archiv  d.  M.  u.  P.  Tbl.  XXXI.  Nr.XIÜ. 
von  mir  —  und  beltanntlich  in  anderer  Weise  früher  schon  oft  — 
bereits  durchgeführt  worden  ist,  bezweckt  die  vorliegende  Ab- 
handlung nicht  und  setzt  dieselbe  voraus,  indem  diese  Ab- 
handlung vielmehr  im  Interesse  derjenigen  Wissenschaften,!  tiBr 
welche,  wie  namentlich  für  die  Astronomie,  die  Betrachtung  der 
Kegelschnitte  als  beliebig  im  Kaume  liegender  Curven  von  be^ 
aonderer  Wichtigkeit  ist,  nur  die  Entwickelung  der  allgemeinen' 
Theorie  der  Kegelschnitte  ßr  den  Baum  überhaupt,  in  Verbin- 
dung mit  einigen  der  wichtigsten  astronomischen  AnwenduDgev 
dieser  allgemeinen  Theorie,  sich  zur  Aufgabe  macht.  Im  Allge- 
meinen bemerken  wir,  dass  im  Folgenden  nur  rechtwinklige  Coor. 
dinatensysteme  Anwendung  linden  werden. 


Die  Coordinaten  des  Brennpunktes  seien  f,g,  ft, 
1) 


g—b^i—c 


seien  die  Gleichungen  der  Directrix.     Da  die  Axe  dürr 
punkt  geht,  so  haben  ihre  Gleichungen  die  Form: 

-2)  ^^=  ff— g  ^  i:z/t ; 

cos  91       cos  1(1       cosj 

und  weil  die  Axe  nuf  der  Directris  senkrecht  steht, 
kanntlich  die  folgende  Gleichung  statt: 


3)     ,     .     .     .    GOl 


aü  Cunen  im  Kaume  ielimelkut. 


GOB  o  COS  ip  +  cna  ß  cos  ^  -|-  cos  y  cos  z  ^  0. 

Bezeichaeii  wir  den  Durchschnittepunkt  der  Axe  mit  der  Di- 
rectriz  durch  (XTZ);  so  haben  wir  nach  1)  gnd  2)  Kwischen  den 
Coordinaten  X,  Y,  Z  dieses  DurchschnUtKpuakts  die  folgenden 
CUeicbuDgen : 


M-/ 


t». 


«US  denen  sich  ferner  die  Gleichungen: 

f  X==a-\-  Gcosa,     ^=  /■+  G,  coa<p, 
»)....  j  Y=b+Gcusß,     r  =  g  +  Gjeo»w, 
'  Z=c+  Gcoay;     Z=A  +  G,  cobj; 
timt  znischen  G  und  fjri  die  Gleichungen : 

/  (/"-o)— Gcosa+G,cosq3  =  0, 

6) j(ff-6)-Gcosß+G,cosif;=0, 

'(A— c)-Gcosy  +  6\co8;(  =0 
ergeben. 

Midtiplicirl  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

GOB«,   GOS^,  COB]' 

und    addirt  sie  dann    zu   einander;   so  erhält   man  nach  3),  unter 
gleichzeitiger  Berücksichtigung  der  bekannten  Gleichung 

P  +  COS}'«  =  I. 

lur  G  auf  der  Stelle  den  folgenden, Ausdruck: 

7)  .    .'-  G-(r-fl)cos«  +  (5-6)cos(J  +  (A-c)cosy. 


Stellt  nia 

n  di 

Gleichungen 

)  auf  folgende  Art  dar: 

Gcoso  — G,  c 

GcoH|3-G,c 

o»n>  =  ff—6. 

G  cos  y  —  Gl  t 

osx  =  A-c; 

quadrirt  sie 

nun, 

und    addirt  si 
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man  nach  3),   wenh    man    snigleich    die   beiden  bekannten  Glei- 
chungen 

,  CeS«*  -I-  cos  |5*  +  cos  y«  =?  1 ,      cos  9*  +  €08-^*+  C0»){*  «  1 

/  _ 

berücksichtigt,  die  Gleichung: 

woraus  sich  ,        ' 

also  nach  7): 

9), 

*'•"*  )— [(/— 0)C08«  +  (sr-6)C08|J  +  (Ä-c)C08y]*i 

ergiebt. 

/Es  ist  auch: 

.  ■       ■       ^ 

i      [(/^— a)cos/J— (^— 6)cos«]«\li 
10)  .    .    .  Gi=±j  +  [(flr-6)cosy~(Ä-c)cos|8]«r 

\ +.[(Ä— c)cosa — (/  — a)cosy]*/ 

und: 

(f-L  a)«sin  a«  +  («7 — b)^An  /S«  +  (A  -  c)«sin  y«  )  J 

11^  G=:4-^  — 2(/'— a)(^-6)cosacos/J 

^      *     *^  —  2(^-6)(A-c)cos|8cosy 

^      --2(A — c)(^— a)cosyco8a  1"' 

Nach  5)  und  7)  ist : 

12) 

A  =  a  -|-  {(/—  a)  cos  a  +  (^r  —  6)  cos  /?  +  (A  —  c)cosy )  cos«, 
F=6  +  {(/ — o)cosä  +  (5y— 6)cos|J  +  (Ar-c)cosy}cos|S, 
Z  :=:€  +  {  (/*—  o)  cosa  +  (g^ö)  CQsß  +  (h  —  c)  cosy  }cosy ; 

also  nach  dem  zweiten  Systeme  von  Gleichungen  in  5): 

13) 

/'— o — 1(/ — a)cos«  +  (^— 6)co8^+(A— c)cosy)cosa 

Cos  q>  =  —  ^— ^ , 

0^6— {(/"— a)cosa  +  (flp-r6)co8/?  +  (A  — c)co8y}cosö 

C0S1/;  =  —  - : Q — ' — * , 

A— c -T-K/"— a)  CO80  +  (o— 6)cosß +  (A  —  c)  cosy)  cosy 
C06Z  = Q^ f—f ; 


ait  Curven  /in  Räume  betrac&Ul. 

wo  man  ffir  C,  einen  seiner  obigen  Ausdrücke  zu  setxeti  hat, 
und  das  dadurch  eingeführte  doppelte  Zeichen,  nie  auf  der  Stelle 
erhellet,  gant  In  der  Natur  der  Sache 

Die  Gleichungen  der  Ase  sind  nach  '2)  und  llt): 
f—  a  —  i  (/■ —  a)  coB  a + (5 — 6)  C08  ß  +  (A  —  c)  cos  y  |  coe  a 

_  y-g ' ^ 

g — b — \{f — o)co8a  +  (3  — 6)co8^+(&  — c)cosj'  t  cos  ß 

\ z-Ä ' 

—  A-c  — t(/'-«)co8a  +  (5— Ä)co8j3+{A-c)cD8j'icüsj'' 

In  Beireff  der  Grü^sen  fi  und  G|  erhellet  auf  der  Stelle  aus 
deu  Gleichungen  S),  dass  G  die  positiv  oder  negativ  genommene 
Eatfernung  des  Üurchschnittspunkts  der  Axe  mit  der  Directrix 
nn  dem  Punkte  {abc)  ist,  jeuachdem  der  Diirchschnittspunbt  der 
Aie  mit  der  Directrix  in  dem  der  beiden  von  dem  Punkte  (abc) 
ausgehenden  Theiie  der  Directrix,  welchem  die  Winkel  a,  ß,  y 
entsprechen,  oder  in  dem  cntgegengesetztea  Theiie  der  Directrix 
liegt;  und  «lass  6'i  die  positiv  oder  negativ  genommene  l£iitl'er- 
Dung  den  Durcbschnittspunkts  der  Axe  mit  der  Directrix  von  dem 
fireanpunkte  (fgh)  ist,  jeiiachdem  der  Durchschnitlspmikt  der  Axe 
mit  der  Directrix  in  dem  der  beiden  von  dem  Brennpunkte  (fgh) 
ansgefaenden  Theiie  der  Axe,  welchem  die  Winkel  <p,  ifi,  2  ent- 
sprachen, oder  in  dem  entgegengesetzten   Theiie  der  Axe  liegt. 

Da  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  der  Punkt  (abc)  liegt, 
m  hat  die  Gleichung  dieser  Ebene  im  Allgemeinen  die  Form; 

=  0. 


A{x 


.)  +  B(y-6)+C{T- 


Weil  nun  aber  in  dieser  Eh^ne  die  ganze  Directrix  liegt,  so  er- 
üiebt  sich  aus  vorstehender  Gleichung  und  den  Gleichungen  1) 
die  Gleichung: 

A  coeo  +  Bcosß  +  Ccoa  y  =  0. 

Weil  aber  ferner  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  auch  der  ttrenn- 
punkt  (fgh)  des  Kegelschnitts  liegt,  sn  ist  nach  dem  Obigen: 

J(/--fl)  +  ß(j,-6)  f  C{A-c)r=0; 

nnd  aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  ergiebt  sich  nun 
unmittelbar,  dass  man,  weil  es  hier  offenbar  nur  auf  die  Verhält- 
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iiisBe  der    Grüssen    A,   B,    C    zu  einander   ankommt,   für 
lirüasen  die  folgenden  Auadriiclie  setzen  kann : 


ß  =  (4-c)e. 


-(4-c)cc 
-(/•-o)o. 


Also   ist  die  Gleicliung  der   Ebene  de 
Obigen ; 


Kegelschnitts  nach  dei 


16). 


I  Glei 


.  |(j,_»)co,,_(J_c)co.(!Ki-a) 
+  l(*-e)cos  »-(/■- »)co., !(»-*) 
+  |(/--o)cos^-(5-S)co.«|(.-c) 

oder,   wie  sich   Ekuf  der  Stelle  erf;icbt,  wenn  nii 

chuug  f,  g,    h  für  x,  y,  i    eelzt,    und  die  dadurch  resultirendi 

lileichuDg  claoa  von  der  vorstehenden  Gleichuag  abzieht,  auch: 

■  17).   .    .      i(ff— A)cosy— (A— c)coaj3i(i-/^ 

^'"'  -{■\{h-c)cosa~lf~a)^osy\{y-g) 

+  i{f-a)oosß-(g-b)cos^]{z^h) 


d 


Von  einem  «nnz  beliebigen  Punkte  (xyi)  im  Räume  woMeA 
n-ir  uns  jetzt  auf  rtie  Directris  ein  Perpendikel  gefällt  denken, 
und  den  üurchschnittspiinkt  dieses  Perpendikels  mit  der  Direo- 
trix  durch  (rqj)  bezeichnen.  Dann  iverden  zniscben  den  Coorf 
dinaten  j;,  y,  z  und  x,  t},  }  jedenfallG  Gleichungen  von  der  Form 

>«) S^'  =  L7r!  =  S,. 


und   zwischen  den  Winkeln    i 
chung 


Statt  finden, 
der  Directrij 


Ferner   bat  man    nach   1), 
liegt,  die  Gleichungen : 


:osu  =  0 

feil  der  Punkt  (xt)})  i 


Aus  den  Gleichungen  18)  und  19)  folgt: 


a4s  Curven  im  Räume  belrachiet.  ' 

«  * 

also:  ' 

und  folglich  nach  20)»  Weil 

costt*+cosj8*+co8y*=  1 
ist: 

22)* 
jT  —  a  =  { («  —  a)cosa  +  (y  —  6)  cos/}  -f  (*  —  c)cosy  |cos  a, 
t^ — 6s{(js  — a)eosa-f  (y-^6)eo8/}-f  (*~"C)cosy)cos/3, 
J — c=  |(ar-^a)cos«  +  (y — 6)co8/I-|-(x — c)cosy}cosy;       ' 

also : 

23) 

X  —  jr  =  (a7-^a)  — t(a?  — a)cosa-f  (^— 6)co8|)-f  ('~~^)co8y|cosa, 

y--i;:=(y — 6)--|(ar— a)qosc+(y  — 6)cos/J+(2— c)cöSy)co8|S, 

%  —  f  =  (t— c)  — l(ar — o)cosa  +  (y  •— 6)cosjJ+(2 — c)co8y}co8y. 

Bezeichnet  P  die  Entfernung  des  Punktes  (aryi)  von  der  Di- 
rectrix,  also  nach  dem  Vorhergehenden  die  Entfernung  der  bei- 
den Punkte  {xyz)  und  (r^)  von  einander,  so  ist: 

/»  =  (a:-.|r)«  +  (y  -  ^)«  +  (Z--I)«, 

folglich  nach  23),  wie  man  sogleich  übersieht: 

24) 

P*= (ar-a)«+(y-6)«+(z~c)«~  I  (Är-a)cosa+(y-6)  co»|5+(2-.c)cosy ) «, 

oder: 

25) 

/»=     \{x—a)coBß — (y— 6)cosa|*  . 

+  t(y — 6)cosy  — (2;~c)cos|Si* 

+  l(«-^c)cosa— (a?-— «)co8y|*, 

oder : 

26) 

P*=(a:— a)*sina*+(y-6)*sin|S*+(z— c)*siny*~2(j:— a)(y— 6)/;o8«cos/5 

— 2(y--6)(i— c)co8|Scosy 
— ^2(«— c)(a:— a)co8yco8a. 


\ ' 


L 
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Liegt  jetzt  der  Punkt  (xyi)  in  der  Ebene  des  Ktigebchnitts, 
so  müssen  seine  Coordinateii  entweder  die  Gleichung  16),  oder 
die  Uleicbgng  17)  befriedigen;  und  nenn  nun  dieser  Punkt  ein 
Punkt  des  Kegelschnilts  selbi«t  sein  soll,  so  mü>>seD  nach  der 
Natur  der  l£egelsch(iilte,  wenn  die  Cbarakteristik  durch  n  bezeicb- 
net  wird,  wir  die  Entfernung  des  Punktes  {xyi)  von  dem  Brenn- 
punkte {fgh)  erhalten,  iveon  wir  das  Perpendikel  P  mit  der  Cha- 
rakteristik n  luullipliciren,  es  muss  also 

Nein.  Hieraus,  aus  16)  und  17)  und  aus  24),  2S),  26)  ergiebt  sich 
nun,  dasa  wir  die  allgemeinen  Gleichungen  des  Kegelscbnitts  er- 
halten, wenn  wir  mit  einer  der  beiden  folgenden  Gleichungen: 

27) 
\(g  -6)™sy-(A-c)co8|3!U-a)  l 
+  t(A-c)co8e-(/--<i)co8-)'|(y-6)     =0, 
+  t(/^-a)cos^-(j-Ä)coStt)(i-c)' 
|(S-6)co6y~CA-c)co8|3|{:c-/)  \ 
+  |(Ä-c)co8«-(/--a)cosyi(y-ff)     =0 
+  |(/'-o)co8?-(i7-6)cos«|(i-A)' 

eine  der  drei  folgenden  Gleichungen  verbinden: 
■28) 

(•« -/')"  +  (?-!!)'  +  ('-*)» 
=  »«((»-N)''+(j-S)»4-("-o)»-[(a:-i.)co.«+(j,-4)coi.^t(»-o)co.>.]«|, 

(*-n'  +  <S-«)'+ (!-»)• 

=  ""     +[(j-«)«»/-(»-»)«osff     , 
(  +  [(.-l!)00S,.-(a:-o)co8,]»  ' 

(!-/•)' +  (j,-^  5)» +  (.-«' 
"n«{(3r-a)»siD(<'f(f/-Ä)*9in)?«+(i-c)'sinj'"-2(aT-o)(y-6)cosoco«ßl 

— 2{y — fi)(i— cjcos^coayf . 

— ü(i— c)(;c— (i)co8ycoBp' 
Jenachdcm  unser  Kegelschnitt  eine 


Kllipee,  Parabel,  Hyperbel 


j 


f  Curttn  An  Räume  belrmehlel. 
i^t,  ist  bekanntlicb  respeclire: 


§.4. 

Die  erste  der  drei  Gleichungeu  28)  bringt  man  leicht  auf  die 
folgende  For» : 

(^-n*  +  <»-?)"+(*-A)« 

a»  +  6=  +  (*— (acoBtt  +  Acos/J  +  ccosy)«  , 

=»•  J— 2[«a;+6y-fci— (ociist[-(-6co8|J+trcoa)')(a;coöo;+ycos/J+icosj')j{ 

Wenn  wir  die  Entfernung  des  Anfangs  der  Coordinaleo  von  dei 
"ketrix  durch  77  bezeichnen,  so  ist  uach  24)  offenbar: 


.  il«=a"  +  fi»  +  c«-(«i 


^  +  ccosy)«; 


und  nenn  wir  die  Eotfernung  des  Brennponlctes  von  der  Directrix 
jetzt  durch  E  bezeichnen,  so  ist  nach  24)  oder  9): 


E«=(/'-a)H{ff-ö)H{A-c)ä 


31) 


o+(ff— *)cos^+(A— cjcosjii*. 


Bezeichnet  p  den  Parameter    des  Kegelschnitts,  so  ist  nach 
«iner  bekannten  allgemeinen  ErgenscbafE  dieser  Ourven*): 

32) i 

aW  nach  31):' 

33) 
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*«VTf— «i)H(ff— 6)*+  (A-  cj«—  |'^!;^osß+(y-6)co8j3+  (A-c)cosy  j". 

Wenn  wir  den  an  sich  mllkührlichen  Punkt  {abc)  der  ßt- 
rectrix  mit  dem  Pnnkte  xusammenfallen  lassen,  in  welchen)  die 
Directrix  von  dem  auf  sie  von  dem  Anfange  der  Ooordinaten  ge- 
litten Perpendikel  geschnitten  wird;  so  ist; 


folgenden  ver- 


37) 

p  =  In  *^(/--fl)«  +  (5-ß)"  +  (A-c)»-(/'co8«  +  5cofi?  +  Aco8;')« 

VVeim  wir  den  an  sich  willkilbrlicben  Punkt  (a6c)  der  Diroc- 
trix  mit  dem  Durchechnittspunkle  {XYZ)  der  Axe  mit  der  Di- 
reclrix  zusammenrallen  lassen;  so  ist:  . 


=  X,     Ö=F,     c  =  Zx 

ei  Gleichungen   13): 

+  C9-A)cog^  +  {A-c)c. 


also  nach  jeder  d 

38)  .    .    (/'-a). 
folglich  nach  33) : 

39)  ...    .   p^2nV(/--a)HCff-*)"  +  (A-c)*- 

Es  tbnt  der  Allgemeinheit  der  Betrachtung  keinen  wesent- 
lichen Eintrag,  wenn  wir  der  Vereinfachung  der  analytischen  Aus- 
drücke wegen  von  jetzt  an  den  Brennpunkt  als  Anfang  der  Coor- 
dinaten  annehmen,  also 


f=(i.   ff  = 


A  =  0 


setzen;  denn  wenn  man  von  den  unter  dieser  Voraussetzung 
entwickelten  Formeln  wieder  zu  Formeln  für  ein  beliebiges,  dem 
zu  Grunde  gelegten  Co ordinaten Systeme,  dessen  Anfang  der  Brenn- 
punkt ist,  paralleles  Coordinalensystem,  in  welchem  die  Coordi. 
naten  des  Hrennpunktes  f,  g,  h  sind,  übergeben  wjll;  so  braucht 
man  alle  in  den  in  Rede  stehenden  Formeln  vorkommenden  Coor- 
dinaten  bloss  um  f,  g,  h  zu  Termindern.  Zugleich  aber  wollen 
wir  zu  weiterer  Vereinfachung  der  anlyli&chen  Ausdrücke  noch 
den  Punkt  {abc)  mit  dem  Durchacbnittspunkte  der  Axe  mit  der 
Directrix,  also  mit  dem  Fusspunkte  des  von  dem  Anfange  der 
Coordinaten  auf  die  Uirectrix  gefällten  Perpendikels  zusammen- 
fallen lassen.     Dann  haben    wir  nach  35)  und  3S)  die  Gleichung: 

40) flCOSo:  +  6coS^  +  CCOS)'  =  0, 

und  nach  37)  und  39)  die  Gleichung: 


a£r  CvrvOt  A»  Räumt)  betrae/titt. 

41) p  =  2nV«»+69+c*; 

die  Gleichung  36)  wird  aber: 

«) '-^'(i* +»•+>') 


«) 


=  y  — M»)(a:*+y*+*')+"V  cosa+y  cos  ^  +  icos  y)H2n"(n3;+6y+<;i), 

44) 

_. ^\,'U'-Ip' 

'^       Ä>+y«  +  i«-  (arcoBa  +  ycosfJ  +  icoBy)»— 2(a«  +  6y  +  M)- 

Endlich  ist   oacfa  17)  die   Gleichung  der  Ebene  des  Kegel- 
sdmitts:       ^ 

4ä) 
■(4co.y-.co»«*  +  (cco..-«co.y),+  (»cn.(S-6co..).-  =  0. 


5.5. 

Unter  den  am  Ende  des  vorhergehenden  Paragraphen  rücic- 
•ichtlich  des  CoordinatensyatemB  gemachten  VoraussetEuogen, 
die  y/'xt  von  jetzt  an  immer  festhalten  werden,  aind  die  Gleichun- 
gen der  Axe  des  Kegelschnitts: 


46) 


Von  einem  beliehigen  Punkte  {xyi)  in  der  Ebene  des  Kegel- 
schnitts wollen  wir  uns  nun  auf  die  Äie  ein  Perpendikel  geßllt 
denken,  und  den  Durcbschnittspunkt  dieses  Perpendikels  mit  der 
Axe  durch  (ucto)  bezeichnen,  wo  wir  dann  nach  46)  die  Glei- 
chungen : 


47)  • 


haben.  Da  abet-das  in  Rede  stehende  Perpendikel  mit  der  durch 
die  Gleichungen  1}  cbarakteriisirten  Directrix  parallel  ist,  so  ha- 
ben wir  ferner  offenbar  die  Gleichungen: 


I 
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48) fZIf^^ÄZL»     Lf«  =  G»'; 

'  COS«        Qosp       cosy         * 

also :  • 

o:— tt.=  6ri'co8a,    y  — 1>=  Gi/cos/J,    z — fo=G|'co8y; 

und  folglich: 

a{x — tt)  +  6(y  —  r)  -{-vif—w)  =  Gi'(acosa  +  6co8|S  +cco8y), 

woraus  'sich  nach  40)  die  Gleichung  >, 

49) a(ar  — t*)  +  6(y  — r)  +  c(x— fo)  =  b 

■ 

ergiebt. 

Stellt  man  diese  Gleichung  4]Dter,  der  Form 

ax  +'by  +  ci  c=  Ott  +  6t?  +  et© 
dar,  so  erliält  man  n^ch  47)' die  Gleichung: 

o^  +  Äy  +  c«  =  Cr'(a«  +  6*  +  c^, 
also: 


und  daher  nach  47): 


od^r  nqch  41) : 


52) 


°  (ö*  •• 


w 


4ßii  Cufvem  ^m  Mawne  beirmchtei. 


13 


Weit  der  Punkt  {(x:yt)  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  liegt, 
so  ist  nach  45):  . 

(6cosy — ccoaß)x  -Kccosa— o cos y)y-Ka cos |S  — 6 cos a)i  =  0. 
Verbindet  man  hiermit  die  Gleichung  l 

aa;  +  öy  +  cz=: m, 

und  eüminirt  dann  aus  diesen  beiden  Gleichungen  nach  ,  der  Reihe 
*»^9  y\  so  erhält  man,  mit  ROcksicht  auf  die  Gleichunci; 

acos tt -h  Acos /? -h  ccos/^  0, 
leicht  die  drei  folgenden  Gleichungen : 


u 


xcoaß  —ycosa  =  (acosjS  — 6cosa)  -> 


ö3)  .    .    .  ^  ycosy — zcos/3  =  (6cosy — ccosjj)-* 


z  cos  «  —  :i7  cosy  =  (c  cos  a  —  a  cos  y)-  ♦ 


.   A 


a 


und  folglich  nach  47)  auch: 


54) 


V 

:rcos/? — yco8a=^  (acos^-^6coso)7  > 


.1 


^coey— zqos|?  i==  (icosy— ccos/9)t9 


und: 


66) 


xeosa^xcoay  =  (ecosa — acosy)7; 


«  cos  /J — y  cos  a  =  (a  cos  /J — 6  cos  a)  —  > 


I  • 


fV 


jfcösy-"2Cosj(?=(6cosy— ccos/J)  — >    '    '        4 


Ibcoifta— :i;  COS  y=:(c  COS  a — acosy)— • 

c 

Aus  dieseö  drei  Systemen  Ton  Grleicbungen  leitet  man  leicht 
die  drei  folgenden  Systeme  ab,  wo  die  eine  der  drei  Gleichungen 
immer  ehie  nur  d^r  Symmetrie  wegen  hinzugefügte  Gleichung  ist : 


14 
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aeoB  a  =  (x —  u)  co«  a  +  -  ticos  c. 


56)  ....  ^  yco^a^la—uYcoBß  +  -ncoBa, 


2C0S a  =  (a?*—u) cos y  4-  -ucösai 


67) 


xeoaß  =  (y  —  jp)  costt  +  tdcos^, 
ffCOBß^=(y'^v)coaß+-rveoaß, 

C' 

zcoBß'ss  (y'-'V)eoBy-i--rvcoBß; 


X coB y  =:  (z  —  w)coB a  +  -w coBy $ 

c 


58) 


C 


X  cos  y  =  («  —  w)  coBf  +  -  w  cos  y. 

Maltiplicirt  man  in  jedem  dieser  Systeme  die  drei  Gleichungep  mit 

eoJBcr,    eosp»    cotty; 
and  addirt  die  Gtetcfaungen  dann  zu  einander»  so  erfafilt  man,  weil 

cos«*-|-cos^+cosy*Ä=l,    acoiitt^icoBjf -|-ccosy  =  0 
ist»  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

07— ti  :=z(xcoaa+ycoBß-i'ZCOB'y)coBa, 

5Ö)  .    .    .  ^y — V  =  (arco8a+ycos|S  +  2;cosy)cosjJ, 

z — to=L(a;c«faa-fycos|3-f  2Cosy)cosy. 

Werden  aber  die  Gleichungen  in  jedem  der  drei  obigen  Systeme 
quadfirt  and  dabn  zu  einander  addirt,  so  erhält  man: 

(a;*+yHjJ»)cos««  =  (ar— tt)«+(a«+**+c«)^-\  cos«« , 

W  |(ar*+yH«*)  cos^  =  (y  -t>)*+{aH**+<?*)(|)  «os (J* , 

(««+y*+x«)  cos  y«  =  (t— w)«+(o«+6«4c*)  ^~)  cos  y* ; 


i  ' 


«#ff  Cufm  im  Mmme  Uiraehtti.  .15 

oder  nach  41):     '  .  ; 


*. 


(«*  +»•+.*»)  cos  «t«  =  (JT  -  «)« + ^ .  (y  cos  a 
■     \ 
61)     \  («•+y*+»*)co8|J«  =  (y-i»)*+£  y  eo8|J«. 

(a;«+y«  +  »«)co8y»  =  (*-«>)•+  ^- (^)  co8r*i 


oder: 


1  ' 

'•+»'+"=(S?)+^  (")■ 

I 

Ist  nun  der  Punkt  {xyz)  ein  Punkt  des  K^gelsohnitts,  so  ist 
nach  42) : 

1—«« 

=  Cw  — 2(ii«  +  '63r  +  c«)  — (a;cos«+ycoiijJ+«,cbsy)«; 
aber  nach  52)  und  59) : 


ax 


+'.+«'=(£)'j=(£)"1 -(£)•■" 


^  ^       "  '  '       eosa      cosp      coey 

also   nach  Q2)  und  der   Gleichung   des  Kegelschnitts,  wie  man 
leicht  findet: 

V  cos  yj        i  c,        n*       \  c/    ' 

oder: 


•      # 
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o'der: 


/x — u" 


oder: 


66) 


(S)'=?<>-"-^''>-"-f'-5)- 
fi=*Y=?(I-?tÜ")(I-i±-'.-). 

Vcosy/        4  ^  n       c  "^  »        c' 


I  __  I 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  {xyz)  unsers  Ke- 
gelschnitts Ton  der  Axe  des  Kegelschnitts  durch  Q,  so  ist 

e«  =  (ar — «)•  +  (y — e)«  +  (*  -  tp)« ; 
also  Dach  06):  , 

^  n       a'^  na'  l 


+  (1 .-:)(1 .-)cosy*  / 


aher  bekanntlich; 


u  ^^  V w 


•   ■ 


als  Cürven  im  Haume  betrachteL  17 


also : 


68) e.  =  ^(l_!Lzl.?f^(l_l±i.!f) 

* 

4  ^  n     *  c^  n     *  c^' 

Auch  ist  nach  51)  und  52): 

69) 

oa  — ?!n_2Zl2    q^  +  %  +  cz    I      71  +  1    ax  +  by  +  cz 
^■"4^*         n     'a^  +  Ä^+c«^^*""    «     'o^  +  A^  +  c^^ 


=  ^{l-w(w-l) pa  Ul-w(»4-l). j^F— } 


.     ■  ^        4  '4 

^  I  jp^ — n(n — l)(ax  +  by  +  cz)]  {jp^ —  n(n  +  l)(ax  + by  + cz)] 

Die  erste  der  drei  Gleichungen  63)  msst  sich  noch  auf  fol- 
gende Art  umformen^  und  auf  die  beiden  anderen  Gleichungen  die- 
ses Systems  ist  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  anwendbar. 

Für  n  =  l,  l-««  =  0,  aiso  für  die  Parabel,  erhält  die  in 
Rede  stehende  Gleichung  sogleich  die  folgende  sehr  einfache 
Form:' 

2w    ■ 


70)  ......   .  (£=l?y  =  f  (!_?-«). 

'  \cosa/         4  ^        a^ 


Für  n<l,  l — «*>0,  also  für  die  Ellipse,  kann  man  setzen: 

a         n^       \a/ 

tind  erhält  hiernach  die  folgende  Gleichung : 

'Iheil  XXXVII.  * 


^HHRI 

BS^T^^T^^H^^^^I 

^^^^^18^      Grunert:' 

AUgmtlne  Thimt  dtr  Iftgehehnuie 

7J) 

■ 

,^_    tY\/ _!•!_.  l/l=!L'.!V 

1^            .de. 

72) 

<--)(Vä 

W^^-O^^^-^CS)'-  , 

Für  n'>\,  w*-l>0,  also  für  die  Hyperbel,  kann  man  setzen!  1 

i 

>-l-'-?'-G)-  . 

=>-^ii+l^ 

n-\r^^f"^'-^=^7-'©l 

_     1 

„2_ 

i+(N^,Ä-N^'-Ü-' 

und  erhält  die  folgende  Gleichnng:                                                          1 

73) 

(S?3-=-j 

.»-i)+  4l,V  ,.»-1    V    «■   •«,' 

oder; 

, 

74) 

'    '      <"'-"(V"S 

-V=^i)'-^(S)=.- , 

Für  «,  n,  u,  X 

kann  man  in  allen  diesen   Gleichungen  ß,  b. 

B,  3(  UDd  7,  c,  «.,  I 

setzen. 

§.6. 

Bevor  ich  in  die 

sen  Entivickeluneen  weiter  fortschreite,  will 

ich   zuerst  in  diesem  Paragraphen  einige   allgemeine  analytische! 

Gebrauch  zu  machen 

Gelegenheit  Laben  werde.                                    1 

Zunächst  überzeugt  man  sich  leicht  von   der  Richtigkeit   der  | 

folgenden   allgemeine 

ganz  beliebige  Gross 

en  sind: 

i. 

ais  Curven  im  Räume  öelrachiet,  19 

I. 

(a6t— 6ai)a=     (a«  +  6«+c«)(aia+6i«+Ci«> 

—(aai-\r  bbi  4;  cci  ){aai  +  661  —cci), 

— (o2+6«+c«)«,2— (rt,«+6i^  +  Oa« 

—  («Ol  +  6*1  +  CC| )  (—  a«!  +  661  +  cci) , 

(cai— aci)«=     (a2  +  A«  +  c«)  (01«  + 6,2+0  ' 

—  (a»+6a+>)6i«— (ai«+6i«+ci2)62 

—  («Ol  +  661  +  cci)  (ani  —  66,  -|r  cci). 

Addirt  man  diese  dr^}  Gleichuogen  zusammen,  |so  erhält  man 
auf  der  Stelle  die  bekannte  allgemeine  Gleichung : 

-  n. 

{abi  —  6oi)*+ (6c,  — c6,)"+  (cfli  —  «c,).« 

=  («« + 6«  +  c»)  (a,«+  *i« + c,«) — («Ol  +  bbi  +  cCi)*', 

und  subträhirt  man  von  dieser  Gleichung  jede  der  drei  Gleichun- 
gen L,  so  erhält  man: 

(«6,-6ai)»+(6ci— c6i)* 
=  (a«+i«  +  c%»+(aia+  61«  +  ci«)6«^2(aai  +  W,  +cci)i6i , 

(ÄCi  -  c6i)« + (cfli  —  aci)2 
=  (aa+  6«  +  c2)cia  +  (01*+ 61«  +  Ci2)c«— 2(aai  +  Äöi  +  cci)cct, 

(cai-rtci)*  +  (a6i-6ai)2 
=  (a*+  6«  +  c«)ai«+(ai2  ^  6^2  ^.  Ci2)a2— 2(aai  +  661  +cci)aa,. 

Femer  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der  drei 
folgenden  Gleichungen:     ^ 

IV. 

{abi — 6<ii)(6ci^-c6i) 
=  {aci  +  CÄi)(aai  +  66,  ^^ccx)--  ac(ai^  -j.  6,2  4  Ci«)  —  a^Ci  (er«  +bH^% 

(bci  —  c6i)(cai— flCi) 
=  (jkai  +  abxXaai  f  bb^  +9C1)-  6a(aia+6i2+  ei^-b^a^taHbHc^ 


I ' 
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icai'-aci)(abi'-bai) 

=  (c6i  +6ci)(aai  +  66i  +cci)— c6(ai«+6i«+Ci2)-Ci6i(aH6Hc*); 
also,  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt: 

V. 

« 

(oÄi— 6ai)(6ci — c6|)  +  (6ci  —  c6i)(cai  —  aci)  +  (c«i  —  öCi)(a6i  — 6a|) 
=     { ß(bi  +  Ci)  +  b(ci  +  Ol)  +  c(ai  +  60 }  (aai  +  bb^  +  cci) 
--  (ab  +  bc  +  cd)  (Ol«  +  6^2  +  ci«)      ^ 

—  (ai  61+61  Ci  +  Ciai)(a*+6*+c«) 

=     (a  +  6+ c)  (ai  +  61  +  Ci)  (aai  +  661  +  cci) 

—  (a«,  +  661  +  cci)* 

— (a6  +  6c  +  ca)  («1«  +  61«  +  ci«) 
-(oi*i+*iCi+Ciai)(aa+ja  +  c«). 
Hieraus  erhalten  wir,  wenn  wir  für 

Ä>  6,  c;  «1,  61,  Ci 
respective 

a,  b,  c;  cos  et  y  cosjS,  eosy 

setzen,  und  beachten,  dass  unter  dieser  Voraussetzung 

a»+  6»+^  =  £ä»    ai*+*i''  +  Ci"=  1,    aai  +  bb^+cci  ^0 
ist,  die  folgenden  Gleichungen: 

« 

p% 

(acoBß — 6cosa)VT=4äSiny* — c*, 

(6  cos  y— c  cos  jS)*  =  j-^  sin  «^ — ^a  ^ 

«2 

(ccos  a— a  cos  y)*  =  2^  ^^^^  i"^ ""  ^*  5 

II*. 

(acosß — 6cosa)*-|;(6cosy  —  ccos/3)*  +  (ccosa  — «cosy)*  =  /—; 


hl8  Curven  im  Räume  betrachut.  21 

111*. 

(acos  j3  —  6cos  «)*  +  (Äcosy— ccos  j3)«  =  ^cos(P  + 6*, 
(ftcosy  — ccos/3)*  +  (ccosa— acosy)*=  j^cosy*  +  c*, 


1« 
(ccosa— acosy)*  +  (crcos/3— 6cosa)*  =  |^cosa*+a*; 


\ 


IV* 


(acosß — 6cosor)(6cosy— ccosp)  =  — T-äCOsycosa  — ca> 


4»« 

2 


(6cosy  — cco8/3)(ccosa — aQOsy)  =  —  |^cosacos/5 — ab> 
(ccosa — aco8y)(acouß  —  6cosa)  =  — ^cosj3cosy— 6c« 


§.7. 

Wenn  wir'  die  aus  45)  bekannte  Gleichung' 

(6cosy — ceo8  ß)x  +  (ccosa  —  acoBy)y^-{-  (aco8  ß — 6cosa)2  =  0 

quadrireo^  ^o  erhalten  wir  nach  den  Formeln  I^.^und  IV*.  im  vor- 
hergebenden Paragraphen  sogleich  die  folgende  Gleichung: 

f  ^sina*  — a*Ja:*— 21  ^cosdcos/5+a6)a?^ 

+  (fesin  /P  -  **V-2(£ä  cos ^cosy  +  6c)yz  [  =  0 , 

+  (£ä«n)^- c«)2*--2  (^cosy  cos  «  +  cajza: 

/  ■  ,  . 

oder,  wie  man  sogleich  übersieht: 

^la:*+y*+z*— (a;cos«+ycos/3  +  2eosy)*}— (aa:+6y+cz)*=rO, 

ider: 

^(a?cosa+ycos/S+2Cosy)«=  ;^(^*+  y^  +  z^)—(aa:  +  by+cz)^' 
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Addirt  man  zu  dieser  Gleichung  *)  ^  die  aus  42)'  sich  unmittelbaF 
ergebende  Gleichung: 

—  f-2  {x  cos  a-\-y  cos  jS  +  2  cos  y)^ 

so  erhält  man  die  Gleichung: 

^•^a(*'+»'+*'')-(aa;+*y+c*-j^a)«=b 
oder: 

* 

75)  .  .  .^(a:H»"+«»)=«*{«^  +  4»+«-^», 
und,  wepn  man  ^ 

76)  .......   .    Ä  =  V^a+^2+lä 

setzt,  wo  R  die  lEntfernung^  des  Punktes  {xyz)  von  dem  Brenn- 
punkte bezeichnet: 

77) ^/P  =  n>(aa:  +  6^+cj-^a)«, 


oder: 


\ 
\ 


*)  Schreibt  man  diese  Gleichaog  anter  der  Form 
f^{^*  +  ^*  +  2^  — (a:cosa  +  ycosjS  +  zcosy)2|  =  (aa:  +  ftjf  +  ex)*, 
und  überlegt,  dasA  nach  62),  59),  52) 

«'+»-+'*=(SI)"+^.G)"> 


^o;  — ti       ,  ^     ,  -  __£^    ** 


a:cosa+i/cosß  +  zcosy  = >     aa?  +  6t/ +  cz  =  7-«  •  - 

'  ^        "^  '  '        cos  a  •    jr   •  4^a    ^ 

18t;  so  erhält  man,   wenn  man  diese  Ausdrucke  in  die  obige  GleiclniBg 
einfahrt,  die  identische  Gleichung: 

kS       ^2      /«/Xa         «iS       «,2 


t—    £1    /?  1    —  £_     ^      /'^^' 

4«2'4na  W  "4n2'4^2Aä/ 


In  der  That  dient  uqs  diese  Gleichung  hier  auch  nur  zu  weiteren  Um- 
formangen  unserer  früher  gefundenen  Gleichungen. 


oder: 

Wei]  nach  32) 

«+'^+-(0«=(£)"?=(£)*" 

ist,  so   kann    man  diese  Gleichungen  auch  auf  folgende  Art  a 
dificken: 

1  «=i%f-0=^V~' 


oder: 

81) 


-•2   o~-2'Ä" 


ip(fi  +  .;p)  =i:nS(aa:  +  6»/  +  «)*). 


*)  Siramt  man  die  Gbeno  de«  KegoUchnitto  seibat  als  Ebeno  der  xff 
na,  BD  musa  man  in  den  ae  eben  ealwiclelten  Forojeln  S^=0  setxen,  and 
erliält  aUo  nach  Tö)  die  folgeade  nierliwnrdig«  allgemeine  GTeichtin<; 
fiel  KefteUcbnitta : 

oder  nach  79)  und  82)  die  Gleichungen: 


'+%=£(£*!) 


in  denen  man,  wie  sogleich  nnchher  gexeigt  werden  wird,  für  die  Ejli])GF, 
die  Parallel  und  den  crslcn  Zweig  der  Hj'perhel  die  unteren,  fnr  den 
n  Zweig  dcT  Hyperbel  die  oltGrcn  Zeichen  nehmen  miisi. 


Allgemeine  Theorie  der  Kegelschnlile 


Haujiti^Uclilich  handelt  es  sich  nun'  iti 
welchem  mau  inmier  sicher  heiirtheileii  ka 
Formeln  die  Zeichen  zu  oehmcn  hat. 

Um  ein  solches  Kriterium  anzugeben. 


otn'as  genauer  hetrachlen.  Da  R  seiner  Natur  nach  eine  positive 
Gi'üsse  ist,  so  muss  man  in  dieser  Formel  das  oherc  oder  untere 

Zeichen  nehmen,  jenacbdem  der  Bruch  positiv  oder  nega- 
tiv ist.  Nun  ist  aber  offenbar  u  —  ti  die  erste  Coordinate  des 
Fusspunkts  des  von  dem  Punkte  {xyi)  auf  die  Axe  gefällten  Per- 
pendikels, tvenn  mau  den  Durchschniltspunkt  der  Ase  mit  der 
Directrix  als  Anfang  annimmt;  und  — a  ist  für  denselben  Anfang 
die  erste  Coordinate  des  Brennpunkts.  Aus  der  bekannten  gegen- 
seitigen Lage  des  Kegelschnitts,  seiner  Directrix  und  seines  Brenn- 
punkts erhellet  auf  der  Stelle,  dass  für  die  Ellipse,  die  Parabel 
und  den  ersten  Ziveig  der  Hyperbel  die  beiden  in  Rede  stehen- 
den ersten  Coordinaten,  also  die  Urüssen  h  —  a  und  — a,  jeder- 
zeit gleiche  Vorzeichen  haben,  folglich  der  Bruch  -— -—  positiv, 
der  Bruch  — —  negativ  ist;  für  den  zweite^  Zweig  der  Hyperbel 
haben  dagegen  die  beiden  in  Kede  stehenden  ersten  Coordinaten,  also 
die  Grössen  u — a  und  — a,  jederzeit  ungleiche  Vorzeichen,  und 

der  Bruch  -^^^  ist  folglich  negativ,  der  Bruch positiv.  Hier- 
aus ergieht  sich  die  Regel,  dass  man  in  allen  obigen  Formeln  für 
die  Ellipse,  für  die  Parabel  und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel 
die  unteren,  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  die  oberen  Zei- 
chen nehmen  muss').  Hiernach  ist  also  z.B.  nach  7S)  für  die 
b^llipse,  Parabel  und  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel: 


;"="i(i)"-<"'+'!'  +  ' 


Ol 


l'^"' +»■+•'=«  I  (£)'-  ("» + «j + ")  1  i 


')  Der  erste  Zweig' iler  Il^perlgl  ist  bekanntlich  der,  innerhalb  wel-' 
rlies  der  all  Coordinaltn  -  Anfang  angenommene  Brennpunlcl  liegt;  der  ^ 
andere  Zweig  faeUit  der  zweite  Zweig  der  Hfjierbcl. 


S  Cureen  in  Räume  betrnclUei. 
I'iir  den  zweiten  Zweier  der  Hypeil>el  dagegen: 

oder : 

£V5f+?+3  =  „i(».  +  6j+„)_(£j,. 

Nach  79)  ist   Tür  die  Ellipse,   Parabel  und  den  ersten  Zneig 
der  Hyperbel: 

and  tSr  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  ist: 

.  "'+%+"=!.(£+!)■ 

Nach  43)  ist: 

{XCOS  n-\'yCOBß-\-Z  COSy)''' 

also  nach  79)  und  7G): 

(a:co8«+jcosß  +  icoflj.)2 

irarans  man  lekht  die  Formel: 

p3)   .    .  {^co8«+ycos^  +  ccoBj')=  =  fi''~(£  +  ^^J 

nach  der  obtget)  Regel  ge- 
den  müssen. 

Offenbar  sind 


erhalt,  in  nelcber  die  Zeichei 
nnmmeu  werden  müssen. 


die  Coordinaten  des  Punktes  {xyi)  für  den  Punkt  (utw)  als  Anfang. 
Liegt  nun  der  Punkt  (a-j:)  auf  der  Seite  der  Axe,'  auf  welcher  der 
Theil  der  Directrix  liegt,  dem  die  Winkel  a,  ß,  y  entsprechen, 
welche  wir  die  positive  Seite  der  Axe  nennen  wollen;  so  ist  offenbar: 


=  Qcosa,    y  — 


-  öcusy; 


w 

'.  .mmmm 

und  dif  Brüche 

cosa  ~'  cöäß ~   coay ~  ^ 

sind   l'olgikh    positiv;  also  ist  in  diesem  Falle  nach  59)  auch  die 
Grüsse 

a:cDS.+ffCOs^  +  .cosy 

positiv.     Liegt  dagegen    der  Punkt  (xi/z)  auf  der  Seite  der  Axe, 
auf  welcher   der   Theil  der  Directnx  liegt,  dem  die  Winkel  a,  ß, 
y  nicht,  also  die  Winkel  180"— «,  1800  —  ^,  ISO»-)'  entsprechen, 
welche  wir  die   negative   Seite  der  Axe   nennen  wqjlen;  so   ist 
offenbar: 

j:— «=0006(1800—«),    y—r=Qcos(mo—ß), 

z-w=Rcosiim''-y); 
also                                                                             ^ 

x-u=-QcosiB,    y-v  =  -Qco8ß,    i-io^-Qcoay; 

lind  die  Brüche 

x~^^^^~v^z^-w__^ 

sind  folglich   negativ ;  also  ist  in  diesem  Falle  nach  59)  auch  die 

arcbsc+jcos^  +  icosy 
negativ.                                                                                                   ^^ 

Folglich        nach  83)                                                           ^H| 

84).    .^cos.  +  yoosß  +  .co.y=y[  R^-(l±^y,        V^ 

wenn  der  Punkt  (xyz)  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  liegt;  und      1 

85).    .;rcos«+ycosP+»cosy=-V^ß^-(£±^y,                        1 

wenn   der  Punkt  (xyz)    auf   der  negativen    Seite    der  Axe   liegt. 
Ueber  das   doppelte   Zeichen  ist  auch   in  diesen  Formeln  immer 

k 

§.8. 

Wir   wollen   jetzt  zunächst    alle    Hauptelemente   des  Kegel- 
schnitts analytisch  bestimmen.                                                                       1 

all  Curven  im  Baume  betrachtet. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinalen  der  Scheitel  i 
durch  F.,  G,,  11,;  so  haben  wir,  da  die  Scheitel  i 
gen,  zuvilrderst  die  Gleichan^en : 


1  AllgeiueiDen 
der  Axe  lie- 


0,     Ih 


-Sl. 


Also  ist  nach  7S}: 

trorans  maa,  ireil  nach  41)  bekanntlich 

a^  +  i^  +  cäz^"' 


ist,  aoglflicfa  die  Gleichung: 
erhält,  woraus 


"4nä 


also    Ü=  +  B(ß  — 1) 


folgt.     Also  ist  nach  d« 


m  Obigeo: 


-b,  a=T 


i+„- 


wo  es  sich  nuo  fragt,  welchem  Scheitel  die  oberen,  und  welchem 
Scheitel  die  unteren  Zeichen  entsprechen,  was  sich  auf  folgende 
Art  entscheiden  lässt.  Das  Quadrat  der  Entfernung  der  Scbeitel  von 
dem  als  Anfang  der  Coordinaten  angenommenen  Brennpunkte  ist: 


/■■2+G.''  +  /V  = 


'(!  +  ")■ 


:{«a  +  6a_,_^a). 


4(1^«)» 


F.HG.2  +  Ä': 


-4C«T1)^' 


Also  entspricht  offenbar  das  untere  Zeichen  dem  Scheitel,  welcher 
dem  als  Coordinaten-Anfang  angenommenen  Brennpunkte  zunächst 
liegt,  das  obere  Zeichen  dem  Scheitel,  welcher  am  Weitesten 
von  dem  als  Coordinaten-Anfang  angenommenen  Brennpunkte 
entfernt  ist;  wobei  sich  von  selbst  versteht,  dass  für  die  Parabel 
überhaupt  nur  das  unlere  Zeichen  genommen  werden  darf.  Be- 
zeichnen  wir   von  jetzt  an  die  Cootdinaten  des,   dem  als  Coordi- 


d 
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natea  -  Anfang  aiigenommenen  Brennpunkte  zunächst  liegenden 
Scheitels  ivie  vorher  durch  F,,  G,,  II,;  die  Coordioaten  des  am 
Weitesten  von  dem  als  ('onrdiiiatea-Anl'ang  angenommenen  Brenn- 
punkte entfernten  Scheitels  dagegen  durch  F>',  H,' ,  II,' \  so  ha- 
ben wir  die  folgenden  Formeln: 


*'-=+iT»°'   P-=+rfi»-   «■=+ifi'= 


Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Kegel- 
schnitts duTch  Fui,  Gtn>  Um;  so  ist: 

F„=\(F.-{-F.'),    Gn,=  HG,  +  G,'),    H,„  =  HH,  +  H,'); 

also  nach  86): 

87) 


Fm  = 


^n,     Gm  = 


1- 


-^b,     H^  =  ~ 


I— « 


Die  Parabel  hat   keinen   Mittelpunkt,   weil  diese  Ausdrücke  fflr 
M^l  unendlich  werden. 

Die  Coordinaten  des  zweiten  Brennpunkts  seien  f,  g',  h' ;  so 
ist,  weil  beide  Brennpunkte  vom  Mittelpunkte  gleich  weit  ent- 
fernt sind : 

(Fr.  -/■)*  +  {G™  -  .9')^  ^■  {»'n  -  /*')*  =  F™  ^  +  G«"  +  H„?, 

also : 

/'2+5'3  +  A'^-2(/'F„+yG™  +  Ä'fl™)=0. 

Weil  die  Brennpunkte  in  der  Axc  liegen,  so  ist 

a        b         c 

also,  wenn    man   zugleich  für  die   Coordinaten   des   Mittelpunkts 
ihre  Ausdrücke  aus  S7)  einführt: 

211* 
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folgt;  was  auf  die  beideKi  Gleichungen 

Ä'  =  0     und     Ä'  +  p--^  =  0 

führt  Nun  kann  aber  die  erste  Gleichung  im  vorliegenden  Falle 
nicht  State  finden«  vreil  dies  nach  dem  Obigen  auf 

•        /'-O,    ^'  =  0,    Ä'=0; 

also  auf  den  als  Coordin^ten-Anfang  angenommenen  Brennpunkt, 
welchen  wir  den  ersten  nennen  wollen»  fuhren  würde.  Daher  ist 
bloss  die  zweite  Gleichung  zulässig,  und  folglich 


also: 

88) 

^2»»  ,  2««    .       .,  2«« 

ZU    setzen.      Für  die  .Parabel    giebt    es    einen    zweiten   Brenn- 
punkt nicht. 

Die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts,  der  zweiten  Direc- 
trix  mit  der  Axe  seien  a'«  Vy  c\\  so  ist: 

'  o'       b"      e' 
a       0       c 

Da  die  beiden  Directrixen  von  dem  Mittelpunkte  gleich  weit  ent- 
fernt sind,  so  haben  wir  diie  Gleichung: 

(F„  -  a)« + (Gm-  6)»+(Ä«-  c)a  =  (F„-o')+(Gm-*')H(Äm-c')*, 
also: 

2  (oFm + *  Gm + cHm)  —  (fl« +6«+  C«) 

=  2(a'F„+6'Gm+c'ffm)-(o'«+6'»+c^), 

UDcl  folglich,  >enn  man  für  die  Coordiiiatea  des  Mittelpunkts  die 
Ausdrücke  87)  einführt: 

Y^  (aH  ft*" + c«)  =  i^  (ao' + W  +  cc') +' (o'«  +  6'«  +  c'2). 
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Setzt  man  nun 

a*  =  aSl\    b'zubSl",    c'  =  cSl" 
lind  dividirt  durch  a^  -f  6^  -f  c'^,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung : 

■  1 — n*  1 — n* 

welche,   auf  gewöhnliche  Weise  aufgelöst ,  zu 

n«  1 


also  zu  den  beiden  Werthen : 

Ä"=;l   und    Sfzz:^^-^ 

führt.    Für  Ä"  =  1  würde  man 

a'=^a,    b'=zb,    c*  =  c; 

also  die  erste  Directrix  erhalten ;   daher  muss  man  für  die  zweite 
Directrix 

n^  + 1 
1  —  w- 

setzen«    was  nach  dem  Obigen: 

89)  .  .  .  a'zzz^^^^^a,    6'=^^2Zri^'     ^  =;i^^/^ 

giebt.    Für  die  Parabel  giebt  es  eine  zweite  Directrix  nicht. 

Die  Hauptaxe«   wefche  wir  durch '2A  bezeichnen  wollen,    ist 
die  Entfernung  der  beiden  Scheitel  von  einander,  also: 

I 

4A«  =  (F.  -  F,')a  +  {G,-  G.T  +  (B,  -  B.T. 
woraus  sich  nach  86)  >  ,  . 

'^•=(r7-«+i^)"<'"+«'+'^=(r--^)"-g- 


also: 


90)    ...    .      A«~^^|_^2ja  — 4^^^_j^2 

ergiebt. 

Bezeichnet  2ß  die  Mebenaxe^  so  ist  bekanntlich: 


''  .  X 
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also  nach  90): 

QIX  R4___£! P* 

»j;  .    .     .    .    n  — i6(i_„a)«  — i6(n«_l)a- 
Ueberbaupt  kaon  man  setzen: 

wenn  man  für  die  Ellip/^e  die  oberen,  für  die  Hyperbel  die  unte- 
ren Zeichen  nimmt. 

Die  Blscentricität  ist  die  halbe  Entfernung  der  beiden  Brenn- 
punkte von  einander,  und  folglich ^  wenn  wir  dieselbe  durch  E 
bezeichnen : 

also :  f 

oder  überhaupt: 


94)  ......    E  =  ±2(&). 

wenn  man  für  die  Ellipse  das  obere,  fiSr  die  Hyperbel  das  untere 
Zeichen  nimmt. 

Für  die  Ellipse  ist: 

'    ^^  ""4(1— w«)«     4 (l-n«)"^ 4(1-71«)«'  \: 

1 

also: 

95)  ....*...    A«— B2=E« 
Für  die  Hyperbel  ist: 

A24.B«— -£^-— 2i--.-5^^       ' 
Ä  -f-ö  ■-4(i-,i2)2      4(l-.ii«)~4(l-"n«)«* 

also: 

96) A2  +  B«  =  E« 

Ceberhaupt  ist  also: 

97) AaTB^  =  E*, 

wenn  man  das  obere  Zeichen  für  die  Ellipse,   das  untere  für  die 
Hyperbel  nimmt. 


# 
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Aus 

AS R na—  ■  P 

^"4(1— w«)2'    '^—±4(1—««) 

folgt  durch  Division: 


B2  B2 


also: 


«2  = 


A«      "-  A«* 

und  folglich:  , 

V^A«+ß2       E 


98) «  = 


immer  das  obere  Zeichen  für  die  Ellipse,  das  untere  für  die  Hy- 
perbel genommen. 

.  Eine  Menge  anderer  Relationen   dieser  Art   übergehen    wir  / 

der  Kürze  wegen.    ,  *: 

/■  • 

Nur  mit  der  Bestimmung  des  von  dem  zweiteji.  Brennpunkte, 
nach  dem  Punkte  {xyz)  des  Kegelschnitts  gezogenen  zweiten 
Vectors  dieses  Punktes,  den  wir,  eben  so  wie  früher  den  von 
dem  ersten  Brennpunkte  nach  dem  Punkte  {ooyz)  gezogenen  ersten 
Vector  durch  Ry  durch  72'  bezeichnen  werden,  wollen  wir  uns 
noch  beschäftigen.    Es  ist: 

.  Äja  =  (/' _a:)2  +  (5,' -y)2  iKA' -z)«, 
also  nach  88) : 

folglich  nach  41),  52),  80): 

WO  man  für  -  auch  7    oder  —  setzen  kann.    Mittelst  dieser  Glei- 

a  u  c 

chung  findet  man  nach  einigen  leichten  Reductionen: 


al$  Curven  im  Räume  betrachtet.  33 

also : 

*    -  A\\-n^^  a)  ' 
und  folglich: 

wo  sich  nun  fragt,  nie  das  Zeichen  zu  nehmen  ist,  vras  auf  fol- 
gende Art  entschieden  werden  kann. 

Für  die  Ellipse  und  den  ersten  Zvf^eig  der  Hyperbel  ist  nach  80) : 

Nach  einer  sehr  bekannten  Eigenschaft  der  Ellipse  ist. 

'  1 — w* 

welcher  Gleichung  nur  genügt  wird,  wenn  man  in  dem  obigen 
Ausdocke  von  R'  das  obere  Zeichen  nimmt.  Also  ist  für  die 
Ellipse : 

Für  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  ist  bekanntlich: 

1 — n* 

welcher  Gleichung  nur  genügt  wird,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke 
von  R'  das  untere  Zeichen  nimmt.  Also  ist  für  den  ersten  Zweig 
der  Hyperbel: 

Für  den  zweiten  Zweig  der  H3rperbel  ist  nach  80): 

Für  diesen  Zweig  der  Hyperbel  ist  aber  bekanntlieli : 

J  — n* 

welcher  Gleichung  nur  genügt  wird,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke 
TOD  R'  das  obere  Zeichen  nimmt.  Also  ist  für  den  zweiten  Zweig 
der  Hyperbel: 

'l  heil  XXXYII.  8 
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Hiernach  ist  also: 

») «'=±f(i^*+i) 

p  /1  +  n«     v\ 

wenn  man  fär  die  Ellipse  und  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel 
die  oberen  9  für  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  die  unteren  Zei- 
chen nimmt. 

Ffir  die  Ellipse  ist: 
Ffir  die  Parabel  ist: 

'»') «=-i(j-'> 

Ffir  den  ersten  Zweig  der  H3rpeTbel  ist: 
Ffir  den  zweiten  Zweig  der  H3rperbel  ist: 

m    «=+|(S-i).  «'=+c(J±j:+|). 

Ffir    —    kann   man  auch    7-  und   —  setzen. 
a  o  c 


§.9. 

# 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der  Bestimmung  der  Berfihrenden 
des  Kegelschnitts  in  dem  Punkte  (xyz)  desselben  beschäftigen. 

Nach  45)  und  79)  haben  wir  zwischen  den  Coordinaten  x,  y,  % 
die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

(6cosy — ccos/Qa?-f  (ccosa~acosy)j^-f  (acos/3—6co8a)2=:0^ 


ais  Curpen  im  Räume  beirachleL  35 

WO 

ist,  and  fSr  die  Ellipse,  die  Parabel  imd  den  ersten  Zweig  der 
Hyperbel  das  untere,  Rfr  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  das 
obere  Zeiehen  zu  nehmen  ist. 

Setzen  wir  der  Kilr^e  wegen: 
a  =  (Äcosy— ccos/3)a:+'(ccosa— -«0007)^ +  (acos/J— 6cosa)z, 

and  bezeichnen  die  veränderliehen  oder  laufenden  Coordlnaten 
durch  Xi  t^y  ^9  so  sind  die  Gleichungeir  ^6r  Berflbfefkden  des 
Kegelschnitts  in  dem  Punkte  ixy%)  bekanntlich  *) : 

X—x ty— y ?— i 

du  3ü_Sa  SO  — hu  8ü_8u  8ü""»a    8ü_au   SU' 
8y*  8z      dz' dy        dz'dx      dx*di        Bx'dy      dy'dx 

Durch  Differentiation  der  obigen  Ausdrücke  von  a  und  D  erhält 


8u       .  fl     8«  ^"01 

K-  =  6co8y  — ccosp,    K- ==  ccosa— acosy,    g- =  acosp  — ocosa 

und 

dl3_'p     dR      SV  p    dR      8Ü_        ;>    BR 

85~«+2^-^'    g^-^  +  2««"8y*     8z"-^  +  2««a?' 

oder,   weil,    wie  man  leicht  findet, 

3Ä_£      BR^y^     BR_2^ 
Bx'^  R'     By  —  R'     Bz  "^  Ä 

ist: 

aü_   ^p     X       8Ü_.^  »     y       BV       _  »^    2 

Also  ist,  wie  man  mit  Beachtung  der  beiden  Gleichungen 

a*  +  6*  +  c*=f-^,     acosa-f^cosj^-l-ccosy  =  0 
Mcht  findet: 


•)  ThL^XlL.  S.  373.  Nra  13). 

3* 
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8u  8U  _  8ii  8U 

dy  'dz        öl '  8^ 

p'^     *     _   p     (r7a:+6«-|-C2)cosa  —  a(arcosa +ycosj3  +  zcosy) 
=^co8«+2p. = ^ . 

Su  aü_8u  8Ü 
8z  'dx       Sx'  dl 
»>  p    (ax-\-bp  +  et) cos ß  —  b(xcosa-i-y eosß  -j-t cos y) 

8a   8Ü  _  8u  8Ü 
dx '  8y        8;y '  8a: 

«•  «    (aa;  +  6«+c*)cosy  — c(a:co8«  + ,yco8/S -j-icosy) 

Nach  69)  und  52)  ist  aber : 

cosa=: 


a;co8a  4-.VC<>si^  +  zcosy ' 

_  y — V     

cos  p  = r~* 5~i > 

'^      .T  cos  a  +  y  cos  p  +  X  cos  y 


z — w 


und 


cos  y  = 2 5-; 

'      arcosa+ycosp +zcosy 


p2  w 

a  = 


4n*  *  flo?  +  by  +  cz ' 


.>2 

b  = 


p^  V 


also : 


4«* '  aar  +  6y  +  cz ' 
4n* '  aa:  +  6y  +  cz 


(/ia?  +  6y  +  cz)  cos«  —  a(a:cos£«:  +  ycosj3  +  zcosy) 

{ax-{-by  +  czy^(x  —  m)  —  j-2(a:cosa  +  ycos  jS+zcosy)*.« 
(aa?  +  6y  +  cz)  (a:  cos  a  +  y  cos  jS  +  z  cos  y) 
(od?  +  6y  +  cz)  cos/3 — 6  (a:cosa  +  yco8ß  +  zcos  y) 

(ax-j-by  +  cz)^  (y  —  t?)  —  j-g  (^  cos  a  +y  cos  ß  +  zcosy)*.  t? 
(aa: +  6y  +  cz)(a:  cos  a  +  ycos|5  +  z  cos  y)  ' 

(aa?  +  6jy  +  c2)cosy  —  c(a?cosa  +  ycos]5  +  zcosy) 
(ax  +  %  +  cz)*  (z  —  tr)  —  j-g  (a:  cos  a  +  ly  cos  j5  +  z  cos  y)* .  co 


(aa:+6y +  cz)(a:cosa  +  y  cos /S+ zcosy) 


— , 


t 
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ax 


also^   weil  nach  79)  und  83) 

+  63f  +  «  =  £g  +  f), 

(arco8«  +  .ycosjJ  +  zcosy)«=Ä2— ^£  j.  —\ 

ist,   wie  man  leicht  findet: 

(aar  +  6y +  C2)eosa  — a(a:cosa  +  ycos/J  +  zcosy) 

(oa?  +  %  +  cz)(a:co8«+ycoß/J+2cosy)* 


4n« 


l(fe±?)V«-.j 


(oa:  +  6^  +  cz)  (o?  COS  a  +  y  COS /J  +  z  COS  y)  * 
(öa:+Äy  +  C2)cosy  —  c(arcosa-l'^cosj?  +  'cosy) 

(ax-\-by-\-  cz)  (xco8a+ycosß-{-  zcosy) 

Hieraus  erhält  man  endlich  leicht,  wenn  man  für 

cosa,    cos/?,    cosy  und   aX'{-by-\-cz 

immer  ihre  obigen  Ausdrucke  einfuhrt: 

8u  au       8u   8Ü 
dy'  dz  ''dz'  dy 

n'\2M/     i2(aa:-f  6^-f  cz)(^cosa-f  ycos|3  4-  «cosy)* 

8a   8Ü      Su   8Ü 

8z*aa:~8ar'^ 

_./|,Y._fei|)£i^fl|)£zi^. 

n  \2«/    '  Ä(flrjr  +  6^  +  ex)  ^^cosa+y cos |3+ zcosy)  * 

dx '  By        dy*  8x 

n  V2n/  \ß(aaf+6y+cz)  (a?cosa+y  cos /S+ zcosy)* 


t 
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oder : 

au  aü_au  ac 

dy  'dz       dz'  dy 
n  '  \2»J    R(^ax+by+cz)  (xcosa+ycosß+zcosy)  ' 

au  aü_au  bü 

dz'  dx      dx'  dz 

*^  «  \2«/  'jB(aa?+6y+cz)  (arcosa+ycos  j5  +  zcosy)  ' 

8u   8Ü       811  8Ü 
dx*dy  ^  dy'^ 

n  v2«/  *Ä(aa:+6^  +  cz)  (orcosa  4  ycosjJ  +  xcosy)* 
Nun  i8t  aber  nach  52)  und  79) : 

Z_L^  E4.Ü  P.4.B. 

2n^  n  1n^  n  ,  2«^  n 


also: 


£  E  R 

2n  2n  2n 


l«-=»(£±")«°'  l«'="(£±")'» 


l«"="ft**)««^ 


folglich : 

Ö5   dV  _du  du 
dy *  8?        dz' dy 


«V2«y     Vän*  nj' B(aa!+bjf+ez)(xcoatc+yco8ß-^tco8Y)' 


dv  ay  _8u  so 

dx  'dx       9x'  St 


n  V2n/     v2w~  nj' R(ax+by'i-cz)(»coau'{-ycoaß+zcosy)  * 


ais  Curven  im  Räume  öetrachteL  39 

8u   8ü_aa  8Ü 
dx'  dy       dy'  dx 


J(p\\(p  ,R\_  (^^^fe)*-"^ 

Also  sind   die   Gleicbongen   der  Berührenden    im  Punkte   {xyi) 
des  Kegelschnitts: 


icosy)' 


104)    .... 


oder : 


oder: 


106) 


oder: 


X—x 


X  —  x 

Xj  —  y 


{ (w»— 1)  Ä  +  4/>  )y  —  ii*Ä6 

Izii 

((«*-l)ßTip}«~«*Ä<?' 


y  —  ar 

((««-l)+^}ar— n«fl 

In» 

;  — — — — ^— — — ^— — — ^  , 


107) 


„«(a._B)_(lj.^)a-        „«(y_6)_(I±,^)j,        „.(,_c)_(l±^)j, 
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Bezeichnen  wir  die  von  der  Berührenden  mit  den  positiven 
Theilen  der  Coordinatenaxen  eingeschlossenen,  auf  bekannte  Weise 
genommenen  Winkel  dorch  x,  Jl,  ft;  so  ist,  weil,  wie  man  leicht 
findet. 


ist: 


t(n2-l)/2T/?!{(n2-l)ÄT(l+4%);?i 


108) 


\{n'^-\)T^\x-n^a 


oosx  = 


y    i(w«-l)ß  +  pl{(w2-l)i?=F(l±^)p^ 


K«*-l)T^ly-n«6 


2/2 

GOSA  = 


'     COSft  = 


\  {{n'^-l)R±p]\{n^-\)R±{\±f^)p\ 


AR' 

wo  man  die  Quadratwurzel  positiv  und  negativ  nehmen  kann. 

Die  Formeln  für  die  Normal -Ebene  in  dem  Punkt  {xyx)  las- 
sen sich  hieraus  unmittelbar  ableiten  *).  Die  Haupt -Normale  ist 
hier  die  Durchschnittslinie  der  Normal -Ebene  mit  der  Ebene  des 
Kegelschnitts. 

Bezeichnen  wir  das  von  dem  als  Coordinaten- Anfang  ange- 
nommenen Brennpunkte  auf  die  Berührende  in  dem  Punkte  {xyz) 
gefönte  Perpendikel  durch  P ;  so  ist  nach  einer  bekannten  For- 
mel der  analytischen  Geometrie,  mit  Rücksicht  auf  die  vorher  für 
die  Berührende  entwickelten  Formeln: 

p2  =  a;*  +  fy*  +  2*  —  {x  cos  X  +  ?/  cos  l.-{-z  cos  [n)^ , 


•)  Thi.xxx.  s.  ara.  Nr.  it. 
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und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


K«*-l)ß+p}i(«'»-l)Ä+(l+:^)pi 


oder,    wie  man  leicht  findet: 


p2=Äa^ 


t(w2-l)ßT/?lt(n2-l)/2i=(l±^)pl 


woraus  sich  ferner  ohne  Schwierigkeit  ergiebt: 


109)      P 


Vt(«^-l)ß+p|Ä-l/>a 


{(na-l)ÄTpll(«*-l)/2=F(l±^)/>} 


Für  die  Parabel  mass  man  n  =  ]  setzen  und  die  unteren  Zeichen 
nehmen.     Dadurch  erhält  man: 

wie  sieb  auch  anderweitig  leicht  beweisen  lässt. 


§.  10. 

Ich  gehe  nun  zu  der  Bestimmung  des  Krümmungskreises  in 
dem  Punkte  (^.^z)  über  und  werde  mich  dabei  der  zu  diesem  Be- 
hufe  von  mir  früher  ^)  entwickelten  ganz  allgemeinen ,  wie  ich 
glaube 9  sehr  merkwürdigen  und  wichtigen  Formein  bedienen^  in- 
dem ich  auch  alle  dort  eingeführten  Bezeichnungen ,  ohne  weitere 
neue  Erklärung  derselben,  hier  beibehalten  werde.  Das  Folgende 
wird  zugleich  ein  zweckmässiges  und  lehrreiches  Beispiel  sein, 
om  durch  dasselbe  die  grosse  Fruchtbarkeit  und  überaus  bequeme 
Anwendbarkeit  der  in  Rede  stehenden  ganz  allgemeinen  Formeln 
za  zeigen 9  welche  früher  in  dieser  Allgemeinheit  und  in  dieser 
sehr  bequemen  Form  noch  nicht  entwickelt  waren. 

Zuerst  finden  wir  durch  fernere  Differentiation  aus  den  im 
vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten  Formeln  leicht: 


« 


•)  M.  s.  Till.  X\\.  S.  418  — S.  423. 
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8*u       ^      8*u      ^      8*u      ^ 


dx%        '    8^82        *    owx 
ond: 

8ar«"~^2ii*''    Ä»    '     c|y«~^2«2-    Ä8    '     g?""+2ii«'nB*^' 

8^ü  _      p     0:5^       8^ü  _      /?     y«        8^U  __      p     zx 
8S%  "■*  2w« •  Ä«  •     8y8i""~2^«'Ä»'     828a:  ""-25^*  Ä»* 

Weil  nach  §.  6.  II*.  : 

(acosjJ— 6co8a)*+(6co8y~ccos/5)*+(ccoea-acosy)*=~-5» 
ferner  nach  45) : 

(6co«y— ccos/J)d?+(ccosa  — acosy)y+(acos/J  — 6cosa)z=0, 

und  offenbar  auch: 

(6cosy — cco8|3)a  +  (cco8« — aco8y)6^(aco«/3 — 6co8ck)c=0 

i8t;   80  erhalten  wir  aus  den  im  «vorhergehenden  Paragraphen  fSr 
die  er8ten  Differentialquotienten  entwickelten  Ausdrücke  sogleich: 


••=€)* +(i;+a")*=^- 


ond: 


^      8a   8ü  .  8u  8Ü  .  8a  8Ü     ., 
^=Si-8i  +  S^-87  +  8^- 8J="- 

Ferner  erhält  man  mittelst  der  in  Rede  stehenden  üifferential- 
formeln  leicht: 

Mittdst  der  vorher  angegebenen  eweiten  Differentialqaotieiiteii 
ergiebt  sich  sogleich 

v  =  0, 

wo  man  den  allgemeinen  Ausdmck  von  v,  der  hier  zur  Anwen- 
dung kommt»  a.  a.  O.  S.  420.  nachzusehen  hat  Ferner  ist  nach 
dem  an  demselben  Orte  gegebenen  allgemeinen  Ausdrucke  von  V 
und  dem  Obigen: 
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_  p     i^  +  a;»/8u  au     Su    aü\» 
"•"Sn«'     Ä»    VSi'8x"Sa:azy 

-^  a^'  +  y'/gg  3ü     da  fiüy 
■•"2««'     Ä»     VS« ■  8y  ~ ay ■  8a:y/ 

£_  2£v/au  au    an  aü\/au  aü    au  aü\ 
*2ii»' Ä»vayai~asayAaia.r    a:eaz/ 

*2n« ■  Ä»  Vax ■  äa-  ~ dx '  dtj  \.dx 'dy~by'  dx) 
p    2Mr/an    aü     du  Sü\ /Bu  dV     da  8Ü\ 
*  2n«  'Ä»  Vaa:   dy  ~  dy '  dx)  \dy '  dt      dt  'dyj' 

also,  wie  leicht  erbellet: 

p    1  j/Su  8ü    80  8üy     /Bu  aü    So  aüy 

^-^^*' R\\dy"dt~dtdy)    +V8»aar     8a:' W 

/8a    8Ü     da  8ü\    / 
+  Vaa;*8y~ay8ar/    ( 

.  p     1       /8u  8Ü     au  8Ü\       /a«  au     80   8ü\ 

±2;?g8i*v^8y- a, -a,  a^^+yv.ai •  8x~8;e" 8*y 

v8a; '  ay       ay '  8a:/ '  * 
Es  ist  aber  nach  der  allgemeinen  Relation  §.  6. 11. : 

/8u  au    8a  aoy    /au  au    au  auy    /8u  ac     8a  auy 

\dy'  dt^didy)  ■*"  \diBi~'hx''dt)  ^\dxdy  ~  dydx) 
=  s«S«-Q«  =  8«S«=(0|l-l(l  +  |)|. 

Weil  ferner  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen : 

8u  8€_8a  SO 

dy '  Sz      dz' dy 

__  p*  T-  P     (aar+ %+ cz)  cos  g  —  a(jr«Qsg +yco8p 4-  zcosy) 

8ü  8ü___8n    8ü 
Sz  *  So;     dj? '  dz 

p*        ^—  p     (aa:+6y+cz)cos|3— 6(j;co8a+vcos|3+zco8y) 
=  4j^cospT2Jii K '-  > 

8a   Sü_8ii  8Ü 
dx'  dy      dy    dx 

^         3-^   (fl^  +  ^+g3;)co8y  — c(a:cos«-t-ycoa/S4-zcosy) 
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ist,  so  ist  offenbar: 

/8u  8Ü     8a  8U\  ,     /S"  8ü     8u   8Ü\        /au    8ü     8«  aü\ 
•''V8^82""8s83^/+^V8za^"^8a:W"''A8^'%"'äy*8^y 

==  4^(^cos«+ycos/3+zco8y), 

also  nach  83): 

/8u  8Ü      Sa  8ü\      /8a  8Ü     8u   8Ü\      /8a   8ü      8u   8ü\ 
''*^V8y'  8t  ~8z  •  iyr^\bi  *  8^""8^*  82/+A85'87  ""8^-  8i/'' 

=(ai«'-s±?)"i- 

Nach  gehöriger  Substitation  dieser  Ausdrücke  io  den  obigen  Aus- 
druck von  V  erhält  man  mittelst  leichter  Rechnung: 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  Krtimmungshalbmesser  durch  tt  und 
die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Krfimmungskreises  durch 
^,^y%y  so  ist  nach  den  a.  a.  O.  S.  423.  Nr.  60)  und  S.  422.  Nr.  59) 
entwickelten  ganz  allgemeinen  Formeln  im  vorliegenden  Falle,  wo 


ist: 


Q=:0   und    v==0 


und: 


ex 
Je  —  a:  =  —  — y —  i 

5  ~  *  — y » 

also,    wenn  man  die  vorher  gefundenen  Ausdrücke  sämmtlich  in 
diese  Formeln  einführt,  wie  man  leicht  findet: 


*^ö) **~  /l^^a 


Ä3(n«-lTg)* 
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und  : 

t^  "  H 

111)      <  V-»=±4||(««-I)^  +  l!(2n«*ÄTy). 

S-z=+4^!(««-l)|iFl!(2n«|cT«); 

welche  AusdrOcke  jedenfalls  sehr  merkwürdig  sind. 

Die  Gleichungen  der  durch  die  Punkte  {xyz)  und  (JJ^S)  gehen- 
den Geraden  sind: 

X—x      y— y       S  —  z' 
also  nach  111): 

„9x .  y-^ ^;z:J ?-^ 

Da  [man  nun  weiss  *) ,  dass  für  jede  Curve  der  Krümmungs- 
Mittelpunkt  in  der  Haupt  -  Normale  liegt,  so  sind  vorstehende  Glei- 
chungen die  Gleichungen  der  Haupt  -  Normale ,  was  zur  Vervoll- 
ständigung Dessen  dient,  was  wir  im  vorhergehenden  Paragraphen 
in  dieser  Beziehung  in  der  Kürze  bemerkt  haben. 

Um  die  Richtigkeit  der  Ausdrücke  111)  durch  anderweitig  be- 
kannte Ausdrücke  zu  prüfen,  wollen  wir  sie  auf  die  Parabel ^  für 
welche  n=l  ist,  anwenden,  indem  wir  die  Ebene  der  Parabel 
selbst  als  Ebene  der  xy  annehmen.  Da  wir  in  diesem  Falle  be- 
kanntlich die  unteren  Zeichen  nehmen  müssen,  so  ist,  wie  man 
mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

f    p 
und: 

oder,  wenn  wir  jetzt  die  Axe  der  Parabel  als  Axe  der  o;  anneh- 
men,  wo  also  6  =  0  ist: 

RR  R 

JIF— a?  =  — 4— (2  — a  +  ic),    J) — y  r=  — 4—  y. 
p      p      •/''▼      ^  p  *ß 


*)  A.  a.  O.  S.  402. 
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Legen  wir  das  bei  der  Parabel  gewühnliche  CoordinateDsystem 
zu  Grunde,  für  welches  wir  die  Coordinaten  jetzt  durch  x^ y  y' 
bezeichnen  wollen,  so  ist  nach  einer  allgemein  bekannten  Formel: 


S  H 


l♦l^f 


VI 


ganz  wie  oben.     Ferner  ist  bekanntlich: 

Non  ist  aher  offenbar: 

ar  =  a:'  — Jp,    y  —  y'\    l^  —  ie-^lp,   y  =  9' 
und  a  =  —  \p»  also  nach  dem"  Obigen  : 

p 


ali$o: 


42r'« 


wiederum  ganz  wie  vorher. 

Man  konnte  die  Formeln  lll)  noch  auf  verschiedene  Arten 
anders  ausdrucken,  was  aber  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  wer- 
den braucht 


§.  11. 

Wir  wollen  noch  die  Gleichung  der  Projection  des  Kegel- 
schnitts auf  einer  der  drei  Cooi^inatenebenen,  etwa  auf  der  Ebene 
der  xyy  suchen.  Diese  Gleichung  erhalten  wir,  wenn  wir  aus 
den  beiden  Gleichungen  45)  und  75),  nämlich  aus  den  beiden 
Gleichungen : 

(6  cesy  —  ccos  j5)  x + (ccos  «— •  acosy)'y  +  {a  eoaß —  b  cosix)  2=0, 
^(x^  +  y^+i'^)=nHax  +  by+cx^^^ 

die  Gr5sse  z  eliminiren.    Nach  der  ersten  dieser  beiden  Gleicbun 
gen  ist: 
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__      {b  cos  y  —  c  cos  ß)  x  +  (ccos« —  a  cos  y)y 
^  acos^ — 6co8(x 

und  weil  oan  iiacb  §.  6.  lll\  IV*. 

(acos/3  —  6cosa)*  +  (6co8y — cco8j3)*=f--^cos/3*  +  6*, 

(c  cos  a — a  cos  y)*  +  (a  cos  j3 — b  cos  «)*  =  7-5  cos  «*+  a*, 

(6cosy  —  ccosj3)(ccosa — acosy)=  — ^-jCosacos/J — ab 
ist,  80  ist,  wie  man  leicht  findet: 

(6j>— ay)* + |^(a:co8|5-ycosa)* 
113)    Ä.=^.+j,.+z.= (acosP-6cosa)« ' 

welcher  Aasdrack  auch  an  sich  merkwürdig  ist.     Weil  ferner 

a(acos/!}  —  Acosa)  —  c(6co8/— ccosj5) 
=  (o*+6*+c*)cos/3 — 6(acosa+6cos/3+eco8y), 

6(«rco8j3 — 6  cos  (x)  — c(c  cos  a  —  acosy) 
=  a(acosa-f  6cos/3-f  ccosy)  —  (a*+6*+c*)cosa; 

also  nach  bekannten  Formeln: 

a(acos/!} — Äcosa)  — c(6cosy — ecos|3)=     f-sco*/^» 

6(acos/? — 6cosa)  —  c(crcosa — acosy)  =  — j-^cosa 
ist,  so  ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 

.,^,  ...  »*    a?cos(J— tfcos« 

114) ax\by\ei  —  Y-t $ — a ' 

'  '    ^  4n*  acosp  —  Dcosa 

und  daher: 

p^  ^p^    (a?  — o)cos/? — (y— '&)cosa 
aar+fty+cr-^-jjjä acos/}~6cosa 

Also  ist  die  gesachte  Gleichung  der  Projection   aaf  der  Ebene 

der  xyi 

«a 
115)     ....     (6a?— ay)«+^(a:cos/3— ycosa)« 

'    =  j"{(^"^«)cos/S  — (y — 6)cosa|'. 
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Zweites  Kapitel. 

Von   der  Bestimmung  der  Bahnen   der  Planeten  und  Cometen 
aus   drei   geocentrischen   Beobachtungen. 

§    1. 

Wir  werden  uns  in  diesem  Kapitel  mit  der  folgenden  geome- 
trischen Aufgabe  beschäftigen: 

Aufgabe. 

Es  seien  ein  Punkt  O  und  drei  gerade  Linien  im 
Räume  gegeben:  man  soll  mit  dem  gegebenen  Punkte 
O  als  Brennpunkt  einen  Kegelschnitt  beschreiben, 
welcher  die  drei  gegebenen  geraden  Linien  in  den 
Punkten  Axy  A^,  A^  so  schneidet,  dass,  wenn  man  sich 
die  Sehnen  AiA^  und  A^A^  des  Kegelschnitts  gezogen 
denkt,  die  Flächenräume  der  beiden  Dreiecke  AiOA^ 
und  At^OA^  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  zu  einan- 
der stehen,  wobei  wir  zugleich  annehmen  werden,  dass 
die  drei  Pnnkte  Ai,  A^,  A^  eine  solche  gegenseitige 
Lage  haben  sollen,  dass  man,  um  von  O  durch  Ai  zu. 
A^y  von  O  durch  A^  zu  A^  zu  gelangen,  sich  in  beiden 
Fällen  in  gleichem  Sinne  bewegen   muss. 

Wir  werden  diese  Aufgabe  hier  bei  Weitem  vorzugsweise 
nur  aus  dem  geometrischen  Gesichtspunkte  auffassen  und  auf- 
losen, als  eine  Anwendung  der  im  vorhergehenden  Kapitel  ent- 
wickelten allgemeinen  Theorie  der  Kegelschnitte  im  Räume,  spä- 
terhin aber  die  nahe  Beziehung,  in  welcher  dieselbe  zu  der 
Berechnung  der  Bahnen  der  Planeten  und  Cometen  aus  drei  geo- 
centrischen  Beobachtungen  steht,  deutlich  nachweisen.  Eine  solche 
rein  geometrische  Behandlung  des  Problems,  wie  dieselbe  bis 
jetzt  noch  nicht  gegeben  worden  ist,  scheint  uns  von  grosser 
Wichtigkeit  zu  sein,  um  eine  recht  deutliche  Einsicht  in  die  eigent- 
liche Natur  dieser  Aufgabe  zu  gewinnen,  was  bei  Weitem  nicht 
iu-  demselben  Grade  möglich  ist,  wenn  sie  bloss  für  ihren  spe- 
ciellen  praktischen  Zweck  in  der  Astronomie  gelost  wird.  Zugleich 
bemerken  wir  rucksichtlich  der  Fassung,  welche  oben  der  Auf- 
gabe gegeben  worden  ist,  dass  wir  dabei  vorläufig  ganz  unbe- 
rücksichtigt gelassen   und   davon  abgesehen  haben,    in  wie  weit 
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dieselbe  überhaupt  einer  Auflösung  fähig,  ob  sie  io  der  obigen 
Fassung  völlig  oder  nicht  völlig  bestimmt  ist,  u.  s.  w.,  alles  Fra- 
gen, die  erst  durch  die  nun  folgende  Auflösung  selbst  ihre  Erle- 
digung finden  werden. 

§.2. 

Den  als  Brennpunkt  des  gesachten  Kegelschnitts  gegebenen 
Punkt  O  nehmen  wir  als  Anfangspunkt  eines  beliebigen  recht- 
vrinkligen  Coordinatensystems  der  xyz  an  und  bezeichnen  in  Be- 
zug auf  dieses  Coordinatensystem  die  Gleichungen  der  drei  gege- 
benen Geraden  im  Räume,  in  denen  die  Punkte  Ax ,  Ä^^  A^  in 
der  angegebenen  Weise  liegen  sollen,  durch: 

X — Ol y — bx 2  —  Ci 


W    coso^x    ■    cosft  "^cosyx  ' 

\     C0SCi;2  C0Sj?2  COSy^ 


2  9 


cos  «3  COS  /?3  COS  ^3 

WO  also  fli,  61,  Ci  und  «i,  ft,  yi;  a^,  b^,  c^  «nd  a^,  ß^,  y 
Ot»  b^9  C3  und  ^3,  /?3,  ^3  gegebene  Grössen  sind.  Weil  aber 
(afAiCi),  («262^9),  (0363C3)  jede  drei  in  den  drei  gegebenen.  Ge* 
raden  liegende  Punkte  sein  können,  so  wird  der  Einfachheit 
wegen  die  Annahme  verstattet  sein ,  dass  diese  Punkte  die  Durch- 
schnittspunkte El,  E29  E^  der  drei  gegebenen  Geraden  mit  der 
Ebene  der  ay  sind,  was  damit  zusammenfällt,  dass  wir  die  drei 
Coordinaten  Cj,  c^,  c^  verschwinden  lassen  und  daher  die  Punkte 
EiyE^,  E^  durch  ihre  Coordinaten  auch  bloss  durch  (a|6]),  (0263), 
(0363)  bezeichnen  werden.  Das  gegebene  Verhältniss  der  beiden 
Drdecke  AiOA^  und  A^OA^  zu  einander  bezeichnen  wir  durch 

AAi  OA2 :  AA20A^  ==  Tx»  :  T23 
ist.     Die  gesuchten  Coordinaten  der  drei  Punkte 

Ai ,     A2 ,     ^«3 

bezeichnen  wir  respective  durch : 

^1»  yi'  2:1;    x^y  yo,  Z29    ^^3,  ^3,  23; 

die  nach  diesen  Punkten  von  dem  gegebenen  Brennpunkte  O  ge- 
logeneD  Geraden  respective  durch 

Tkeil  XXXVII.  4 


und    rtie  nach    ilenselbeo  Pui 
gezogenen  Geraden  re^iiective  durch: 

Gl.     Ga,     fi 

Für  die  zu  bestimmenHen  Elemente  «les  gesuchten  Kegelschnitts 
bedienen  wir  uns  genau  derselben  Bezeichnungen  wie  im  vorher- 
!;ehenden  Kapitel,  worüber  also  eine  weitere  Erläuterung  hier 
nifht  nüthig  ist.  Unter  diesen  Vorausset/.ungen  wollen  «ir  nun 
zunächst  die  Gleichungen  aufstellen,  in  denen  die  AunOsung  un^ 
serer  Aufgabe  enthalte: 

Die  Bedingungen,  dass  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  O 
mit  den  Punkten  (a(>c),    (.x,^)t,),    (a^i^si^)  in  einer  Ebene  liegt, 
und  dass  die  Dreiecke  AiOA^   und  A^OA^  sich  xu  einander  wi 
ri3    und    Tj,    verhalten,    geben    uns    zuvörderst    nach    bekannten 
Mälzen  die  drei  folgenden  Gleichungen 


a(yii^  —  hSi)  +  f>(.hx^ 


I. 


Ferner  geben  uns  die  Bedingungen,  dassdie  drei  Punkte  (^j^iii)] 
(x^y^~il,  (^Cajgia)  '"  ^^^*  ''"'P'  gegebenen  geraden  Linien  liegen  sol- 
len,   die  neun  folgenden  Gleichungen: 


a,  ^ro,  +  G,  cos* 
.T2  =  na+6'2ensa 

^3  =  ''3-|-*'3COSC!; 

wobei   wir,  was  offenb; 
die  Winkel  a, ,  |Si ,  v. 


II. 

,    7/1  ^A|  +  Gl  cnsßi .    ij  ^  Gl  cos  fi ; 

.  Y/a  =  6j+GiCosj3a,  la^GjCosj-a; 
,  j8  =  6»  +  G!|Cos^3.  ^a^GsCosya; 
r  verstatlet  ist,  vorausgesetzt  haben. 


:  "2-  1*2'  y%\  "3-  ßa.  Yi  sich 
den  Punkten  E^  E^,  £,  aus  nach  den  Punkten  A,,  A^,  A^  hin 
gehenden  Theile  der  drei  gei^ebenen  geraden  Linien  beziehen  *)j, 
Die  Bedingung,  dass  R^,  R^,  R^  die  Entfernungen  der  Punkt» 
(^iSi*i)'  (a^tVi^i).  (a^ayaia)  *'«™  Anfangspunkte  der  Conrdinaten  O, 
sind,  giebt  die  drei  folgenden  Gleichungen; 


')  Hdge   dioe  Vnraii8«etznn^   auch  immerhin  mit  besonderor  UüdIc- 
nicht   auf   dns   Planeten-    ntid    Ciirnnten- I'raljlvni   gemacht   und   zulä. 
aein.  no  möge  sie  diich  hier  grfigserer  AnijciiBuüchkeit  iind   der  HpAti 
Anwendnng-en  wegen  bestehen. 


J 
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111. 

Weil  Duu  ferner  die  Punkte  (^i,ViZ|)>  (^t^s^)»  (^s^s^)  ■»  *}d> 
mit  O  als  Brennpunkt  beschriebenen  Kegelschnitte  liegen  sollen, 
so  haben  wir  nach  Kap.  I.  79)  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

IV. 

aber  die  aber  folgende  Bemerkungen  zu  machen  sind.  Sollen 
nämlich  die  drei  in  Rede  stehenden  Punkte  alle  drei  in  einer  Pa- 
rabel, einer  Ellipse  oder  dem  ersten  Zweige  einer  Hyperbel  lie- 
gen, 80  muss  man  in  diesen  sämmtlichen  Gleichungen  nach  Kap.  I. 
§.  7.  *)  die  oberen  Zeichen  nehmen ;  sollen  dagegen  die  in  Rede 
stehenden  Punkte  alle  drei  in  dem  zweiten  Zweige  einer  Hyper- 
bel liegen ,  so  muss  man  nach  Kap.  1.  §.  7.  die  unteren  Zeichen 
nehmen.  In  beiden  Fällen  sind  also  die  oberen  und  unteren  Zei- 
chen auf  einander  zu  beziehen.  Um  uns  aber  von  dem  etwas 
lästigen  doppelten  Zeichen  zu  befreien^  wollen  wir  von  jetzt  an 
den  Parameter  für  die  Parabel ,  die  Ellipse  und  den  ersten  Zweig 
der  Hyperbel  wie  bisher  positiv,  für  den  zweiten  Zweig  der  Hyper- 
bel dagegen  negativ  nehmen;  dann  sind  im  ersten  Falle  die  Glei- 
chungen : 


*)  A.  a.  O.  sind  die  Gleichungen  mit  umgekehrten  Zeichen  geschrieben. 

4* 
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im  zweiten  dagegen: 

—p/-p     R{\ 

«m;b  +  *y,  +  CZ8  = -2;^  ^^-2;j- +  — ; » 

folglich  ganz  allgemein,  wenn  nämlich  die  Punkte  {xaf\i\),  (x^^t^, 
(^s^s^s)  ^"^  ''''®'  '"  cioc  Parabel,  einer  Ellipse  oder  dem  ersten 
oder  zweiten  Zweige  einer  Hyperbel  liegen  sollep : 


also; 


IV*. 


Sollten  aber  zwei  der  in  Rede  stehenden  drei  Punicte  in  dem 
einen,  der  dritte  in  dem  anderen  Zweige  einer  Hyperbel  liegen, 
80  wärden  in  den /Gleichungen  IV.  nicht  mehr  die  oberen  und 
unteren  Zeichen  auf  einandiBr  bezogen  werden  dürfen,  und  die 
Behandlung  der  Aufgabe  würde  einige  Abänderungen  erleiden 
müssen,  die  ich  aber  der  Kürze  wegen  hier  um  so  mehr  bei  Seite 
setzen  kann,  weil  die  Art  der  Behandlung  sich  aus  der  folgenden 
Behandlung  des  hier  in  Angriff  genommenen  ersten  Falls  ganz  von 
selbst  ergiebt,  und  weil  der  zweite  Fall  für  die  Anwendung  in 
der  Astronomie  insofern  keine  Bedeutung  hat,  weil  ja,  wenn  man 
die  Möglichkeit  oder  Zulässigkeit  des  zweiten  Falls  annehmen 
wollte,  die  Bewegung  des  betreffenden  Weltkörpers  eine  Unter- 
brechung der  Stetigkeit  erlitten  haben  würde.    In  geometrischer 
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Beziehung  wird  aber^  wie  schon  erinnert,  die  Behandlangsweise 
des  zweiten  Falls  sich  aus  der  folgenden  Behandlung  des  ersten 
Falls  ganz  von  selbst  ergeben.  Es  wird  also  im  Folgenden  immer 
angenommen  werden,  dass  alle  drei  Punlcte  in  einer  Parabel, 
einer  Ellipse,  oder  dem  ersten  oder  zweiten  Zweige  einer  Hyper- 
bel liegen  sollen. 

Weiter  liefert  uns  nach  Kap.  I.  41)  die  allgemeine  Theorie  der 
Kegelschnitte  die  folgende  Gleichung: 


V.  «»+*-+«» =(2^7- 


Alle  diese  Gleichungen  sind  von  den  Winkeln  a,  j3,  y,  durch 
welche  die  Richtung  der  Directrix  des  Kegelschnitts  bestimmt 
wird,  ganz  unabhängig.  Von  den,  die  in  Rede  stehenden  Win- 
kel enthaltenden  Gleichungen  soll  nachher  sogleich  die  Rede  sein. 

In  I.,  11.,  III.,  IV"^.,  V.  sind  uns  neunzehn  Gleichungen  mit 
den  zwanzig  unbekannten  Grössen: 

^i>  Viy  *i;    ^a*  ^2»  H'9    ^Z9  Vzy  Hi    o>  ^j  ^; 
/?! ,  ßa,  A3;     Gl,  62$  G3;    p,  n 

gegeben,  so  dass  wir  also  eine  Gleichung  zu  wenig  haben,  um 
mittelst  dieser  Gleichungen  die  vorstehenden  unbekannten  Gros- 
sen sämmtlich  bestimmen  zu  können.  Allerdings  Hessen  sich  noch 
andere  Gleichungen  aufstellen ,  die  aber  sämmtlich  Folgerungen 
aus  den  obigen  Gleichungen,  also  nicht  unabhängig  bestehende 
Gleichungen  sein  wurden.  Jedenfalls  ist  auch,  um  dies  an  ein 
Paar  Beispielen  zu  erläutern: 

nun  ist  aber  nach  I.: 

yi««  -  «1^2=^(^223  —  ^a^a) , 

2ia?a — a:iZa=i^  («2^3  —  araZa) ; 

^23 

multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  a:^,  die  zweite  mit  y^, 
und  addirt  die  Gleichungen  zu  einander,  so  erhält  man: 

(«1^2— .yi^2)«2=  —  (^2^3  —^2^8)  H> 

^28 
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also 

und  diese  Gleichung  ist  daher  eine  Folge  aus  den  beiden  letzten 
Gleichungen  in  I.^    so  dass  man  folglich  iromdr  zugleich  liat: 

^2^3— .^2^3  ^22^8  — 2:2^3  22^3—^2*8  ^23 

Setzt  man  in  der  ersten  der  Gleichungen  1. : 

^1^2  —  yi  ^2  =  r^  (^2^8  —  y«^8) » 

^28 
^23 
^23 

SO  erhält  man  die  Gleichung: 

«(^2211  -  «2^3)  +  ^(22^8— ^2^3)  +  c(a:2ys  —^2^3)  =  0, 

welche  ausspricht,  dass  die  Punkte  O,  (a6c),  {x^^%%^y  (x^yzH) 
in  einer  Ebene  liegen.    Liegen  aber  die  Punkte  O,  (abc),  (^i^i2i)> 

(^2^2^)  ^^^  ^^^^  ^'>^  Punkte  O,  (abc),  (^2.^2^)«  (^8^3^)  '^^ 
einer  Ebene^  so  müssen  natürlich  auch  die  Punkte  O,  (abc), 
(^iVz^) 9  (^i^ih)  '"  einer  Ebene  liegen »  was  durch  die  Gleichung 

o(.y8«i  —^ayi)  +  ^(H^i  - ^3h)  +  c(x9yi  —^3^1)  =  0 
ausgesprochen  wird. 

Nach  Kap.  1.  40)5  45)  und  einer  allgemein  bekannten  analy- 
tisch-geometrischen Gleichung  haben  wir  nun  noch  die  folgenden 
Gleichungen : 

VI. 

acosa  +  6cosj?  +  ccosy=0; 
(6cosy — cco3ß)a:i  +  (ccosa  — acosy)yi  +  (acosj?  —  6cosa)zi=0, 
(6  cos  y-^c  cos /S)ar2+  (ccosa — aco8Y)y2+  (acosjS  — 6co8a)ift^0, 
(6cosy  — cco8/3)j:8  +  (ccosa — ocosy)y8+  (acosjS — bco8a)x^i=zO; 

cos  «*  +  cos  /?*  +  cos  y*  =  1 ; 
oder: 
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VI*. 

a  cos  a  +  6co8/S  +  ccosy  =  0; 
(6zi  —  cyx )  cos  a  +  {cxx  —  a^i )  cos  j3  +  (a^i  —  bxx )  cos  y = 0 , 
(62a  —  c^a)  cos  a  +  (cx^ — as»)  cos  jS  +  («1^2 — ^'^a)  cos  y  =  0, 
(6x3  — c^s)  cos  «  +  (^J-^a  ~  fl^)  cos  /?  +  (a^a  —  6^3)  cos  y = 0 ; 

cos«*  +  cosjS*  +  cosy*  =  1. 

Nimmt  mao  aber  von  der  zweiten,  dritten^  vierten  Gleichung  zwei, 
etwa  die  beiden  ersten  Gleichungen,  und  lässt  T  einen  beliebigen 
Factor  bezeichnen,  so  kann  man  bekanntlich  setzen: 

cos  a  =  r*  I  (cxx  —  ai, )  {ay^  —  bx^  —  (ay^  —  bXx )  (ca^a — a^a)  I » 

cos/3=r{(oyi— 6ar,)(622— cya)  — (^2,  — cy,)  (ay^^hx^\, 

C06y=r|(6z|  —  c^i)(€ra:2-a29)— (ca:,— «2i)  (624  — cya)l; 

also : 

co8a=rata(yiZa--«iya)  +  ^(2^1^«  — ^i««)  +  c(a:,ya— .Vi^a)!» 
cos/J=rÄ{o(yi2a— zi^a)  +  ^(2^i^ft— ^1««)  \c{xxy%-'yYX^\, 
cosy  =  rfcta(yiZ2— 2|^a)  +  Kh^^  —  ^i^^  +  «(^lVä  —^1^2)2; 

was,  in  die  erste  der  Gleichungen  VI.  oder  VI*,  gesetzt,  zu  der 
Gleichung 

r(a«+ÄHc*)  i«(yi2a-2iy2)  +  b{%xx^'--xx%^  +  c(xxy^-'yxX^\  —  ^,. 
also  zu  der  schon  in  I.  enthaltenen  Gleichung 

fiSbrt.  Hieraus  sieht  man,  dass  die  Gleichungen  VI.  oder  VI*., 
in  Verbindung  mit  den  früheren  Gleichungen ,  nur  ein  System  von 
drei  selbstständigen  Gleichungen  repräsentiren ,  indem  man  näm- 
lich von  diesen  fünf  Gleichungen  immer  die  erste  und  letzte  und 
eine  der  drei  mittleren  zu  wählen  hat« 

Im  Ganzen  hat  man  also  zwei  und  zwanzig  Gleichungen   mit 
den  drei  und  zwanzig  unbekannten  Grössen : 

^i>  V\i  H\    ^2»  Viy  H\    ^8»  .V8>  H\    a,  b,  c; 
Ri,  ßa,  Rb;     Gl,  Ga,  G^;    p,  n;    «,  /S,  y; 

woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Aufgabe  in  der  ihr  oben  gegebenen 
Fassung  keine  völlig  bestimmte  Aufgabe  ist.     Wie  nun  derselben 


56  Grüne rt:    Aligemeine  Theorie  der  hegelscfmilte 

eine  nähere  Bestimmung  zu  geben  ist,  wird  weiter  unten  gezeigt 
werden,  wenn  wir  erst  die  obigen  Gleichungen  einer  weiteren 
Behandlung  unterworfen  haben,  zu  der  wir  jetzt  zunächst  über- 
gehen wollen. 

§.  3.  ^ 

Wir  beschäftigen  uns  zuerst  mit  den  Gleichungen: 

"^23  (^1  ^1  —  '*'l  ^2/  "--'^12  V^^^  —  ^2^3) 

und : 

.ri  =  ai  +  Cricosofi,    yi=6j  +  Gicos/?, ,    Zi  =  Gicosyj ; 
^2=^2  +  6r2Cosaa,    ^2  =  ^2  +  Ggcos/Jg»    22=  GaCosy^; 

arg  =«8  +  63  cos  «3,      ^3  =  63  +  63C0S/?3,      2:3=G3C0Sy3. 

Führt  man  die  Ausdrücke  der  Coordinateu  aus  dem  letzten 
System  in  die  beiden  ersten  Gleichungen  ein,  so  erhält  man  die 
beiden  folgenden  Gleichungen: 

Hz  l  ^2  cos  71 .  Gl  — -  bi  cos  72  •  G2  —  (cos  /?,  cosya  - cosyi  cos/^a)  Gi  G2 1 
=  Tia {63  cos 72-  G2  —  62Cosy3 .  G3  —  {cos ß^C(\sy^  —  G08y^Q0»ß^)G^G^  |, 

^23 { 02^0571 .  Gj  —  üi  COS 72-  G2  +  (cosyi  coscfa — cosaiCosy2)Gi G2 ) 
=  ti2 1  «3  cos  72-  G2 — 02  cos  73 .  G3  +  (cos  ^2  coscif3  —  cosogCosys)  G^ß^  \ ; 

welche  sich  auf  verschiedene  Arten  schreiben  lassen. 

Schreibt  man  diese  Gleichungen  zuerst  unter  der  Form: 

^23 ^2 cos yi .  Gl  +  T1262 cos 73 .  G3 

=  <  ('»^23^1  +  ^1 2^3)  cos  72  +  1^23  (cos  ft  COS  72  ~  COS  7i  COS  ßi^  Gj 

—  ri2  (cos  §2  cos  73  —  COS  72  cos  ß^)  G3  }  G2, 

^23  «2  cos  7i  .  Gl    +  ri2  «2  cos  73 .  G3 

=  1  (tas^i  +  Tiaa3)cos72—  r23  (COS71  cos  a^  —  cos  «j  cos  72)  Gi 

+  Ti2(cos72Cosa3  —  cos  «2  cos  73)  GalGa 

und  dividirt  sie  dann  durch  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

f     (1^23^1  +  ^iaWcos72  + r23 (cos/?,  COS72  —  cos7iCosj52)  Gl     1' 

b^_X —  Tia (cos  jga cosjrg  -—  cos 72 cos fe)  G3 S 

Oa      C     (i^23«i  +'^i2«3)  COS72— r28  (COS71  cosa2— COSOfi  COS72)  Gl      ^* 

t  +ri2(cos72Cosa3  — cosa2C0S73)G3  J 

die  ferner  leicht  zu  der  folgenden  linearen  Gleichung  zwischen 
Gl  und  G3  führt: 
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2) 

+r28(a2(cos|3iC08y2~"COsyiCos/?2)— McosaiCosy2'~cosyiCosaa)lGi>=:0 

+Ti2lfla(cos|?3Cosy2— cosy3C08/?2)--fta(<^osa8Cosy2- cosy8COsa2)}  Ca ' 

oder: 

3) 

{ Ti2  («263  —  Ms)  +  ^28  («2^1  -  ^2«!  )  i  «»S  y,  J 

+  T28{(fl«cosft  —  62Cosai)cosy2 — (ci2Cos/?2  —  ftaCosa2)co8yi  I Gl  >  =0. 
+  ^12  f  (''a  cos  /?3  —  62  cosÄa)  cosy2 —  (a2C0S/?2 — ^2  co8a2)  cosyg  1 63 ' 
Schreibt  man  die  beiden  obigen  Gleichungen  auf  folgende  Art : 
x^bfico&yi .  Gl  -(T2361  +ri263)cosy2 .  G2-  r23(cosft  cosys-cosyi  cos/Sa)  Gi  G2 
=— ^12(^2  cosyaH- (cos /?2  cos  ya  — cos  y2  cos /5a)  G2IG3, 

TasOsGOSyi .  Gi-(t23ai+ri2a3)cosya.G2-r28(cosaiCosy2-cosyiCosa2)Gi  G2 

=— ri2{cr2Cosy3  +  (cosa2Cosy8  — cosy2C08a3)G2)G3 

and  dividirt  sie  dann  durch  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

Tas^osyi .  Gl— (r236i  +ri263)cosy2.  G^-x^  3  (cosft  cosya-cosyi  cosjgg)  Gi  Gg 
fssOsCosyi.  Gl — (1^2301  +ri2a3)cosy2. 62-^2  3  (cosai  cosyg-cosyi  cos«a)  Gi  Ga 

_  62  cos  73  + (cos /?2  cos y3 — C08y2C0S/?3)Gg 

""  ^2 cos  y3  +  (cos  «2  cos  yj  —  cos  y2  cos  «3)  Ga  * 

welche  nach  leichter  Rechnung,  wenn  man  aufhebt,  was  sich 
aufheben  lässt,  und  die  Gleichung  dann  durch  G2Cosya  dividirt, 
za  der  folgenden  Gleichung  fuhrt: 

4) 
tfla(Ta3Äi+^ia*3)  — ^2(^13«! +  ^1203)1  cos  ya 
+  TjsUaCcosftcosya— cosyiCosjJa)— 6a(cosaiCOsy8— cosyi  cosa3)}Gi 

+ { (^^1  +  ^i2^s)  (cos  «2  cos  ya  —  cos  y2  cos  03) 

—  (^28«i  +  ^1203)  (cos  /?2  cos  ya  —  cos  y2  cos  ß^)  \  Ga 
+  tag  { cosaa(cosj3iCosya— cosyicosj^s) +cosßa(cosyiCosa8""CosaiC08y3) 

+  cos  ya  (cos  ofi  cos  ß^  —  cos  ft  cos  «3)  |  Gx  Ga 

=  0. 

Schreibt  man  endlich   die  beiden   in   Rede   stehenden  Glei- 
chuDgeD  auf  folgende  Art : 
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+  ^i»(cosi?»cosy8 — cosy^^os  ß^)G^G^ 
=  —  r23  {62^0871  —  (cosft  cosya— cosyi  cosßs^  G^]  Gi , 

tiao«  cos  yz'G^  —  (^2301  +  ^la^s)  ^^^  /« •  ^a 

+  T|2 (cos €^008^3  —  cosyaCosag)  G^Gi 
=  —  t23{a2Cosy|  — (cos «1008^2— cos yi cos cfa)  G^]  Gi 
und  dividirt  sie  dann  durch  einander ,  so  erhält  man  die  Gleichung : 

i    ti^b^COSy^.  G3  —  (TjsÄj  +  T|263)C0Sy2-  G'Z    } 

f      +rt2(co8fecosy3 — cos  72  cos  fe)  6263     3 
€  ti^a^cos y^ .  G^  —  (r^^ai  +  ti^ch)^^^?^  ^ä  > 

(     +  ^12  (cö®  '^a  ^®®  73  —  ^^®  ya  ^0®  *^3)  GaC's      ^ 

^  62  cos  yi  —  (cos  ßi  cos  y^  —  cos  yi  cos  fe)  C^a 
a2Cosyi  —  (cos  «1  cos  72 — cosyi  cos  «2)  G2 ' 

welche  auf  ähnliche  Art  wie  vorher   mittelst  leichter  Rechnung 
ferner  zu  der  folgenden  Gleichung  fuhrt: 

5) 

{ fla  (^as^i  +  ^la^s)  —  ^a  (^23^1  +  ^la^s)  i  cos  yi 
— Tj  2  { «2  (cos  ßi  cos  78 — cosyi  cosßz)  —  62(cosa|  cosys  —  cosyi  cosoa) }  Gj 
+  U^2s^i  +  ^la^s)  (co80f2cosyi  — cosy2COsai) 

—  (^as^i  +  h  afls)  (cos  ßz  cos  yi  —  cos  72  cos  ßi)]G^ 
—  Ti2(cosa2(cosj5iCOSy8— cosyiC08/?8)+cos^2(cosy|COsa3— cosaicosyg) 

+  cos  72  (cos  «1  cos  /?3  —  cos  j5,  cos  «3)  j  G2  Gs 

=  0. 
Setzen  wir  der  Kürze  wegen : 

6) 

il     r=:  T|2  (^2^3  "~  ^a^s)  —  ^23  (^1  ^2  —  ^1  «^a)  5 

]Ö  =(ö2C0sft  —  62Cosai)co8y3  — (a2Cos/?g  — 62Cosa3)cosyi, 
tf^  =  — r28{(aiCos/?2— ^iCOScif2)cosy3  — (cij  cos jJg  — 6,  cos of3)cosya} 
— '^i  a  { («'s  cos  /?a  —  63  cos  a^  cos  73  —  («Tg  cos  ^3  —  A3  cos  «3)  cos  y» }, 
tfi2  =  —  T23  { (oi  cos  ßz  —  61  cos  02)  cos yi  —  (fli  cos  j5|  —  Äj  cos  ofj )  cos  y2  ] 
— 1^1  a  t  («3  cos /32  —  ^3  cos  «2)  cos  yi  —  («3  cos  ft  —  63  cos  a, )  cos  72 }, 
ID    =  —  { (cos  «2  cos  /?3 — cos  ßz  cos  Og)  cos  yi 

-f  (coso8C06/?i~cosj33Cpsoi)cosy2-f  (cosoriCos/?2-co8/?]  coso2)cosy8 }; 
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so  werden  die  Gleichangen  4)  uod  5): 

7) 

Ücosyi  — r,2]ÖC3  +  €1262  — T,2©6r2G3  =  0. 

Kennt  man  etwa  G2,  so  lassen  sich  mittelst  dieser  beiden 
Gleichungen  Gi  und  63  leicht  berechnen,  und  die  Gleichung  2) 
oder  3)  kann  dann  zur  Prüfung  der  Richtigkeit  der  geführten 
Rechnung  dienen.  Naturlich  iSsst  sich  immer  ein  ähnliches  Ver- 
fahren anwenden ,  wenn  man  überhaupt  irgend  eine  der  drei  Gros- 
sen 61,  G2,  63  kennt,  indem  sich  daraus  mittelst  der  hier  ent- 
wickelten Gleichungen  die  beiden  anderen  immer  leicht  finden  lassen. 


§.4. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Betrachtung  der  vier  Gleichungen  s 

p  fp   *i\ 

«  P  fp        ßa\ 

und 

indem  wir  derselben  die  folgende'  allgemeine  Bemerkung  voraus- 
schicken. 

Wenn   zwischen   drei  Grössen  x,  y,  %  vier  Gleichungen  von 
der  Form 

üqOc  +  boy  +  Co«  =  ÄTo , 
««ar  +  b^y  +  c^z  =  K^ ; 

Statt  finden,  so  müssen  die  Grössen 

«0»  ^05  <?o;    «1^  ^1*  Ci\    a,,  6a»  <?«;    ^09  ^i>  ^ä;    ^>  B,  C 

jederzeit  einer  gewissen  Bedingungsgleichung  genügen,  welche 
man  leicht  auf  folgende  Art  erhält.  Man  verbinde  mit  jeder  der 
drei  ersten  Gleichungen  die  vierte  Gleichung  und  elimlnlre  jedes- 
mal Xj  80  erhält  man  die  drei  folgenden  Gleichungen: 
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(boA  —  aoB)y  +  (coA'-aoC)z=:AKo9 
(biA'-aiB)y+(ciA'—aiC)z^AK^y 
(b^A'-a^B)y  +  (c^A'~'a^C)z  =  AK^, 

Multipiicirt  man   nun  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

(biA'-aiB)(c2A^a^C)-'(ciA'-aiC)(b^A-a^B), 
(b^A—a^B)  (coA—aQC)—(c2A—a2C)(boA'-aoB), 
(boA-^aoB)(ciA-' aiQ  —(coA  —  aoC)  (b^A—  a^B) 

und  addirt  die  Gleichungen  zu  einander ,  so  erhält  man  auf  der 
Stelle  die  folgende  gesuchte  Bedingungsgleichung^: 

{(biA-^aiB)  (c^A^a^C)  —  (ciA^aiC)  (b^A-a^B)]Ko 

+  {(6ai4— a^Ä^Cco/l— floC)  — (c^^— a^C)  (boA--aoB)]Ki  }  =0, 

+  {(M-«oß)  (ciA-^aiO  —  (coA^-aoC)  {b^A-a^B)\K^ 

odetf   wie  man  leicht  findet: 

+  {A{b^Co'^C2bo)  +  B(c^ao^--a2Co)  +  Cia^bo'-b^ao)]Ki  >  =0. 

+  { A  {boCi  —  Cobi)  +  B  (Cqüi  —  Oo^i)  +  C(aobi  —  b^a^)  \  K^  ' 

Dass  man,  statt  von  der  Elimination  von  x^  auch  von  der  Eli- 
mination von  y  oder  z  hätte  ausgehen  können,  versteht  sich  von 
selbst. 

Wenden  wir  nun  die  vorstehende  Gleichung  auf  unsere  vier 
obigen  Gleichungen,  in  denen  a,  6,  c  die  vorhergehenden  x^y^i 
vertreten,  an,  so  erhalten  wir  die  folgende  Gleichung,   nachdem 

P 
wir  die  resultirende  Gleichung  durch  ^  dividirt  und  mit  n  mul- 

tiplicirt  haben: 


s— «1^2)  (y  223— 2:2^3)  1 
—^12:2)  («2^8 -^223)  >{\p—Ri) 


iy\^2'—Hy2){y2H —^2y^) 

+  (2:ja?a 
+  (^1^2-; 

(2^122  —  Hy^)  (ysH  —^yi)  ) 

+  (^1^2— yi^2)(^3yi-y8^l)  J 

(yi^2 — hy2}  {yi^2  —«1^2) 

;+ («1^2  — «i«2)(*i^2  -  a:i«2)  ^{\p  —  Rz) 
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Weil  bekanntlich  auch  .    * 

I 

und 

ist,  60  hat  man  auch  die  beiden  folgenden  Gleichangen: 

+  (^2.^3  —y^^s)  (^2^3— y  2^3) 

(^2*3  —Hyz)  (yz^i  —23^1) 

+  (^2^3  —^223)  (23^1— ^321)    >  G/?— /?2)  }  =0 
+  (^^2^3— y2^3)G'«^3yi  —^3^1) 

(^2^8  —^^vb)  (yiH-hy^) 

+  (a^2^3  —^223)  («1^2-  ^1^2)   ^  (iP  -  A3) 

und 

(if32i--^yi)(yih—Hys)  j 

+(23^1  —^82i) (2:2^8— -^a^s)  I  (ip  — Äi) 

+ (^3^1  -  yB^i)  i^^yz-y^^s) 

{yzh-Hyi)iy3H—Hyi)  \ 
+(23^1— <^32;i)(*3^i— "^s^i)  I  («p-Ä-i)  )=0. 

+  (-^8yi—:y8^l)(^3yi— .V3^l)    ' 

(3^321-23^1)  (^122— 21^2)   \ 
+  («8^1  --^82l)(2ia?2— ^122)  I   UP  —  J^S) 

+ (^s^i-ys^i)  (^ly  2-^1^2) ' 

Setzt  man  nun  aber  wie  früher: 

Ri^=^a,^+yi^+2i^s    Ä2^=a:2«+y2*+22*,     Ä3*=^3*+y3*+23* 
and  jetzt  noch  der  Kurse  wegen: 

1'^12  =  -^1^2+yiy2  +  2l2.2, 
-^23=^2^3+^2^8  +  2223» 
^f  3 1  z=ix^xi  +y^yi  +  232:1 ; 

80  briogt  man  die  drei  obigen  Gleichungen  leicht  auf  die  folgende 
Form : 
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9)    .     .    .        (^i8^2  3-Äa«^3i)(ip-Äi) 

+  (K,«/?a«-^,4«)ap-Ä,) 

(Ä2«ß,»-^,3»)(Jp-Äi) 

+ (Ä3»Ä,«  - ^81*) (4P  -  Ä«)  H  0; 

+  (^81  •^la  —  ßi*^a  s )  (4p  —  Ä») 
oder,  wenn  wir  der  Kflrze  wegen  noch: 

©8  =  ^»,^81  —  ßs'-^w 
und 

ß,=ÄaaÄ8«— ^28*. 
11) {  Sli=R3^Ri*-  ^81*, 

setzen : 

(   öa  (4p-fii)  +  ®i  (Jp-Äa)  +  ßs  (Jp-Äs) =0, 

12)         j  ßj  (ip-Äi)  +  ®8(ip-fta)+  0a(ip-*8)=O, 

'  ©aGp-Äi)  +  Äaap-Äs)+©xap-Ä»)=0; 
also: 

,        Ri@z+Riei  +  R,Sl, 
^-         ©1+04+ a,         ' 

16)     .      .      .        \^p—  ß,  +  03+©,  ' 

1      _  fti08  +  fia'Qa  +  ^8®i 

Addirt  man  die  drei  titeicbungtn  12)  zu  einander,  so  erhält  roa 
,.  J?,(.ai+©a+®8)+fla(Qi-l-.^+©s)+gs(®i+^t+-^) 
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Eine  Menge  weiterer  Transformationen,  die  sich  mit  diesen 
Gleichangen  vornehmen  lassen,  übergehe  ich,  und  ivill  nur  noch 
bemerken ,  dass  die  erste  der  Gleichungen  9)  leicht  auf  die  Form : 

=^i«(Äi^2  3  +  ßa-^31  -  Äj^/ia)—  Ä,  R2(Ri^2  3  +  Ä2^8i  -  RiRtRs) 
gebracht  wird,  und  dass  sich,  wenn  man  der  Kurze  wegen: 

z/i2  z/23  ^31 

15) '^^=RlW^'     "^=Ä«/^'     •^'=^ä: 

setzt,   der  folgende  Ausdruck  ergiebt: 

,ß,  ,  Wl2(tt23+M3l— «12)  — (W23+Mll— l) 

10)        ijo  =  - 


/«23    ,    «81  _  «1 A   __ Y?^  J.  ?^  _  JL  Y 

\Ä|      /22      ^3^       V^i      ^a      ^3/ 


«12 


Alle  diese  Ausdrücke  können  zur  Berechnung  des  Parameters 
/'  gebraucht  werden,  wenn  man  die  dazu  nuthigen,  in  den  For- 
meln enthaltenen  Elemente  kennt. 


§.  5. 
Aus  den  drei  Gleichungen: 

«  (yi  2>  —  *iy«)  +  ^  (*i^a  — ariz.)  +  <?  (^1^2  — yi^2)=0 

wollen   wir  jetzt   a,  6,  c   bestimmen.     Multipliciren  wir  zu   dem 
Ende  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  zuerst  mit: 

y^  (^iy% — ^1^«)  —  «2  (2ia?2  —^1^2) 

yi22  — «1^2; 
dann  mit: 
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=  y\  (a:2*+ y?\  z^)  — ^2  (^1^2  +  ^1^2 +^1^2)  =  ^i^a*  —.72^1 2 . 

(^i^Ta  — ^1^2)  ^1  —  (3(i«2  -  2:1^2)  2i 

endlich  mit: 

^1^2  —^1^2; 

und  addiren  die  Gleichungen  in  jedem  Falle  zu  einander,  so  er- 
halten wir,  indem  wir  bemerken,  dass 

ist,  die  folgenden  Ausdrücke: 

17) 

die  man  noch  mehrfach  umgestalten  könnte. 

Quadrirt  man  diese  Gleichungen  und  addirt  sie  dann  zu  ein- 
ander, so  erhält  man,  weil,   wie  man  leicht  findet: 
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(j:,Ä,«-a:,^.,)»+(yaÄi'-»i^.,)«+(t.l?i*-2i//..)* 

ist,  die  Gleicbniig: 
18) Ki«ÄB«-^i,« 

wobei  man  naturlich  die  bekannte  Gleichung 

'     19) 
ZU  berücksichtigen  bat.     Also  ist: 


n 


2 


-  g|»(JP  -  R^*-'2Jitiip-Ri)ap-Rt)  +  R^\p  -  Bil 


§.6. 
Wenn  man  die  drei  Gleichungen: 


nach  der  Reihe  mit 

dann  mit 

Thcll  XXXVII.  5 
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endlich  mit 

maltiplicirt,  und  in  jedem  Falle  zu  einander  addirt;  so  erhäl 
die  folgenden  Gleichungen: 

20) 

( ^linfiP^—Hy?)  +^2(^32=1  —  HVi)  +^8(^122—21^2)  I « 

l^i(y«28  — «aya)  +  ^2(^821  —  «s^^i)  +^8(2^122— «12^2)  1^ 

/p       R{\ 

1^1(^2*8 —«2^8)  +  ^2(^321 —«3yi)+ ^3(^1*2  -  21^2)  1  c 

Quadrirt  man  diese  Gleichungen  und  addirt  sie  dann  zi 
ander^  so  erhält  man  die  Gleichung: 
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21) 

=  lyi(22^a —^223)+3^2(2?3^i  - «2:311) +  y3(zia?2 —  ÄTira) I* 
=  {ai(arj3r3  — 3f2^3)  +  22(a:8yi  — y3ari)  +  23(a?,ya— yiOTa))* 

=  (fi-?)"'«-'«.'-^.,«) 

+K£-"'X£-^)(^"^..-«.'-^..' 

wobei,  ausser  der  Relation 

«*+*"+«•= (0 

Qod  der  Relation  Kap.  I.  §.  6.  II.,  die  allgemeine  RelatioD 

(a6i— 6ai)(a,  63-  6^  a2)+(6oi  — cÄi)(6i  Ca— Ci  6a)+(<?ai  — a<?i)(^i  «2— «i  ^^2) 
s(afli+66i+cc,)(ai  a«+6i  62+^1  C2)—"(«i*+^*+Ci*)(aafl+M+C2<?) 

la  berficksicbtigen  ist. 


§.7. 

Dass  die  in  §.1.  aufgestellte  Aufgabe  in  der  ihr  dort  gege- 
benen Fassung  nicht  völlig  bestimmt  sei,  haben  wir  schon  bemerkt; 
dieselbe  kann  nur  durch  Hinzufugung  noch  einer  neuen  Bedin- 
gung zu  einer  völlig  bestimmten  Aufgabe  gemacht  werden,  in 
welcher  Beziehung  uns  natürlich  eine  grosse  Willkuhr  geboten 
ist«  Wir  wollen  nun  aber  aus  nachher  weiter  anzugebenden 
Gründen  annehmen,  dass  die  Charakteristik  des  zu  beschreiben- 
den Kegelschnitts  gegeben  sein  solle,  und  legen  uns  demzufolge 
die  folgende  Aufgabe  vor: 
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A  .c  r  j;  a  li  e. 

t^s    seien    ein   Punkt    O    iinil    drei 
Hatime  gegeben 


ade  Linien 
ebenen  Punkte 
O  als  Brennpunkt  einen  Kegelschnitt  von  gegebene^ 
Charakteristik  beschreiben,  vrelcher  die  drei  gegebe- 
nen geraden  Linien  in  den  Punkten  A^,  A^,  A,  so  schnei- 
det, das^,  wenn  man  sich  die  Sehnen  AiA^  und  A^A^ 
gezogen  denkt,  diaFISchenräume  der  beiden  Dreiecke 
A,OAa  und  A^OA^  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  zu 
<Mnander  stehen,  wobei  wir  zugleich  annehmen  wer- 
den, dass  die  drei  Fnnkle^,,  A,,  A^  eine  solche  gegen- 
seitige Lage  haben,  dass  man,  um  von  O  durch  Ai  z% 
A^,  von  O  durch  A^  zu  A^  zu  gelangen,  sich  in  beiden 
Fällen  in  gleichem  Sinne  beivegen  muss. 

Die  Planeten  und  Comclen,  den  Gesetzen  der  allgemeinen 
Gravitation  unterworfen  und  folgend,  bewegen  sich  bekanntlich 
in  Kegelschnitten  um  die  in  einem  Brennpunkte  des  Kegelschnitts 
stehende  Sonne  so,  dass  die  Fläclienräume  der  von  ihren  Vecto- 
ren  um  die  Sonne  beschriebenen  Sectoren  den  Zeiten,  in  denen 
diese  Sectnren  beschrieben  werden,  proportional  sind.  Die  Beob- 
achtungen dieser  Weltkürper  werden  von  der  Erde  aus  angestellt 
und  liefern  nichts  weiter  als  die  durch  gewisse  Winkel,  die  mit 
den  dazu  geeigneten  astronomischen  Instrumenten  gemessen  wer- 
den, bestimmten  Lagen  im  Räume  der  zu  gewissen  Zeiten,  die 
durch  die  astronomischen  Uhren  bestimmt  werden,  von  der  Erde 
aus  nach  den  in  Rede  stehenden  Weltkürpern  gezogenen  Gesichts- 
linien. Bat  man  nun  drei  solche  vollständige  geocentrische,  d.h. 
eigentlich  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  aus,  zu  drei  verschiede- 
nen bestimmten  Zeiten  angestellte  Beobachtungen  eines  WeltkSr- 
pers;  so  liefern  diese  Beobachtungen  Tür  die  drei  entsprechenden, 
nach  dem  Weltkürper  gezogenen  Gesichtslinien  die  vorher  durch 


ßi.|3i. 


«2.    ßi'n- 
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bezeichneten,  oder  andere  mit  denselben  in  einfachem  analytischen 
Zusammenhange  stehende  Winkel,  und  die  Zwischenzeiten  ii, 
und  Tj3  der  drei  Beobachtungen,  wobei  meistens,  wenn  auch  nicht  1 
unmittelbar,  aber  doch  mittelbar,  die  Ebene  der  Erdbahn  als  Eben«  j 
der  xi/  und  die  Sonne  als  Anfang  eines  rechtwinkligen  Cooidi* 
natensystems  der  xi/t  angenommen  wird;  der  positive  Theil  i 
Axe  der  .t  wird  von  der  Sonne  aus  nach  dem  Anfangspunkte  det 
heliocentrischen  Längen  bin  gezogen,  und  der  positive  Theil  d& 
Axe  der  ^  wird  so  angenommen,  dass  man  sich,  um  i 
positiven  Theile   der  Axe   der  .r  durch  den  rechten  Winkel  (:ry)^ 
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hindnrcb  zu  dem  positiven  Theile  der  Aze  <ler  y  zu  gelangen,  in 
demselben  Sinne  bewegen  niuss,  in  ivelchem  die  heliocentrischen 
Längen  von  0  bis  360"  gezilhlt  iverrten;  der  positive  Tlieil  Her 
Axe  der  i  liegt  aaf  der  Seile  der  Ebene  der  Erdbahn,  auf  welcher 
die  positiven  hellocentriBühen  Breiten  genommen  »erden.  Die 
drei  vorher  durcb  (U|6|),  (ujfia)>  "s^a)  bezeichneten  Punkte,  in 
deuen  vun  den  drei  Gesichlslinlen  die  Ebene  der  xy,  also  der 
ErSbabn  geschnitten  ulrd,  sind  nichts  n-eiler  als  die  Oerter  der 
Erde  in  ihrer  Bahn  zu  den  Zeiten  der  drei  Beobachtungen,  welche 
immer  leicht  aus  den  astronomischen  Tal'elri  oder  Ephenierideii 
berechnet  iverden  können,  eu  dasa  also  auch  die  Coordinateii 
"!>  f>i'i  "*<  ^2i  "31  ^3  stet»  all)  bekannt  angesehen  irerden  diir- 
Teu.  Soll  nun  aus  drei  vollständigen  geocentrlscheD  Beobachtun- 
gen eines  Planeten  oder  Cometen  seine  Bahn  bestimmt  werden, 
so  wird  es  darauf  unkoiumeo,  mit  der  Sonne  als  Brennpunkt  ei- 
nen Kegelschnitt  zu  beschreiben,  welcher  die  drei  bekannten,  nach 
dem  Weltkiirper  gezogenen  Gesichtslinien  in  den  Punkten  A^, 
Jg,  A^  so  schneidet,  dass,  wenn  O  die  Sonne  bezelchtiet,  die 
Fläcbeiiräumc  der  Sectoren  A^OA^,  Ag,OAi  dieses  KegeUchnilts 
jiich  zu  einander  wie  die  bekannten  Zwischenzeiten  t^^,  i^  der 
drei  Beobachtungen  verhalten.  Nun  sind  aber  die  analytischen 
Ausdrücke  der  Flächcnräunie  der  Sectoren  der  Kegelschnitte  ent- 
weder transcendenter  Natur  oder,  wenn  sie  algebraisch  sind,  doch 
80  complicirt,  duss  die  Aulgabe  in  ihrer  so  eben  ausgesproi;henen 
Fassang  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Analysis  als  so 
gut  wie  unauflüsbar  betrachtet  werden  musi^,  wodurch  man  noth- 
wendigerweise  zu  nur  näherungsweise  richtigen  Annahmen  oder 
Voraussetzungen  geführt  worden  ist.  Man  hat  deshalb  an  die 
Stelle  der  FlächenrSume  der  Sectoren  AiOA^,,  A^OA^  die  Fläcben- 
rSame  der  Dreiecke  AiOA^,  A^OA^  gesetzt,  und  angenommen, 
dass  diese  sich  wie  die  iCniscbenzcilen  t,2,  x.,^  zu  einander  ver- 
ballen,  was  wenigstens  dann  mit  hinreichender  Annäherung  der 
Fall  sein  wird,  wenn  die  genannten  Zwischenzeiten  nur  klein  sind, 
und  bat  die  Aufhübe  nun  so  lormulirl,  dass  mit  der  Sonne  O  als 
Brennpunkt  ein  Kegelschnitt  beschrieben  werden  soll,  welcher 
die  drei  nach  dem  Weltkurper  gezogenen  Gesichtslinien  in  den 
Punkten  ^, ,  A^,  A^  so  schneidet,  dass  die  Flächenräume  der 
Dreiecke  .4,  OA^,  A^OA^  den  Zeilen  t,^,  t^^  proportional  sind, 
trodurch  wir  also  unmittelbar  auf  das  in  §.  1.  aufgestellte  Problem 
geffibtt  werden.  Nun  ist  aber  das  Problem  in  dieser  Fassung 
kein  völlig  bestimmtes,  weshalb  wir,  wie  schon  oben  erwähnt, 
flir  jetzt  noch  die  Bedingung  hinzufügen,  dass  die  Charakteristik 
n  des  zu  beschreibenden  Kegelschnitts  gegeben  sein  soll,  eine 
iligUDg,  zu  welcher  wir  aus  folgendem  Grunde  geführt  worden 


I 


^-  1 
t 
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sind.  Bekanntlich  betrachtet  man  hei  der  ersten  ßerechni 
Bahnen  der  Cometen  näheruiigs weise  als  Parahcin,  um!  hat  also 
für  diese  Weilkörper  die  Aufgahe  zu  lüsen;  mit  der  Sonne  als 
Brennpunkt  eine  Parabel  zu  beschreihen,  welche  die  drei  nach 
dem  Cometen  gezogenen  Gesichtslinien  in  den  Punkten  Ai, 
Ag  so  schneidet,  dass  die  Flächenräume  der  Ureiecke  AiOA^, 
A^OA^  »ich  wie  die  heohachtefen  Zwischenzeiten  Thj,  t^  ; 
einander  verhalten.  In  dieser  Fassung  ist  das  Cometen-Problem 
als  ein  besonderer  Fall  unter  unserer  obigen  Aufi^alie  enthalten, 
wenn  nian  nämlich  die  Charakteristik  n^I  setzt,  ircshulb  also 
diese  Aufgabe  nur  eine  Verallgemeinerung  des  Cometen- Problems 
ist.  Was  es  mit  dem  Planeten- Problem  für  eine  Bewandtni« 
hat,  werden  wir  weiter  unten  zeigen. 

Nun  aber  haben  wir  über  die  Aullüsung  aller  solcher  Pro^ 
bleme  noch  die  folgende  allgemeine  Bemerkung  zu  machen.  Die 
vollständige  algebraische  Auflösung  dieser  Probleme  in  der  i 
ber  ihnen  gegebenen  Fassung,  wenn  man  nämlich  an  die  Stelle 
der  Flächenränmo  der  Sectoren  AyOA^,  A^OA^  des  Kegelschnitts 
die  Flachenräume  der  Dreiecke  A^OA^,  A^OA^  setzt,  liegt  zwar 
keineswegs  ausser  dem  Bereiche  der  Möglichkeit;  aber  die  tileK 
chungen,  auf  welche  die  Auflösung  dieser  Aufgabe  zuletzt  führ^. 
roilasen  notbwendig  so  complicirt  ausfallen  und  von  so  hohem 
Grade  sein,  dass  sie  ftir  die  Auflösung  selbst  bei  dem  gegenwär* 
tigen  Zustande  der  Algebra  von  nur  sehr  geringem  Nutzen  sein 
können  und  den  Rechner  wiederum  niithigen,  zu  mehrfachen  Vitr 
faerungen  seine  Zuflucht  zu  nehmen.  Deshalb  ist  es  unter  alleir 
Bedingungen  am  besten,  diese  und  ähnliche  Aufgaben  als  analyt 
tisch  vollständig  aufgelöst  zu  betrachten,  wenn  es  möglich  gewesei, 
ist,  die  Auflösung  auf  nur  eine  noch  der  willkQhrlicben  Annahme' 
anheim  gestellt  bleibende  unbekannte  Grösse  znrückzufuhreilj- 
und  dem  Reebner  dann  zu  überlassen,  diese  unbekannte  GrCssif^ 
durch  successive  Beilegung  verschiedener  Werthe  auT  dem  Wegs' 
der  Näherung  so  zu  bestimmen,  duss  einer  gewissen  nothwendt 
gen  Bedingungsgleichnng  genügt  wird,  wodurch  der  wahre  Werth 
der  in  Rede  stehende»  Grösse  endlich  ermittelt  wird.  Zugleich 
iiJrd  eine  solche  Auflösung  jederzeit  als  eine  desto  vollkommener^ 
und  zweckentsprechendere  betrachtet  werden  dürfen,  wenn 
übrigen  Grössen,  die  bei  der  Aufgabe  zu  bestimmen  sind,  durck 
die  in  Rede  stehende,  noch  der  wiükührlicben  Annahme  anheim 
gestellte  Grösse  bloss  durch  lineare  Gleichungen  bestimmt  ' 
den.  Dies  ist  also  das  Princip,  an  welches  wir  uns  im  Folgen^ 
den  überall  halten  werden,  wenn  wir  glauben  uns  für  berechtigf 
halten  zu  dürfen,  eine  Auf<;abe  von  der  Art  der  hier  itur  Sprach«^ 
mdeo    als    vollständig    analytisch    aufgelöst   zu    betrachtenl 


;leicÄ 

snera 

all^ 
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und  von  diesem  Staodpunkte  aus  wollen  ivir  jetzt  suDÜcbst  das 
oben  im  Eingauge  dieses  Paragraphen  auBgesprocbeoe  Problem 
behandeln,  wozu  oach  den  in  dea  vorbergehenden  Paragraphen 
UDlhaltenen  Vorbereitungen  hier  wenige  Worte  hinreichen  werden- 

Wii  nehmen  die  Griisse  G%  als  diejenige  an,  welcher  succes- 
slve  verschiedene   Werthe  beizulegen    wir  uns  vornehmen.     Dann 
kitnnen  wir  für  jeden  bestimmten  Wetth   von  G^  die  Grössen  G, 
mittelst  der  linearen   Gleichungen  7}   ohne  alle   Zweideu- 
\t  berechnen,  wobei  die  Gleichung  3)  aU  Prüfungs- Gleichung 
Richtigkeit  der  geführten    Rechnung  dient;   und   erhalten 
tuf  die  Coordinalen 


mittelst  der  Formeln  f.  2.  II., 


ffa-  *a; 


i  ferner  die  Grössen 


mittelst  der  Formeln  §.  2.  III.  Dann  können  wir  miltetst  < 
der  Formeln  13),  14),  16)  den  Parameter  p,  und  mittelst  der 
mein  17)  oder  20)  die  Coordinaten  a,  b,  c  berechnen,  da  i 
bekannt  angenommen  wird.  Den  bekannten  Werth  von  h  uik 
gefundenen  Werthe  von  p  und  «,  6,  c  führen  ivir  nun  ii 
tileichung 


:H6Hc' 


=m 


allen    Fällen 


itersuchen,  in  wie  weit  diese  Gleichung  erfüllt  ist.  In 
lüseen  wir  den  Werth  von  C^,  von  welchem  wir 
ausgingen,  so  lange  verändern,  bis  der  vorstebenden  Gleichung 
innerhalb  der  Gränzen  der  Genauigkeit,  welche  wir  überhaupt  zu 
erreichen  beabsichtigen,  vollständig  genügt  wird,  woran  wir  er- 
kennen, dass  wir  den  richtigen  Werth  von  G^  gefundeo  haben. 
Es  ist  klar,  dasti  wir  diese  Auflösung  mehrfach  abändern  können; 
das  Vorhergehende  wird  aber  völlig  ausreichend  sein,  um  das 
einzuschlagende  Verfahren  im  Allgemeinen  deutlich  vor  Augen 
xn  legen.  Als  zuletzt  zu  erfüllender  Gleichung  könnte  man  sich 
insbesondere,  nachdem  man  p  bf'rechiiel  hat,  auch  der  Gleichung 
18),  nämlich  der  Gleichung 


bedienen,  wo  man  dann  vor 
rechnet  zu  haben   braucht. 


nicht  die  Coordinaten  a,  b,  c  be- 
e  zu  solchen  Abänderungen  nöthi- 
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•;eri  Formeln  linUeo  sich  im  Obigen  vollständig  entwickelt,  und 
werden,  auch  ohne  «eitere  Erläuterung,  von  einem  Jeden  immer 
leicht  zu  dem  7,11  erreichen ilen  Zwecke  in  entsprechender  Weise 
ausgewählt  werden  kilniien.  Sehr  vortheilhaft  wird  es  natürlich 
liein,  einen  ersten  Näherungswerth  von  G^  /u  kennen,  von  dem 
man  in  jedem  einzelnen  Fa|le  auszugehen  hut,  »orülier  einige 
nShore  ErlSuterungen  nachher  noch  vorkommen  werden. 


Nehmen    wir    nun   aber    nicht    wie   vorher 
oder  ein    anileres   Element   des  zu   beschreibe 


LkterisliL 
ideii    Kegelschi 


ikei^ 


als  gegeben  an,  so  konimeii  wir  wieder  auf  die  Aufgabe  in  g.  1. 
zurück,  welche  in  ihrer  dortigen  Fassung  nicht  vüllig  bestimmt 
ist,  und  kennen  dieser  Aufgabe  nur  dadurch  vollige  Bestimmtheit; 
verleihen,  dass  wir  den  zu  beschreibenden  Kegelschnitt  noch  einer^ 
besonderen,  von  ihm  zu  erfüllenden  Bedingung  unterwerfen;  aad| 
dass  sich  solche  Bedingungen  in  nnendlich  grosser  Anzahl  denket 
lassen,  so  dass  sich  also  hierüber  im  Allgemeinen  nichts  Bestimm', 
tes  festsetzen  lüsst,  versteht  sich  von  selbst.  In  Rücksicht  auf. 
das  allgemeine  Planeten-Problem,  unter  welchem  natürlich  auch*^ 
das  Comoten  -  Problem  als  ein  besonderer  Fall  enthalten  ist,  s 
sich  jedoch  die  folgende  Bedingun;;  besonders  zu  empfehlen 
zeichnen  wir  den  Flächeninhalt  des  /.wischen  den  beiden  ausser-' 
sten  Vectoren  Ri  und  R^  enthaltenen  Seclors  des  Kegelschnitt» 
durch  .%i,  und  die  Constante  des  Sonnensystems  wie  gewöhnlich 
durch  *,  wo  bekanntlich 

A  =  0,01720209895 

ist,  so  ist  nach  den  Gesetzen  der  allgemeinen  Gravi 

'2V2 


2-2)  . 


(i^.a-t  WV/» 


V>+»"' 


oder,  wenn    man  das  Verhältniss  der  Massen    -s    wegei 
Kleinheit  als  verschwindend  betrachtet: 
2V2 


23) 


„^■- 


welche   Gleichung   wir   also   als  die   von   dem   zu  beschreibenden 
Kegelschnitte  noch  zu  erfifllende  Bedingung  annehmen. 
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Bei  der  Aul'Iüsiing  dieser  Aufgabe  verjährt  man  nun  im  Gan- 
zen viillig  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen,  nur,  weil  die  Cha- 
rakteristik fi  jetzt  nicht  gei;eben  ist,  mit  dem  Unterschiede,  Aass 
man,  nachdem  man  ji  mittelst  derselben  Formeln  wie  vorher  ge- 
funden hat,  n  mittelst  der  Ponnel  Id),  und  hierauf  a,  b,  c  niittelsl 
der  Formeln  17}  oder  20)  berechnet.  Dann  bat  man  alle  Elemente, 
welche  nülbig  sind,  um  den  FlScheninhalt  des  Sectors  S-^i  nach  deu 
BUS  der  allgemeinen  Theorie  der  Kegelschnitte  in  der  Ebene  be- 
kannten Formeln  berechnen  zu  können,  und  kann  mm  untersuchen. 
\d  wie  weit  der  obigen  (ileicbung  23)  durch  die  berechneten  Grüssen 
genügt  wird.  Ueberbnupt  aber  wird  man  nun  die  Grösse  G^ 
welche  die  Grundlage  der  ganzen  Rechnung  bildet,  so  lange  ver- 
ändern müssen,  bis  sich  diese  Gleichung  vollständig  erteilt  zeigt. 
Auf  diese  Weise  ist  jetzt  auch  das  allgemeine  Planeten  -  Problem 
io  der  ihm  vorher  gegebenen,  natürlich  eigentlich  immer  nur  nä- 
herungsweise  richtigen  Fassung,  dem  oben  aufgestellten  Princip 
ftfr  die  AuflSsung  aller  selchen  Aufgaben  völlig  gemäss  und  ent- 
sprechend, vollständig  gelöst. 

Einen  ersten  Nfiherungswcrth  für  t^,  von  welchem  mau  bei 
der  Rechnung  auszugehen  hat,  kann  man  sich  durch  verschiedene 
BerQcksichtigungen  verschaffen,  wie  dies  hinreichend  bekannt  ist. 
Ich  will  in  dieser  Beziehung  hier  nur  bemerken,  dass  mir  dazu, 
neuD  man  noch  über  eine  vierte  Beobachtung  disponiren  kann, 
die  Aufgabe  in  ThI.  XVII.  fS.  16S.,  welche  ein  besonderer  Fall 
einer  dort  aufgelösten  allgemeineren  Aufgabe  ist,  und  die  ich  in 
einem  späteren  Aufsatze  noch  abgesondert  für  sich  zu  behandeln 
hoffe,  sehr  zweckmässig  zu  sein  scheint.  Ich  begnüge  mich  da- 
her für  jetzt,  hier  auf  diese  Aufgabe  vorläufig  zu  verweisen. 

Sollte  die  Aufgabe  in  der  Fassung,  in  welcher  sie  hier  be- 
bandelt worden  ist,  dass  nämlich  die  drei  Punkte  A,,  J^,  A^ 
sämmtlich  in  einer  Parabel,  einer  Ellipse  oder  demselben  Zweige 
einer  Hyperbel  liegen  sollen,  sich  als  unmöglich  erweisen,  was 
u.  A.  immer  dann  der  Fall  sein  würde,  wenn  die  Formel  Hl)  für 
n*  einen  negativen  Werth  liefern  sollte;  su  würde  man  sich  zur 
Beschreibung  einer  Hyperbel  in  solcher  Weise  zu  wenden  haben, 
dass  der  eine  der  drei  Punkte  /f, ,  A^,  A^  in  dem  einen,  die  bei- 
den anderen  Punkte  in  dem  anderen  Zweige  dieser  Hyperbel  lie- 
gen. Dass  ich  aber  nach  den  obigen  Entwickeinngen  es  nicht 
fbi  DÜthig  halte,  über  diesen  Fall  mich  noch  weiter  zu  verbreiten, 
hahe  ich  schon  oben  bemerkt. 
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Brittes  Kapitel. 

Von  den  Proximi täten  der  Bohnen   der  Planeten  und  Cometeiu 

j.  I. 

Unter  einer  Proximität  zweier  Curven  veratebt  man 
System  zweier  Punkte,  von  denen  der  eine  in  der  einen,  der 
dere  in  der  anderen  Curve  liegt,  deren  Entfernuug  von  eiuaudei, 
ein  Minimum  ist.  Aus  bekannten  geornetrisciien  Gründen  erhellet, 
auf  der  Stelle,  dass  die  lieiden  eine  Proximität  bildenden  Punkte 
in  den  beiden  Curven  eine  solche  Lage  haben  müssen,  dass 
sie  verbindende  Gerade  auf  den  beiden  Curven  senkrecht  steht, 
oder  dass  diese  Gerade  die  Durebschnittslinie  der  Normal 'Ebenen 
der  beiden  Curven  in  den  beiden  in  Rede  stehenden  Punkten  ist. 
Die  Entfernung  der  beiden,  einer  Proximilüt  entsprechenden  Punkte 
von  einander  beisst  die  Grösse  der  Proximität. 


Die    Gleichungen    der    einen    der   beiden    gegeber 
wollen  wir  durch 


.fo(x,y,x)  =  Q,     Fo(.r,  y,  :) .-.  0; 


I  Curven 


*  ■ 


mgen  der  anderen  dnrch 
.    .    .  /;(:r.j,i)  =  0.     F,ix,i,.:)'- 


0 


bezeichnen;  und  die  einer  Prori 
beiden   Curven    sollen  reapective 
zeichnet  werden,  wobei  wir  iram 
System  zu    Grunde   legen,  und 
alle    mit   dem   unteren   Index  0 


erste,  alle  mit  dem  unteren  Index  1  versehet 
die  zweite  Curve  beziehen.  Die  Gleicliungen 
der  beiden  Curven  in  den  Punkten  (aroffoto)  ' 
kanntlich : 


litäl  entsprechenden  Punkte  der 
durch  (-To.Vnio)  "'"ä  (^ij/ih)  be- 
r  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
in  für  alle  Mal  bemerken,  dass'' 
ersehenen   Symbole  sich  auf  die  ^ 


Symbole  sich  auf 
iet  Normal -Ebenen 
id  (x,Sii,  sind  be-  ' 


3) 


t  ia:~x„)dxo  +  (y  — yo%o  +  (*— W^'c  = 


wo  sich  von  selbst  versteht,  dass  zur  Bestimmung  von  B^^,  ily^, 
8io  die  Gleichungen  1),  zur  Bestimmung  von  9:r, ,  8^,,  9j,  die 
Gleichungen  2)  dienen.  Die  Gleichungen  der  durch  die  beiden 
Punkte  (a^offo-o)  ""^  (^i^i^i)  gehenden  Geraden  seien: 
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4) ^      ^ 

cos  9^01       cosif;oi       cos^oi 


oder 


^ cos  g^oi       cos  tf;oi       c<>8  Xoi ' 

und  da,  wenn  das  System  der  beiden  Punkte  (jx^y^z^  und  (^lyiZi) 
eine  Proximität  sein  soll,  diese  Gerade  die  Durchschnittsiinie  der 
beiden  durch  die  Gleichungen  3)  charakterisirten  Normal- Ebenen 
sein  9  also  in  jeder  dieser  beiden  Ebenen  liegen  muss,  so  haben 
wir  nach  3)  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

\  cosg>oi«8^o  +  cos%i.3yo  +  cosxoi.&;o  =  0, 

6)  .   .     J 

f  cos  q>Qi ,  hüßi  +  cos  1^01  •  8yi  +  cos  Xoi  •  ^H  =  0. 

Also  hat  man  zur  Bestimmung  der  neun  Grossen: 

^0»  yo>  ^o\    ^li  yi>  H'i    Voi9  V'oi»  Kßi 
die  neun  folgenden  Gleichungen: 

A(^o»  yo»  2:0)  =  0 ,    Fq{xo,  yo,  zo)  =  0 ; 
fii^u  yi>  «i)  =  0,     Fi(ari,  yi,  zi)  =  0; 

^o^^i  _  yo  — yi  _.  ^o-"»i . 

7)  ^  cosg^oi       cosi/zoi       cos  3^1  * 
cos  9oi  •  8^0  +  cos  if^oi  •  %o  +  cos  Xoi  •  3^  =  0 , 
cos  g^oi  •  8^1  +  cos  1^01  •  %i  +  cos  jf^i .  8zi  =  0 ; 

\  cos  g>oi*  +  cos  -^01*  +  cos  ;(öi«  =  1 

oder : 

fii^u  yu  ^\) = 0»   ^1(^1»  yi»  2:1)  =0; 

cosg^oi        cosi/;oi       cosjjoi  ' 
^^    '   '    {  .  8yo  .  8«o      n 

cos  g>01  +  COSif/oi  .gj  +  cos  Xoi  .  gj   =  0  > 

8t/i  Szi       ^ 

cos  g?oi  +  cosi/;oi .  g^  +  cos  ^, .  g^  =  0 ; 

cosg>oi*  +  cosi/;oi^+  cos^i*=  l. 
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Eliminirt  mau  aber  mittelst  des  Systems  der  fänften  und  sechs 
ten    Gleichung    aus    der    siebenten    und    achten    Gleichung    die 
Grössen 

cos  g^oi »  cos  i/;oi ,  cos  Xoi ; 
so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  sechs  Coordinaten: 

^o>  yo>  2^0;    ^1»  y\i  H 
die  sechs  Gleichungen : 

A(^o»  y^y  2:0)  =  0,    Fo(aro,  ^0.  ^o)  =  0 ; 
A(^i>  y\>  2i)  =  0,     Fi(ari,  yi,  2i)  =  0; 

C^o  -  0:1)80:0 + (^0 —yx  )%o + (^0  -  2^1)82:0 = 0, 

(0:0-0:1)30:1  +(yo-^i)%i+(^o~2i)9^i  =0; 


9)  .    . 


oder: 

/o(o?o.  yo»  2o)  =  0 ,    Fo(^o»  :yo*  2o)  =  0; 
AC^i»  yi.  2i)  =  0,    Fl (0:1,  y„  2i)  =  0; 

0^0  —  OTi  +  CVo  7-^1)  g^  +  («0  —  «1)  g^J  =  0. 

Hat  man  mittelst  dieser  Gleichungen  die  in  Rede  stehenden 
Coordinaten  bestimmt^  so  ergeben  sich  die  Winkel  9^01 «  '^01  >  Xoi 
mittelst  der  Gleichungen: 

11)    ....    I       cosg^oi         COST/>oi       cosxoi' 

'  cos<poi*  +  cost(;oi^+cosxoi*  =  0; 

und  zur  Bestimmung  der  Grösse  der  Proximität,  welche  wir  durch 
£01  bezeichnen  wollen,  hat  man  die  Formel: 

12).    .    .  £01  =V"(o:o~ 0:1)2 +(2/0 -3^1)^ +  (^o-2l)^ 

oder  auch   einen    der  drei  folgenden,    aus  dem  Vorhergehen  sich 
unmittelbar  ergebenden  Ausdrücke: 

13) 

£„,  =  val.  abs.^^^  =  val.  abs.  ^^^  =  val.  abs.  *-^^=^ , 
"'  cos9>oi  cosif/oi  cosxoi 
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weiche  besonders  bequem  sind,  insofern  man,  ausser  den  Coor- 
dinaten  der  Punicte  der  Proximität,  auch  die  Winkel  tpf^i ,  i^^i, 
Xoi  schon  kennt. 

§.  2. 

ßeyor  wir  die  im  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten 
allgemeinen  Formeln  auf  die  Bahnen  der  Planeten  und  Cometen, 
nämlich  überhaupt  auf  zwei  Kegelschnitte  mit  einem  gemeinschaft- 
lichen Brennpunkte,  anwenden,  kehren  ivir  nochmals  zu  den  im 
ersten  Kapitel  über  Kegelschnitte  im  Räume  angestellten  allge- 
meinen Betrachtungen  zurück. 

Nach  Kap.  I.  56)  haben  wir,  wenn  der  Kürze  wegen 

u  a?  —  tt 

14) r7=-,  n=z--— 

'  a  cosa 

gesetzt  wird,  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

f  a:  =  a?7+  cosa.lt, 

15) I  3^  =  6C7+cos/5.1t, 

(   2  =  cC7+co8y.ll; 

von   denen  übrigens  die   erste  nur  eine  identische  Gleichung  ist. 
Aus  diesen  drei  Gleichungen  folgt  durch  Differentiation: 

9a:  =  «9 17  +  cos  a .  811, 

16) ^  9y  =  Mt7  +  cos/?.9tt, 

dz  =  c9t7+cosy.9ll; 

und   hieraus  ergeben  sich  ferner   durch  einfache  Elimination  so- 
gleich die  folgenden  Gleichungen: 

!cos|3.9ar  — cosa.9^  =  (acos/? — 6cosa)9l7, 
cos7.9^ — cos/?. 92  =(6cosy — ccos/?)8?7, 
^    cos«. 92—  cosy.9a?=(ccosa — acosy)9?7; 
und: 

69a: — aJdy  =  — (a  cos  j5— 6  cos  «)9lt, 
18)    .   .   .     <  c9y  —  bdz  = — (6cosy — ccos/?)9K, 

adz  —  cdüc  =  —  (c  cos  a  —  a  cos  y)9lt. 
Nun  ist  aber  nach  Kap.  I.  63) : 
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also,  wenn  man  differentiirt : 

itait =-  \p\\ + ^—  V)d  u, 

und  folglich  nach  17)  und  18): 

1— w* 

n(bda:  -  a8y)  =  ijo^Cl  +  — 5-  t7)(cos/3. 8j:-  cosa.öy), 

ll(ca^— 6az)  =  ij52(l  +  — ^  t7)(cosy.8y — cos  /J.Sz), 

1  —  «2 

Il(a8z  -  c8a;)  =  ip^(l  +  — ä~  t7)(cosa.8z— cosy.aa:); 
oder: 
|6M-l;>«(H-^^'t7)cos/J}8a;  =  |att-Jp«{l+i^t7)cos«|8y, 

Bezeichnet  also  G  einen  gewissen  Factor,  so  kann  offenbar: 

dx=.  6'{att-Jp*(l  +  ^^ü)cos«|, 

19)  .  .   .  <^  =  G{bn-\iflO.-k-^fiv)cwß\, 

a*  =  C?  { ctt— ip«(l  +  =-^  ü)  cosy  I 
gesetzt  werden. 

§.3. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  die  beiden  Carven,  deren 
Proximitäten  bestimmt  werden  sollen,  zwei  Kegelschnitte  mit 
einerlei  Brennpunkt  sind,  für  welche  wir  alle  Elemente  ganz  eben 
so  wie  im  ersten  Kapitel  bezeichnen,  indem  wir  nur  alle  Symbole 
für  den  einen  Kegelschnitt  mit  dem  unteren  Index  0,  für  den  ande- 
ren Kegelschnitt  mit  dem  unteren  Index  1  versehen.    Dann  haben 
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wir  Dach   Kap.  l.  63)   und   nach   15)  und   19)   im  vorhergeheodeu 
Paragraphen  die  folgenden  Gleichungen: 


ferner: 


und: 


a?o  =  «0  Po  +  cosoo.llo, 
.Vo  =  *o'^o  +  cos/3o.Mo, 
Zo  =  Col7o  +  cosyo.tto; 

8a:o  =  Co  { OcA)— Ji^o^Cl  +        ^    üo)  cos  Oo } , 

1— nn* 
8^0=  Go(Mo-iPo*(1  +  -^Oo)co8/3ol. 

8^0  =  Co  { CoMo— l/?o*(l  +    ^2     ^o)  cos  yo } ; 


a?!  =  tti  Dl  +  cos«!  '^i » 

yi  =  6it7i+cosft.lli, 

ii  =CiDi+cosyi.lti; 

1  —»1  * 
a«!  =  G,  { oilti  -  ip,»(l  +  -^  Ui)  cos  «i  1 , 

&,=(?,{  cill,  -  i|»i«(l + ^^^Oi)  cos  n  >  • 

Sollen  nun  aber  die  Punkte  Cxogofo)  und  (^Tiytii)  einer  Proxi- 
mität  der  beideii  Kegelschnitte  entsprechen,  so  haben  wir  hiernach 
ond  nach  10)  die  folgenden  Gleichungen: 

20) 
«„«=  4po*(l -2l7o  -  i^üo») . 

"1 
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1— «0* 

(oof^o— «1  üi+cosao.Mo~<^sai  .lli)tOo*^— i/'o*0+-— ä~^o)cosaot 

'•0 

+(6oüo-&i  üi+cos/Jo.tto-cos|?i.]tt,)|6otto-lPo»(J+-r-^  üo)c»8/So! 

+(cot/o-<?i  Oi+cosyo-tto-cosyi.lti){Colto--Jj»o*(l+— "ä-  t7o)cosyo! 

=  0, 

J— n.« 
(«0  Po— «1  üi+cosoo.Mo— cosai.Hi)  { ailli-JA*(H  -— 2~  t7i)cosai } 

I „  2 

1— «1® 
+(^0  ^0-Ci  Vi  +cosyo . Ho-cosy, .  II, )  { c{iXi -  J/?i2(l  +— -  ^  f^i)cosy,  | 

=  0. 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  müssen  die  vier  unbekannten 
Grössen 

bestimmt  werden,  worauf  man  die   Coordinaten  der  Punkte   der 
Proximität  mitteist  der  folgenden  Formeln  findet:  ^ 

aro  =  OoPo+cosao.tto,    x^  =  a^  üi  +  cosai.lti , 

21)  {  ^o  =  ^o^)  +  cos/Jo.Mo>    yi  =*iPi  +  cosft.lti, 
2o  =Col7o+cosyo«Mo;    H  =Ciüi  +  cosyi  .Hi. 

Die  Grosse  der  Proximität  erhält  man  mittelst  der  Formel: 

22)  .   .   .  £oi  =  V  (a;o-af,)a+  (yo-yi)*+  (%-ii)«, 
und  dann  die  Winkel 

mittelst  der  Formeln: 

23) 

cos<poi=  +  — r >     cost/;oi=+^^5T-^  »      co«M=J:    y      "> 

^01  '^Ol  ^01 

die  man  leicht  aus  11)  ableitet. 

Dies  ist  die  vollständige  Auflosung  des  Problems  von  den 
Proximitäten  zweier  Kegelschnitte «  die  einen  gemeinschaftlichen 
Brennpunkt  haben. 


ais  Curven  im  Räume  betrachtet  81 


§.  4. 

Wir  müssen  nun  aber  vorzüglicb  die  Gleichungen  20)  so  viel 
als  mSglich  zu  vereinfachen  suchen.  Zu  dem  Ende  setzen  wir 
der  Kürze  wegen: 

1 ^  « 

'«0 

I  —49    * 

n  =  6o»o  -  lPo*(l  +  -^  ^o)  cos  /Jo . 

I  «*  2 

^0  =  Co^o  —  Ji»o^l  +  -—2^  '^o)  COS  yo 

"0 

uud 

X^  =  ailti  -  ip,»(l  +  ^^'  üi)  cos  «1 . 

Fl  =  6,11,  - ip^^l  +  i^'  17,)  cos  ft  . 

z,  =  c«,  -ii^i^^ci  +  ^^V,)co8n ; 

'•1 

danu   können    wir  die   dritte  und    vierte  der  Gleichungen  20)  auf 
folgende  Art  ausdrücken: 

(«0  Do  +  cos  «0 .  Uü)-Xo  +  (6o  t/o  +  cos  j5o  •  Uo)  Fo+ (Co  C7o + COS  70  •  Ito)  ^0 
=  (ai^i+cosa|L.tti)-3ro+(6ii^i  +  cos/5i.Ui)Fo+(Ci[7i  +  cosy,.lti)Zo, 

Mo  +  cosao.Uo)-^!  +(6oi^o  +  cos/3o.tto)Fi  +(Coi^o+cosyo.Mo)2ri 
=  (ax[7i  +  cosori.lti)^i+(6i£^i+cosft.lti)Fi+(C|i/i+cosyi.U,)Zi. 

Weil  nun  aber  nach  Kap.  1.  40) 

Qq  cos  «0  +  ^0  cos  /5o  +  Cq  cos  yo  =  0 , 

fli  cos  «1  +  bi  cos  j5i  +  Ci  cos  yi  =  0 
ist,  so  ist  ofifenbar: 

«0^0  +  *o Fo  +  eoZo  r^  (c/o^  I  bo^  +  OMo  =  ^Mq» 


;^i 


0 
2 
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und 

1— «o* 

1    — »     2 

also,  wie  man  leicht  findet: 

(ao^o  +  cos«o.lJo)-Xo+(^o^o  +  co8/Jo.llo)Jo  +  (<?o^o  +  cosyo-^)^o 

(«liTi  +  cos«,  .Mi)^i  +(6ii7i  +cosft  .Iti)  Fl  +  (ci[7i  +cosyi.lti)Zi 
=  (ai-ari+6i Fi+CiZ,)[7i +(cosai .  JTi  -f-cos/3i.  Fi  +  cosyi . Zi)lti 

Ferner  Ist: 

ai-Xo  +  *i^o  +  CiZo  = 

\ ^2 

(«oOi +60^1+^0^1)^0— iPo*(l+    ^  a    ^o)(«icos  «o+^iCOS/So+CiCOsyo)» 

«0-3^1  +  60  ^1  +  CqZi  = 

(aoai+6061  +Co«i)lJi— 4i»i*(l  +    ^  2    ^iXfloCOS  a,  +60COS  ft +CoCOsyi) 

'*i 

und,  wenn  wir 

cos  ^01  =  COSOqCOSCKi  +  cos  /SqCOS/Si  +  COS^'o^^^^^  Vi 

setzen : 

cos«!  .^Tq+COS j?i .  Fq  +  cos^i  •  ^0 

1 ^* 

=  (oocosci  +  6oCOsft  +CoCOsyi)llo— lpo*0  +     ^  2     ^0)  co«  ^oi  * 

'*0 

cos  «0  •  ^i  +  cos  1^0 .  Fj  +  COS  yo  •  Zi 

1  —«91    2 

=  (öl  COS  «0+^1  cos  j5o  +  Ci  COS  yo)lli  —  ipi*(l  +     ^  g^   ^i)  cos  ®oi ; 

'*i 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen  noch 

^01  =  «0«1  +  Ml  +  ^0^1 

und 
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iVo,  =r  Oq  cos  »1  -h  ^0  cos  ft  +  Co  cos  yx , 
iV"io  =  «1  cos  ütq  +  6i  cos  /?o  +  Ci  cos  yo 

gesetzt  wird: 

diJfo  +  ^i^ü  +  CiZo 

«o-3Ci  +  6o  Fl  +  CqZi 

und: 

cos  «1 .  Xq  +  cos  ßi .  Fq  +  cosyi .  Zq 

=  ^oitto  -  i/?o*(l  +  ^^^^  f/o)  cos  001  , 
costto-^i  +  cos /Sq.  F}  -f  COS^O'^l 

=  ^io»t  -  Jpi»(i  +  ^i^'  c.)  cos  ®« ; 

und  weil  nun 

(ai£/i+cosai.lli)2ro  +  (*i^i  +cos/5i.Ui)  Fo  + (c,/7i  +cosyA.Ui)Zo 
=  (aiJio  +  6i  Fo  +  CiZo)ii  +  (cos «1-^0  +  cos ft .  Fq  +  cos y^ .  Zq)1Xi  , 

(flo^o  +  cosao.Jto)-ari  +(6oi^o  +  cos  ßo- Mo)  Fi  +  (Co^o  +cosyo.Uo)Zi 

=  (ooJKi  +*oFi  +  CoZi)f7o  +  (cosofo. ^1  +cosiSo.  l\  +  cosyo-^i)^ 
ist,  so  ist: 

(aiCi  +  cosai.Ui)Ao  +  (6i^i+cosl3j.lti)Fo  +  (ci/7,+cosyi.lti)Zo 
=      1  ilfoitto  -  äPo^(l  +  ^^*  ^o)iVio  1  ^1 

+ 1  iVoiMo  -  iK'  ( »  +  ^V^'t'o)  cos  ©Ol  I  »1 . 
(«0^0  +  cosao-  Mo)-3^i  +(60^0  +  co8/?o.Mo)  F^  +(Co^o+ cos  70-^0)^1 

+ 1  iV,„tti  -  lp,«(l  +  ^^üi)  cos  ©Ol  Itto  • 

6* 
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Führen  wir  jetzt  alle  gefundenen  Ausdrücke  in  die  obigen 
Gleichungen  ein,  so  können  wir  die  vier  Gleichungen,  mittelst  wel- 
cher die  vier  unbekannten  Grossen 

^0,  »o;  Ui,  Hl 
bestimmt  ergeben  müssen,  auf  folgende  Art  darstellen: 

24) 
cos  Qqi  =  cos  Oq cos  «1  -f  cos  ß^  cos  ßi  -f  cos  yo  ^^^  y\  '> 

^01  =  öo«i  +  ^0^1  +  ^0^1 ; 

iV"0i  =  OQCQsai  +  6oCos/?i  +  Cocosyi , 
iVio  =  «1  cosofo  +  *i  cos/5o  +  Ci  cosy©; 


+  { A„,Mo  -  l/>o»(l  +  ^^  Uo)  C08  ©Ol  t  tti 
+  {^■01«»  -  lA*(l  +  ^5^Ci)coe  ©Ol  i»o 


=  0, 


=  0. 


§.  5. 

Wir  wollen  nun  zunächst  den  Fall  etwas  weiter  betrachten, 
wenn  keine  der  beiden  Charakteristiken  Uq  und  »i  der  Einheit 
gleich  ist.    In  diesem  Falle  setze  man: 

25)  .   .   .  U„  =  ü.'—^-^,,     u,=.ü,'-^,; 

SO  ist,  wie  man  leicht  findet: 

1 «2  1  1 n  2 

l^2ü  — - — -2-/7  2 ! f ^rrf2 
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also  nach  24): 


26)   .   .   . 


oder: 


Vo'    N*.   /-       tt 


27)  .  .  .  .; 


Ferner  ist,  wie  sich  leicht  ergiebt: 

1  +  — ^ci  =  — -^'ob', 

'      Wo*       "  «o 

und  die  Gleichungen  24)  lassen  sich  also  im  vorliegenden  Falle, 
wenn  man  noch  einige  abkürzende  Bezeichnungen  einfuhrt,  auf 
folgende  Art  darstellen: 

28) 

C0s6qi  =  COSttoCOSOTi  +  COSj^oCOSj?!  +  COS^^qCOS/i  ; 

JVoi  =  «0  cos  «1  +  6o  cos  ßi  +  Co  cos  yi , 
JVio  =  öl  cos  «0  +  bi  cos  j^o  +  c?i  cos  y^ ; 

(l-n,>o» 

"»—      IV        "' 

_(1 -»,>,«        . 


(1  — no>.>"       ß 
»0  = A„*         c»8  ©0,  , 


4«« 


(1  — «,«)i9l"         ^ 

^  =  -      4„|«       cos  Qoi ; 
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«o*  „,      ,r         ^1* 


Jp,a(l-f7x)M,  f(fl/oiMi-^iOi')0'o  +  (iVioMi-«xPi')tto  =  0. 


§.6. 

In  dem  Falle,  wenn  die  Charakteristiken  %  und  7t|  beide  der 
Einheit  gleich  sind,  nehmen  die  Gieicbuiig«n  24)  die  folgende  Ge- 
stalt an: 

29) 

cos  ©Ol  =  ^*ö*  «0^*^®  "i  +  cos  j3o  cos  ßi  +  cos^ocos^i ; 

Noi  =  Oo  cos  «j  +  6o  cos  A  +  Co  cos  yi , 
iVio  =:  Ol  cos  Uq  +  6|  cos  ßo  -f-  Ci  cosj'o ; 

V  =  JPo'(I  -  20;,).    Ml*  =  IPiHl  -  20i) ; 

Ip,  *(1  -  Do)no  +  ( Jfoi»o  -  Ip&'Nif,)  Vi         i_ 

+  (^oitto-lVcos©oi)tti  i 


=  0. 


iPi'ci-o,)«,  +  (i«/olttl-i/'l»^ol)^) 

+  (A\otti-I;>i*cos0„,)«o 
Weil 

/;   —  I  _  -**"  wr  I  _  ^**1 

ist,  so  unterliegt  es  natürlich  nicht  der  geringsten  Schwierigkeit, 
die  Grössen  ü^,  und  Ui  aus  den  beiden  letzten  der  vorstehenden 
Gleichungen  ganz  zu  eiiminiren  und  dadurch  zwei  Gleichungen 
zu  gewinnen,  welche  bloss  noch  die  beiden  unbekannten  Grössen 
tto  und  tti  enthalten,  wodurch  jedoch  die  Lösung  des  Problems 
nicht  wesentlich  gefördert  wird,  weshalb  wir  uns  weiterer  Ent- 
wickelungen  in  dieser  Beziehung  hier  enthalten. 
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Wenn  wir 

\po{\-W,)  =  U,\    lpi(l-2[4)=(7i'; 
also: 

setzen^  und  noch  einige  abkürzende  Bezeichnungen  einführen^  so 
können  die  obigen  Gleichungen  auch  auf  folgende  Art  darge- 
stellt werden: 

30) 
cos  601  =cosoocosa|  -f  cosß^coaßi  ■{■  cosy^cosyi ; 

-^01  =  «0«!  +  ^0^1  +  «'0^1 ; 

Nqi  =  «0  ^®s  "i  +  ^0  Cö*  ßi  +  ^0  cos  yi , 

JVnj  =  oj  cosoq  +  ^1  cos  j3o  +  Cj  cosy« ; 

4  4 

^oi'  =  ^^oi,     ^01"  =^^01; 

4  4 

-^01 '  =  13^01  *    -^lo'  =  ;rä  -^10  > 

Ho  Fl 

Fo  Fl 

(i-t^„)tt,  +  (ü#o,'tto-iVio)Oi  +(iVoi'tt«-co80w)ir,  =0, 
(1  -  ü,)tti  +  (/l/oi"tti  -iVoi)f^o  +  (iVio'»i  -C08©oi)»«  =  0. 


f  §-7. 

i 

Wenn  die  Charakteristik  n^  nicht,  dagegen  die  Charakteristik 
Ui  der  Einheit  gleich  ist,  so  hat  man  nach  28)  und  30)  offenbar 
die  folgenden  Gleichungen: 

31) 

cos  Sqi  =  cos  «0  cos  «1  +  cos  (3o  cos  ßi  +  cos  yo  cosyi ; 

Nqi  =  Co  cos  «1  +  öu  cos  ßi  +  Co  cosyi , 
NiQ  =  Ol  cos  «0  +  61  cos  ßo  +  Ci  cosyo ; 


88  Grüner l:    Allgemeine  Theorie  der  Kegelsclinille 

(1— W.>.2 

4  4 

af    '/ Z_  af  ;v"    '  — — -  TV    • 


°        1  —  w,r  ?^l 


2 


.ipo*(l-f^o)Mo  +  (»oiMo-^oi^o')Oi  +(^oiMo-»oC^o')tti  =0, 
(l-Oi)tt,  +  (»;,i"tt,-iVo,)üo  +  (iV,o'«,-co8  0oi)tto  =0. 


§.8. 

Durch  das  Vorhergehende  sind  alle  Fälle,  die  bei  der  Be- 
stimmung der  Proximitäten  der  Bahnen  der  Planeten  und  Come- 
ten  vorkommen  können,  erledigt;  aber  freilich  erübrigt  noch  die 
Auflösung  der  im  Obigen  entwickelten  Gleichungen  selbst,  welche 
jedoch  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Analysis  in  vollstän- 
diger algebraischer  Entwickelung  sich  nicht  geben  lässt,  indem 
man  bei  dieser  Auflösung  immer  auf  Näherungen  hingewiesen 
sein  wird.  Methoden  dazu  lassen  sich  in  nicht  geringer  Anzahl 
angeben,  was  ich  hier  nicht  weitläufig  entwickeln  will,  weil  es 
mir  in  dieser  Abhandlung  hauptsächlich  und  zunächst  nur  darauf 
ankam,  die  das  Problem  lösenden  allgemeinen  Gleichungen  in  einer 
so  einfachen  Form,  wie  es  die  Natur  der  Sache  irgend  gestattet, 
aufzustellen.  Bemerken  will  ich  jedoch,  dass  mir  im  vorliegenden 
Falle  eine  gemischte  geometrisch -analytische  Methode  diejenige 
zu  sein  scheint,  welcher  man  sich  bei  der  Auflösung  der  obigen 
Gleichungen  mit  dem  meisten  Vortheil  bedienen  dürfte.  Diese 
Methode  will  ich  an  dem  Falle  zweier  Ellipsen  erläutern,  und 
glaube,  dass  dies  hinreichend  sein  wird,  um  übersehen  zu  lassen, 
wie  man  sich  in  jedem  anderen  Falle  zu  verhalten  hat. 

In  dem  in  Rede  stehenden  Falle  zweier  Ellipsen,  wo  also  die 
(Charakteristiken  tzo  und  rii  beide  kleiner  als  die  Einheit  sind,  be- 
rechne man  zuvörderst  nach  den  in  28)  gegebenen  Formeln  die 
Grössen 
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cos 001»  ^hi*  Noi,  iVjo.  ffo,  ATi,  Äo,  Äi, 

welche  als  Coiistanten  der  ganzen  ferneren  Rechnung  zur  (irund- 
lage  dieneu. 

Auf  einem  mit  starkem  Zeichnenpapier  überzogenen  Keiss- 
brett  nehme  man  nun  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  gerade 
Linien,  deren  Durchschnittspunkt  wir  durch  O  bezeichnen  wollen, 
an,  und  lege  dieselben  als  Axen  eines  rechtwinkligen  Coordina- 
tensystems  der  u,  it,  der  ganzen  ferneren  Construction  aber  einen 
bestimmten,  hinreichende  Genauigkeit  gewährenden  Maassstab  zu 
Grunde,  nach  welchem  letzteren  alle  betreffenden  Längen  aufge- 
tragen werden. 

Hierauf  construire  man  zwei  Punkte  Oq,  und  O^,  deren  Coor- 
dinaten  in  dem  angenommenen  Systeme  respective 

sind.    Diese  beiden  Punkte  nehme  man  als  Anfangspunkte  zweier 
neuen,  dem  primitiven  Systeme  der  u,  it  parallelen  Coordinaten 
Systeme  der  Mq,  Uq   und  Ux',  %'  au;  und  construire  aus  den  Mit- 
telpunkten   Oq  und   Ol   zwei  Ellipsen,  deren  Gleichungen  in  den 
beiden  letzteren  Systemen  respective 


1  C^)'<-:5r) 


2 

=  1 


(1)   .    .    .  ^  und 


sind*),  welche  wir  im  Folgenden  die  erste  und  die  zweite  Ellipse 
nennen  wollen.  Bezeichnen  wir  die  Halbaxen  dieser  beiden  Ellip- 
sen respective  durch  fio,  v^  und  fti,  V| ;  so  ist: 


»«o  ..  _         Po^ 


'^o-i^V  ''^-"2Vt=:ii?' 


*)  Die  Formeln   sind    in    diesem    ParKgraphen    durch    besondere,    in 
zwei  Klammern  eingeschlossene  Nnn:mern  bezeichnet. 
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oder: 


(3) 


■"2  T   fift' 


Wq Po ^ 

_       »1  , gl gitTfe 

Bezeichnet  ferner  (q  die  Excentricitat  der  ersten  Ellipse,  so  ist. 

(4)   .    .   ^0  =  ^±W-v^^ V"±(fio - Vo)(f*o  +  ^o), 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
f^o^^o  ^^^^  f^o'^^o  i^^9  I™  ersten  Falle  ist  2fio,  im  zweiten 
Falle  ist  2^^  die  Haupfaxe,  und  man  wird  also  jetzt  immer  die 
Brennpunkte  der  ersten  Ellipse  leicht  construiren  können.  Be- 
zeichnet eben  so  e^  die  Excentricitat  der  zweiten  Ellipse,  so  ist: 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
f4>Vi  oder  ^'^Vi  ist;  im  ersten  Falle  ist  2ft|,  im  zweiten  Falle 
ist  2vi  die  Hauptaxe,  und  man  wird  also  auch  die  Brennpunkte 
der  zweiten  Ellipse  leicht  construiren  können.  Diese  Elemente 
reichen  hin,  um  die  beiden  Ellipsen  selbst  zu  entwerfen,  wozu 
man  bekanntlich  verschiedene,  eine  hinreichende  Genauigkeit 
gewährende  Methoden  besitzt 

Nun  nehme  man  in  der  ersten  Ellipse  einen  beliebigen  Punkt 
an"^),  und  messe  dessen  Coordinaten  in  dem  Systeme  der  Uq'» 
Uq,  welche  wir  durch  IJq\  Ho'  bezeichnen  wollen.  Bezeichnen 
wir  nun  die  Coordinaten  dieses  Punktes  in  dem  Systeme  der  u, 
II  durch  Üq,  ]Io;  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung 
der  Coordinaten: 


Tlr« 


(6) ^o=-l— Vä+^o',      tto=tto'; 

also: 

(1) »«'-«^0  =  1=^^; 

1         7«o 

und  ÜQi  ]lo  genügen  offenbar  der  Gleichung: 


*)  Naturlich  kann  man  seinen  Auslauf  auch   von  der  2\Teiten  Elli|>«e 
aus  nehmen. 
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Jetzt  berechne  man,   wozu  im  Vorhergehenden  alle  erforder- 
lichen Formeln  gegeben  sind^  die  Grossen: 

i;?o*(l-^o)lto,  ^^oiIto-ATo^o',  i^oiHo-«o^<>' 

nnd  construire  die  Gerade,  deren  Gleichung  im  Systeme  der  u, 
it  die  folgende  ist: 

(7) 

wozu  man  die  mit  ihren  gehörigen  Vorzeichen  genommenen  Ent- 
fernungen der  Durchschnittspunkte  dieser  Geraden  mit  den  Axen 
der  u  und  tl  von  dem  Anfangspunkte  dieser  Coordinaten  kennen 
muss»  welche  mittelst  der  beiden  Formeln: 


leicht  berechnet  werden  können. 

Hierauf  ermittele  man,  ob  von  dieser  Geraden  die  zweite 
Ellipse  getroffen  wird,  und  unterwerfe  jeden  der  Punkte,  in  denen 
dies  geschieht,  der  folgenden  Untersuchung.  Die  Coordinaten 
dieses  Punktes  in  dem  Systeme  der  u^',  Mi  seien  üi\  Iti',  welche 
gemessen  werden.  Sind  dann  ferner  ^i,  It]  die  Coordinaten  die- 
ses Punktes  in  dem  Systeme  der  u,  tt;  so  ist: 

(8) »i=-j^7  +  «^i''   «i  =  tti'; 

also: 

(iii) ^i'-''»=r^*' 

und  wir  haben  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

(IV) 

und: 

(V).  .  ./•~i-^'+/' — *  -\  ='. 
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so  dass  also  jetzt  die  sechs  Grüsseo 

^H 

Un.  «0.  Vi,  «i,  üa',  W 

den  riiiil  Gleichungen  (I),  (11),  (IN),  {IV),  (V) 

ollständig  genügen. 

Nun  berechne  man,   wozu  im   Vorhergehe 
erforderlichen  Formeln  gegeben  eind,  die  Grü 

nden  wiederum  alle 

j/>i\l-i7,)ll,,     ^oi"i-ÄiPi'.     ^n 

«,—«,(/,' 

und  construire   die  Gerade,    deren   Gleichung 
U  die  folgende  ist: 

im  Systeme  der  u. 

(9) 

IPi^d  -  f,)ll,  +  (J/oiU.-fii£'i')u  +  (^ioM 

-K,p,')ii=0, 

wozu  man  die  mit  ihren  gehürigen  Vorzeichen  genommenen  £nt- 
Ternungcn  der  Durchschnitlspunkte  dieser  Geraden  mit  den  Azea 
der  n  und  u  von  dem  Anfangspunkte  dieser  Coordinaten  kennen 
musB,  welche  mittelst  der  beiden  Formeln 


Pi'd-PDH, 


leicht  berechnet  werden  küi 
wenigstens  nahe  durch  den 
dem  wir  ausgingen,  und  des 


und 


Pi^il-üt)U, 


'M^ir, 


und  ermittele,  ob  dieee  Gerade 
ikt  der  ersten  Ellipse  geht,  von 
Coordinaten  in  dem  Systeme  der 

u,  it  nach    dem  Ubigen    V„,   11„   vraren;    dann    wird    wenigstens 

näherungs weise  die  Gleichung: 

(VI) 


^\Vi')u„  +  (iv,„u,  — ä:,(/,')u„  =0 


,  V,,  U,,  U„',  ü,' 


Statt  linden,  und  die  sechs 
Va,  Mo 

werden  also  wenigstens  näherungs  weise  den  sechs  Gleichungen 
(I),  (II),  (III),  (tV),  (V),  (VI)  genügen,  also  durch  diese  sechs 
Grössen  nach  28)  offenbar  eine  näherungsweise  richtige  Lösung 
unserer  Aufgabe  gefunden  sein. 

Nimmt  man  jetzt  auf  dem  ganzen  Umfange  der  ersten  Ellipse 
niügtichet  in  gleichen  Intervallen  eine  Keihe  von  Punkten  an,  und 
unterwirft  jeden  der  vorhergehenden  Untersuchung,  wobei  natBr- 
lieh  die  oben  angegebenen  constantcn  Grössen  nur  einmal  be- 
rechnet zu  werden  brauchen;  no  mu»s  njan  nothwendig  wenigstens 
annahrend   alle  möglichen    Auflösungeu    der  Aufgabe   entdecken, 


uäeBUA 

da  niBii  es  ja  in  seiner  Gewalt  Jiat,  die  in  Rede  stehenden  Piinkte 
in  beliebig  kleinen  Intervallen  auf  dem  UniTange  der  ersten  Ellipse 
anzunehmen.  Hat  man  aher  nur  erst  Naherungstverthe  der  ge- 
suchten Grüeseii  auf  dem  rother  beschriebenen  Wege  ermittelt, 
SD  besitzt  man  bekanntlich  Methoden  genug,  dieselben  weiter  zu 
verhessern  und  zu  den  i;enauen  Auflösungen  zu  gelangen,  wozu 
oatOrlieh  hier  eine  besondere  Anleitung  nicht  gegeben  zu  werden 
braucht,  da  sich  ein  Jeder  die  betreffenden  Formeln  leicht  selbst 
zu  eDttvickeln  im  Stande  i^ein  »ird. 

Wir  haben  zwar  bloss  den  Fall  zweier  Ellipsen  betrachtet: 
in  allen  anderen  Ffillen  bleibt  aber  die  Auflösung  im  Wesentli- 
chen ganz  dieselbe.  Wenn  freilich  keiner  der  beiden  in  der  Ebene 
des  Reissbretts  zu  beschreibenden  Kegelschnitte  eine  Ellipse  ist, 
von  der  man  seinen  Auslaul'  nehmen  kann,  so  wird  die  Auflösung 
weitläufiger,  wovon  der  Grund  leicht  ersichtlich  ist,  weil  nämlich 
die  Ellipse  eine  geschlossene,  auf  einen  bestimmten  endlichen 
Raum  beschränkte  Curve  ist,  wogegen  die  Parabel  und  Hyperbel 
sich  in's  Unendliuhe  erstrecken,  also  auch  die  Anzahl  der  in  dem 
einen  der  beiden  zn  beschreibenden  Kegelschnitte  anzunehmenden 
Punkte  in's  Unendliche  verlaufen  kann.  Für  astronomische  Zwecke 
sind  aber  die  folgenden  Fülle  die  wichtigsten: 

1.  Wenn  die  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  Ellipseti  sind, 
was  der  Fall  der  Planeten  und  der  Cometen  mit  elliptischen  Bah- 
nen ist. 

2.  Wenn  der  eine  der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  eine 
Ellipse,  der  andere  eine  Parabel  ist,  welcher  Fall  einem  Planeten 
oder  Cometen  mit  elliptischer  Bahn,  und  einem  Cometen  mit  pa- 
rabolischer Bahn  entspricht. 

3.  Wenn  die  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  Parabeln  sind, 
was  der  Fall  zweier  Cometen  mit  parabolischen  Bahnen  ist. 

In  den  beiden  ersten  Füllen  kann  man  immer  von  einer  Ellipse 
ausgehen.  Im  dritten  Falle  tritt  freilich  der  vorher  erwähnte  üble 
Umstand  ein,  der  aber  in  diesem  Falle  nie  zu  umgehen  sein  wird, 
wobei  man  indess  zu  bedenken  hat,  dass  ja  bei  den  Cometen  die 
Annahme  einer  parabolischen  Bahn  nur  auf  einer  ngberungsweise 
richtigen  Voraussetzung  beruhet,  die  nur  für  den  in  der  Nähe  der 
{jonne  liegenden  Theil  der  Hahn  zulässig  und  verstattet  ist,  so 
dass  also  auch  nur  die  Betrachtung  dieser  Theile  solcher  Bah- 
nen in  astronomischer  Hücksicht  von  Interesse  sein  kann,  wodurch 
die  Anzahl  der  in  dem  einen  der  beiden  zu  beschreibenden  Ke- 
gelschnitte anzunehmenden  Punkte  eine  sehr  wesentliche  Be- 
schiKnbmig  erleidet. 
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§.9. 

Ohne  weitere  Beziehung  auf  die  Proxlmitäten  wollen  wir  uns 

zwei  beliebige  Punkte  (^o^o^o)  ^"^  (^xViH)  >"  ^®"  beiden  vor- 
her betrachteten  Kegelschnitten  denken,  und  deren  Entfernung 
von  einander  durch  £01  bezeichnen,  so  ist: 

^01*  =  (^o-^i)*  +  (.yo-2^1)*  +  (^0  -  ^i)*. 
also: 

Nun  ist  aber  nach  Kap.  I.  80) : 

"  4  ^        «0  ^  ^        ai 

und  nach  Kap.  I.  56): 


und 


ari  =  Ol 1 cos  a*  > 

*  «1  COSOfi  * 


33) <i2^i=Äi^  +  ^^— ^cosft 


also : 


\    zi=ci~  +  -^^ *cosyi; 

'       *  «1  cos«!  '* 


^0^1  +  »0^1  +  «0^1 


=        («0«!  +  ^0^1  +  ^0^1 )  ^  •  ^ 

"0     "1 

+  (aoco8ai+6ocosft+coeosyi)^.^^;^ 

+  («i  cos  «0  +  61  co8/?o  +  Ci  cosyo)  ^  •  ^;~r^ 

ci|      cos  »Q 

•4-(costtoCoscX|  -f-cos|3oC06j3|  +cosyoCosyi)-^ ^-  — * — -^, 

cos  OfQ         cos  CKj 
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folglich : 

34) 

— 2(aoai  +  6061  +  CoCi)  ^  •  ^ 

-  2(floCosai  +  60  cosft  +  CoCosyj)^  .  -;^^* 

— 2(ai  cos  06  +  61  cos  i^o  +  c^  cos  yo)  ^  •  ~^ 

^0  "~^o    ^1  ^«1 
cosoq  '   cosa^ 


— 2(cos  «0  cos  «1  +  cos  j5o  cos  ft  +  cos  y©  cos  yi ) 


Hierzu  hat  man  nach  Kap.  I.  63)  noch  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

35).   .  <{ 

V  cosai  7  4  ^^*      a/       Wi«    Ui/  *' 

Von  diesen  Formeln  kann  man  die  folgende  für  die  Astronomie 
wichtige  Anwendung  machen:  Wenn  in  einem  der  beiden 
Kegelschnitte,  etwa  in  dem  ersten,  ein  Punkt  (^o^o^o) 
gegeben  ist;  so  kann  man  verlangen,  in  dem  anderen 
Kegelschnitte  diejenigen  Punkte  (^i^iZi)  anzugeben, 
welche  eine  bestimmte  gegebene  Entfernung  £01  ^^^ 
dem  gegebenen  Punkte  (otq^o^o)  haben.  Diese  Aufgabe  lässt 
sich  mittelst  der  obigen  Formeln  auf  folgende  Art  auflosen. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen : 

36) 

^=£;o,«-^^l-|)^ 

B  =  (oofli  +  ^0^1  +  CqCi)—  +  («i  cos tto  +  61  cos ßo  +  Ci  cos yo)  ^^^  » 

C  =      («0  cos  «1  +  60  cos  ßi  +  Co  cos  yi)  — 

+  (cos  oo  cos  «1  +  cos  ßo  cos  ft  +  cos  yo  cos  Yi)  -^ZZZ-  5 
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Ko  haben  \s\x  nach  34)  und  -fö)  zur  Bestimmung  der  beiden  Grossen 

Ol  cos  «i 

die  zwei  folgenden  Glelchnngen : 

37) 

4  Oi'^  01  costti 

Kliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Grösse > 

°  cos  «1 

so  c?rhält  man  die  Gleichung: 

38) 

oder,  wenn  man 


fietxt,  die  <ileichung: 


39)  .   .   .    .  M  +  2B-2Ä(1-J)-^(1— ^)«t« 

« 

=  -P.«C«ti5-^,(l-|)-(l-i,)(l-|)«,, 

mittelst  u'clcher  die  Grosse  1 ^   bestimmt   werden    muss,  wo* 

«1 

durch  dann  auch  —  eefunden  ist;  die  Grösse  — ^  ersiebt  sich 

aj  "  coscK|        " 

aber  ferner  sogleich  mittelst  der  Formel: 

*"^-    •    •    cos«!  -2Cl  4  ^'      d,^       ^^a^      ^\' 

und  die  Coordinaten  arj,  yx^  i\  erhält  man  mittelst  der  Formeln  33). 

Die  Gleichung  39)  ist  vom  vierten  Grade,  und  kann  leicht 
auf  die  gewöhnliche  algebraische  Form  gebracht  werden.  Be- 
merken will  ich  nur,  dass  man  Gleichungen  von  der  allgemeinen 
Form 


anter  welcher  die  in  Rede  steheode  Gleichung  enthalten  ist,  durch 
eine  einfache  Substitution  sogleich  so  urafoTnien  kann,  liasa,  nenn 
man  die  Gleichung  entwickelt,  in  ihr  das  zweite  Glied  fehlt.  Setit 
man  nämlich 

6 

■0  wird  die  Gleichung: 

welche  Gleichung,  gehtirig  entwickelt,  olTenhar  auT  eine,  die  dritte 
.  y  nicht  enthallende  Gleichung  des  vierten  Grades  fuhrt. 

icht  unwichtige  Anwendung  ündet  die  hier  aufgelüäte 
der  Astronomie,  wenn  in  der  gegebenen  Bahn  eines 
cOrpers  ein  Punkt  gegehen  ist,  und  in  Her  gegebenen  Bahn 
rines  anderen  Weltkürpers  diejenigen  Punkte  aufgesucht  werden 
sollen,  welche  von  dem  ersteren  Punkte  eine  bestimmte  g^e* 
bene  Eutrernung  haben. 


B^Elne  I 
BMhbSTpe 


Schlnssbemerkting. 

Ffir  die  Anwendung  in  der  Astronomie  wQrde  es  aun  noch 
oSthig  sein,  alle  im  Obigen  zur  Anwendung  gekommenen  Grössen 
durch  die  gcwühnlicheö  Elemente  der  Bahnen  der  Planeten  und 
Cotneten  ausKudrucken;  um  jedoch  dieser  Abhandlung  nicht  eine 
IQ  grosse  Ausdehnung  zu  geben,  beschränke  ich  mich  in  dieser 
Rücksicht  auf  die  folgenden  Bemerkungen. 

Wir  nehmen  die  Sonne  als  den  Anfang  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  der  x'y'i',  die  Ebene  der  Ekliptik  als  die 
Ebene  der  x'y'  an:  der  positive  Theil  der  Axe  der  x'  sei  noch 
dem  aufsteigenden  Knoten  der  Bnhn  bin  gerichtet,  und  der  posi- 
tive Theil  der  Axe  der  y'  werde  so  angenomnien,  dass  man  sich, 
am  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  rier  x'  durch  den  rechten 
Winkel  (.t'j')  hindurch  au  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y' 
zu  gelangen,  in  demselben  Sinne  bewegen  muss,  in  welchem  die 
Längen  von  0  bis  360*>  gezählt  werden;  der  positive  Theile  der 
Axe  der  t'  sei  nach  dem  Nordpolo  der  Ekliptik  hin  gerichtet.  Die 
Cooidinaten  des  Punktes  (näc)  in  diesem  Systeme  bezeichnen 
TkeU  XXXVll.  7 
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wir  durch  a',  Vy  c'*  Als  Anfang  der  xyi  nehmen  wir  wieder  die 
Sonne^  als  Ebene  der  xy  die  Ebene  der  Ekliptik  an;  der  positive 
Theil  der  Axe  der  x  sei  nach  dem  Anfangspunkte,  der  positive 
Theil  der  Axe  der  y  nach  dem  neunzigsten  Grade  der  Längen 
gerichtet,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  z  gehe  nach  dem 
Nordpole  der  Ekliptik.  Auf  dieses  System  beziehen  sich  die 
Coordinaten  a,  b^  c  des  Punktes  {abc). 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  von  der  Sonne  nach  dem  Perihelium  gezogene  Gerade  mit 
den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x' ,  y\  z'  einschltesst,  re- 
spective  durch  Vy  [Ji/y  i/;  so  ist  offenbar: 

a'  =  Va2  +  6*  +  c«.  cos  l' , 

b'  =  Va2  +  62  +  c2.  cos  f*', 

&  =  Vfl*  +  Ä*  +  c«.  cos  V* ; 
also : 

1).   .   .  a'  =  ^cos^',    Ä'  =  ^cosfi',    &=z^co8v*' 

Bezeichnet  P  die  im  Sinne  der  Längen  von  0  bis  360®  gezählte 
Entfernung  des  Periheliums  vom  aufsteigenden  Knoten,  und  J 
den  90^  nicht  übersteigenden,  jenachdem  das  Perihelium  auf  der 
positiven  oder  negativen  Seite  der  Ebene  der  x'y'  liegt,  als  po- 
sitiv oder  negativ  betrachteten  Neigungswinkel  der  von  der  Sonne 
nach*  dem  Perihelium  gezogenen  Geraden  gegen  die  Ebene  der 
x'y';  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

1C0S  k'  =  cos  PcosJ, 
cos  fi'  =  sin  Pcos  J , 
cosv'  =  sin«/; 
also  nach  1): 


a'  =  ^  cos  Pcos  J , 

3) ^  Ä'  =  ^sin PcosJ, 

c'  =  ^sin  J. 
2n 

Bezeichnet  Sl  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens,  so  ist 
nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten: 
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4) {  y^=  3^B\nSl-{-^cosSly 


2  =  z'; 


woraus  leicht: 

x*=.     X  cos  i$2  -f  ^  sin  i$2  9 

5) ^y'  =  — arsinÄ  +  ycosÄ, 


i'=     z 


folgt.    Nach  4)  ist  also: 

a  =  a'cos  .$2  —  6'sin  SL , 
6) Ib  —  a'aiuSl+b'cosSl, 


c=^c^; 


und  folglich  nach  3): 


P 
a  =  s-  cos(P+  i2)cos  J, 

7) <6  =  ^8in(P+Ä)cosJ, 

c  =  s^  sin  J. 

Bezeichnen  wir  die  Neigung  der  Bahn,  worunter  wir  den  180^ 
nicht  ühersteigenden  Winkel  verstehen^  welchen  der  auf  der  po- 
sitiven Seite  der  Ebene  der  aa'y'  liegende  Theil  der  Ebene  der 
Bahn  mit  dem  der  beiden  T heile  der  Ebene  der  x'y'  einschliesst, 
in  welche  dieselbe  durch  die  Axe  der  x*  getheilt  wird  und  in 
welchem  der  positive  Theil  der  Axe  der  y*  liegte  durch  t;  so  ist 
im  Systeme  der  x'y'  die  Gleichung  der  Ebene  der  Bahn  offenbar 
in  völliger  Allgemeinheit: 

8) i'  =  y'tangt, 

also  auch: 

c'=6'tangt, 

and  folglich  nach  3): 

9) tang  J=sinPtangt\ 

woraus^  weil  cos«/  immer  positiv  ist,  sogleich: 
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cos«/  = 


i   J^        tangigJpP        , 
V^l  +  tangt^sin  P* 

und  daher  nach  7): 

p  co«(P+Ä) 

~2w'  VH-taDgi«siii/»' 

II) ;6  =  £.       sin(P+^)       ^ 

2w    Vl  +  tangi«sin/» 

/>  tapgtsinP 

^""5Ä*Vl+tangt«sin/» 

folgt 

Bezeichnen   wir  die  Länge  des  Periheliums  durch  X^   s 
offenbar : 

P  +  Ä=L+360« 

oder      ^  P=:i-Ä+360o 

Ä=L— P  +  360<> 

also  in  Töiliger  Aligemeinheit: 

icos  L  =  cos(P+  Ä) ,  sin  i  =  sin  (P+  Sl) 
eoaP^ces(L-Sl)^  siBPssin(£-i2) 
cosi2  =  cos(£— -P)»    sinÄ  =  sin  (L—P) 

und  daher  nach  11)  auch: 

p  cos  Zi 

1  o  sin  L 
^^^ ^  ^^2;^' VT+<angi«sinP«' 

p  tangtsinP 

^~"2n' Vi  +  tangt»sinP»' 

Nach  8)  und  5)  ist : 

2  =  —  (oTsin  Sl — ycosi$l)tangi 
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die  .Gleichung  der   Ebene   der  Bahn  im  Systeme  der  xyiy  und 
folglich  anefa: 

czs: — (a sin  A  —  6 cos  Sl)  tangl; 

also  darch  Subtractlon: 

2  —  c  =— t  (ar— d)sin  Ä — (y  —  6)cos  Sl  ttangi 
oder 

(o:  — a)tangisinß'— (y— ^)taag^cos52  -|-(« — c)  =0, 

foiglieb,  well 

X — g y — b % — c 

cos«        cos/S      cosy 

ist»  wenn  der  Punkt  {xyz),  wie  es  verstattet  ist,  in  der  Directrix 
angenommen  wird: 

sin  i  sin  i2eosa-*-sintcos  Sleosß  -f-  cos  t  cosy  =  0. 

Verbindet  man  hiermit  die  bekannte  fileichung 

80  erhält  man,  wenn  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

cos  a  =     Gib  cosi  •}'  c  sin  i  cobSI)  , 
cos  ß  =     G(c  sin  t  sin  Sl — a  cos  i) , 
cosy  =*— Cr(asintcosi^-f  ^sint'siD  •^); 
also  nach  13): 

p    cos  i'sin  L  -f  sin  i^  sin  Pcos  ift 
zn        cosiV  1  +  tangi^sinP* 


Sl 


p    cos  i*  cos  Z — sin  i*  sin  Psin 

cos  ö  SS  —  Cr  •  ST"  •  *" j-  — 

^  2n        cosiVT+tangi*sin/M 

P       cos  (£  —  5^)  sin» 

oder  nach  12): 

__^  p    sin  ü — sin  i*  cos  Psin^ 

cos«--         *5«'  cos£V^r+tangi*sin/M' 

#^   P    cosZ»  — sint*cosPcosÄ 
^  2n    cos£Vl4-tangt«sinP* 

^    p  siatcosP 

cosy  =  -G.^. 


2n*Vl+tangi«siniP»' 
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oder : 

^    p    sin  Pcos  Sl  -{-  cos  i^ cos  Psin  Sl 

cosa=:      Cr«s"  • r  • 

2n         cos  i  V^l  +  tangiasio  /» 

/-,    P    sinPsinÄ— cosi^cosPcosÄ 

cos  p  =:      "  •  ö '  • r.     ■  = —  9 

^w        cos « V  1  +  tang  i*  sin  P* 

^    p  sin  t  cos  P 

cosy  = — G'zf-  • 


2w    V^l  +  taogi«sin/»' 


Qnadrirt  man   diese  Gleichungen,  nnd  addirt  sie    dann   zu  ein- 
ander^ so  erhält  man  leicht: 


(G.£)«=l,     G.£  =  i:l; 


2w^  "~*^    "•2n 


also : 


14) 


±sin  L  —  sin  t*  cos  Psin  Sl 
cos  i  Vl+tang  i^sin  /» 

-      ^cosi — sint^cosPcos  A 

cosp=:-F r-  -t 

^      ^  cosi  V^l  +tangi«sin  /» 

TsintcosP 
—  ■  —         -   j 

Vl+tangtasiüiP» 


oder: 


15)  .   .    <  cos|3  =  4: 


.  sin  Pcos  Sl  +  cosi^cosPsin  Ä 

cos  «  =  ± ..  , 

cos  i  V  1  +  tang  t*  sin  P* 

sin  Psin  i^  —  cos  i^cos  Pcos  Sl 
cos  i  V^l  +  tangi*sinP* 


TsintcosP 
■  , 

Vl  +  tangi-asinP» 

Wenn  man  in  die  Gleichung  der  Ebene  der  Bahn  im  Systeme 
der  xyx  för  tangt  seinen  aus  9)  sich  ergebenden  Ausdruck  ein- 
führt, so  wird  diese  Gleichung: 

(x  sin  Sl  — y  cos  Sl)  tang  J 
sinP 

folglich  ist  auch: 
•  _      (flsin^^  —  6  cos  i^)tang  J 

C  — —  ""^  •         jrk  5 

smP 
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and  daher  die  Gleichung  der  Ebene  der  Bahn: 

\{x — a)sin  Sl — {y  —  6)co6i$2)tangJ 

sinP 

oder: 

(a?  —  ä)  sini$2sin  J — {y — b)  cos  Äsin «/+ (z  —  c)  sin  Pcos  J =0, 

also  wie  oben: 

sin  1^ sin  J cos  a — cos  i^ sin  «/cos  j3  -f  ^inPcosJcosy  =  0. 

Verbindet  man  hiermit  wieder  die  Gleichung 

a  cos  o -|- A  cos  j3 -f  ^  cosy  =  O9 

80  erhält  man: 

cosa=:  G(66inPcos  J-f  ccosi$2sin«/), 
cos/3=  G(csin  i$2sin  J — asinPcosJ), 
cos  y  ==  —  G{a  cos  Sl  sin  J  -{-beXüSl  sin «/) ; 

folglich  nach  7),  wie  man  leicht  findet: 

P 

cosa=      G&-  {sin(P+Ä)sinPcost/*+cosÄsinJ*|, 

cos /J  = — G  ^  I  cos  (P+ Ä)  sin  Pcos /«  —  sinÄ  sin  J" ) , 

cos  y  =  —  G  4"  cos  Psin  Jcos  J\ 

oder: 

costt=      G&  {cosÄ  — cosJ*cosPcos(P+Ä)), 

cos/5=      G^lsinÄ— cosJ«cosPsin(P  +  Ä)}, 

P 
cosy  =  —  G^^-  cos  Psin  Jcos  J. 

Qnadrirt  man  diese  Gleichungen  und  addirt  sie  dann  zu  einander, 
so  erhält  man: 

(rE\i l r-^-o.  ' 


2«^       1  — cosJ^cosP*'       2w         Vl~cosJ«cos/»' 
also: 


Igmrneorte  ä.  XegettcAn.  alB  Cure,  im  Räume  letracM. 
cos.a— coBJ*coaPcoB(P  +  .fl) 

-cos./'co8/>ain(P-fa) 


VI— COS>C087>» 

iPslnJcosJ 


V^l  — CO8j»C08/>«' 

Ja-co8j»cogPco8Z. 
Vi— cüa7*cos"P* 
sina— cosJ"coBPs■mL 


Vl-cosJ»co. 
cosP»inJco8/ 


pa 


VI  —  cos  J*cos/** 
cob(L  — P)— cosJ'coa  Peosi 


Vi  — C0S7«!C5SP* 


(^'-P)- 


sPsini 


L 


osJ^cosP« 
Man  kiinnte  in  der  Entwiclcelung  eolcher  Formeln  nocfa  viel 
weiter  gehen,  nanienllich  im  Falle  zweier  Kegelschnitte  sos  den- 
selben Auedrücke  für  die  im  Obigen  durch  cos  @ui ,  ^ot  •  ^oi> 
iV,o  bezeichneten  Grüssen  ableiten,  was  aber  Alles  so  wenig  ir- 
gend einer  Schwierigkeit  unterliegt,  dass  diese  EntwickeluDgen 
sSmmtlich  dem  Leser  überlassen  bleiben  können,  indem  das 
Obige  alles  für  weitere  Untersuchungen  wesentlich  Nothwendige 
enthSIt. 

Das  Problem  von  den  Proximitäten  der  Bahnen  der  Planeten 
und  Cometen  gewinnt  in  der  neueren  Astronomie  täglich  mehr  aa 
Interesse,  weil  bei  der  schon  jetzt  so  sehr  grossen  Anzahl  dieser 
Weltkürper,  die  durch  neuere  Entdeckungen  gewiss  immer  noch 
vergrQssert  werden  wird,  das  dermalei mutige  ZusammenfreSen 
zweier  derselben  immer  wahrscheinlicher  «ird. 


Bohlen:    GcometrUcke  Vnter suckungen  über  einige  Curven,   105 


II. 


Geometrische  Untersuchungen  über  einige  Curven  *)• 

Von 

Herrn  Doetor  Otto  Bohlen 

zu   Siilz  a.  N.  im  Königreich  Würtemberg. 


1.    Die  Hypocycloide  mit  vier  Ae^ten. 

Die  Umhüllungscnrven ,  welchen  die  folgende  Untersuchung 
gevridmet  ist,  entstehen  durch  eine  Gerade  von  unveränderlicher 
Länge,  deren  Endpunkte  sich  auf  den  Schenkeln  eines  festen 
Winkels  bewegen.  Es  sei  (Taf.  I.  Fig,  1.)  OQ  ein  Durchmesser 
des  um  JUNO  beschriebenen  Kreises,  O'  ein  beliebiger  Punkt  auf 
dem  DiQfange,  der  sich  dem  Punkte  O  ohne  Ende  nähert,  OV 
senkrecht  auf  NO'  und  OV  senkrecht  auf  MO';  dann  ist  wegen 
der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  OO'V  und  OQM  ferner  00' V 
und  OQN: 

^,^,      QM.OO'       .  ^,^     QN.OO' 

also 

0'V'.0'V=QM'.QN. 

Ist   nun    ^MN'O^^IUJSO' ,    also    M>N'==MN,    M'0=MO' 
und  N'O  —  NO',   so  Ist: 

QM      O'V      ,.     MM' 


*)  Herr  Doetor  Boklen  schreibt  mir  bei  Ueberscndung  dieses  und 
de«  folgenden  Aufsatzes,  dass  diese  Aufsätze  einigem  Rekannte  enthalten, 
aber  ein  Material  zu  Uebungsaufgaben  für  Schüler  darbieten  dürften, 
weiches  in  mancheB  Fällen,  z.B.  bei  Prüfungen,  nicht  unwillkommen 
sein  siechte.  G. 
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Jie   Linien    M'T,   QP.  OH,  VJS   steh« 

Kir  MN,    dann   ist: 


TM'  _  MM'  .NO 

VN  —  NN .  MO  ' 


QM.NO_ 
'  QN. MO- 


TM' 

'UN- 


Vermijge   eim 
Vierecks    ist: 


beweisenden    Eigenschaft    des    Kreis- 


QM.  NO 
Q«.  HO  ' 


KN 


I 


und  weil  das  Perpendikel,  welches  vom  Mittel putilit  des  Kreises 
auf  die  Sehne  MN  ^Gm\t  nird,  soviohl  diese,  als  auch  PR  hal- 
birt,  so  ist  RN=PM  und  RM=PN.  Je  näher  also  M'N'  an 
MN  rückt,  um  so  mehr  nähert  sich  das  VerliSlfnias  TM':  VN 
dem  Verhältniss  PM.PN.  Andererseils  ist  TM':  VN  =  ST: SN, 
woraus  hervoreeht,  dass  der  Durchschnittspunltt  S  sich  ohne  Ende 
dem  Punkte  /*  nähert.    Wir  haben  somit  folgenden  S;ttz  : 

Bewegt  sich  eine  Gerade  MN  von  unveränderlicher 
LSno^e  mit  ihren  Endpunkten  auf  den  Schenkeln  eines- 
Winkels  XOr,  so  ist  der  Dnrchschnittspunk t  der  Ge- 
raden mit  der  ihr  unendlich  nahen  von  ^  eben  so  weit^ 
entfernt,  ul«  der  Fiiss|]unkt  des  von  O  auf  jMiV  gefällt«»' 
Perpendikels  von  N. 

P  ist  also  ein  Punkt  der  UmhüllungscuTve,  ^iVdie  Tangente  und 
QP  die  Normale.  Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  der 
Durchmesser  des  um  das  Dreieck  MNO  beschriebenen  Kreises  con- 
stant  iet,  welche  La^e  auch  MN  haben  mag,  weil  in  diesem  Kreise 
der  Gonstanten  Sehne  MN  stets  derseliie  Peripheriewinkel  ^OFent^ 
spricht.  Die  Linien  0//und  OG  (Ta(.l  Fig.  2.)  halbiren  den  Winkel 
WOAnndseinenNebenwinkel,  mithin  ist^i:.Ofl=90«,  OFistsenfc-; 
recht  auf  HG.  also  parallel  mit  MN,  DH  =  FG  und  OR  senkrecht 
auf  MiV.  Nun  ist  Z  QOJH=  ^  ßOiV,  weil  beide  =ZOiV^  sind  j 
also  ist  ^QOH  =  Z.HOR  und  ^GQO  =  ^QOR  =  'ij!LQOB, 
woraus  folgt,  dass  das  Dreieck  QO^  gleichschenklig  ist,  und  also 
QO  =  Qf!=  QG.  Da  QO  als  der  Durchmesser  des  um  das  Drei- 
eck MNO  hesehriehenen  Kreit^es  conslanf  ist,  so  ist  es  anch  HG, 
woraus  sich  folgender  Satx  ergibt: 


egt  sich   eine  Gerade  ^A*  von  uuvci 
nit  ihren  Endpunkten   auf  den    Sehe 


inderlicber 
kein    eines 


festen  Winkels,  so  bat  die  UmhüMungscurve  dieser 
Geraden  die  Eigenschaft,  daeg  die  HalhiruTic;jjlinien  des 
festen  Winkels  und  seines  Nebenwinkels  auf  ihrer 
Normale  ein  Stück  HG  abgchneiüen,  welches  con^tant 
und  doppelt  so  gross  als  der  Durchmesser  des  um  MNO 
beschriebenen  Kreises  ist. 

Die  Normale  HG  berührt  also  ihrerseits  in  D  die  ümhtilhings- 
curve  einer  Geraden  von  unveränderlicher  Länge,  deren  End- 
punkte sich  auf  den  Schenkeln  eines  rechten  Winkels  bevregen. 
Diese  letzlere  Curve  ist,  wie  bekannt,  eine  Hypocycloide  mit 
vier  Ae^ten,  welche  durch  Rollen  eines  Kreises  innerhalb  eines 
Indern  viermal  no  grossen  entsteht.     Wir  schüessen  also: 

Die  Evolventen  einer  Hypocycloide  mit  vierAesten 
»ind  ebenfalls  Umhüll  unqscurven  und  znar  einer  Ge- 
raden von  unveränderlicher  Lunge,  deren  Endpunkte 
sich  anf  den  Schenkeln  eines  im  Allgemeinen  schie- 
fen Winkels  betvegen. 

Betrachtet  man  die  von  HG  erzeugte  Curve  als  gegeben,  so 
erhSIt  man  eine  Evolvente  derselben,  wenn  man  durch  ihren  Alif- 
tHponkt  O  zwei  Linien  zieht,  die  mit  OH  gleiche  Winkel  XOU 
=zTOB  bilden  und  von  einem  Über  QO  als  Durchmesser  be- 
schriebenen Kreise  in  Hl  und  iV ^geschnitten  werden;  der  Punkt  P, 
in  welchem  die  Sehne  MN  von  ff G  getroffen  wird,  ist  ein  Punkt 
der  Evolvente.  Der  Winket  XOY  kann  einen  beliebigen  Werth 
haben  zwischen  0»  und  ISO";  betrachten  wir  zunächst  den  spe 
»eilen  Fall,  wo  ^XOY=m''  ist  (Taf.  I.  Fig.3.).  MN  ist  hier 
=  OQ  =  \HG\  die  besondere  Evolvente,  welche  diesem  Fall  ent- 
spricht, ist  also  wieder  eine  Hypocycloide  mit  vier  Aesten  von 
halb  SD  grossen  Dimensionen.  Die  Figur  zeigt  unmittelbar,  das» 
OR=QP  =]iDP  ist.  DP  ist  der  Krümmungshalbmesser  der 
von   il/ZV  erzeugten    V-CoT\e,,   woraus  folgt; 

Die  Hypocycloide  mit  vier  Aesten  ist  ihrer  Evo- 
lute ähnlich;  die  Dimensionen  der  letzteren  sind  dop- 
pelt so  gross,  als  die  der  ersteren.  Der  Krümmungs- 
halbmesser eines  Punktes  P  der  Curve  ist  dreimal  so 
gross  als  das  vom  Mittelpunkte  O  auf  die  Tangente  von 
P  gefällte  Perpendikel   OR. 

Die  Recliücation  der  Curve  hat  nun  iveiler  keine  Schwierig- 
keit. Es  sei  XPy  ein  Quadrant  derselben  und  DX  ein  Bogen 
ihrer  Evolute.  Wir  haben  Bogen  DX—DP=\DF.  X  ist  ein 
Scheitel  und  DF  so  gross  als  der  Abstand  des  >1ittelpunkts  O 
von  der  Normale  in  D,  woraus  sich  folgender  Satz  ergibt: 
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Der  Bogen  zivischen  « 
Scheitel  A'  «ines  Quailrante; 
rtialeii-Abfifand  von  />;  nder 
dratiteo  in  zwei  colijiriiente  Hüllte 
durch  einen  Pnnl.t  D  in  xv 
UnterKchieH  gleich  i  des  Noi 


nem    Punkte    t)    aud    dem  1 


gleich   . 


>  dem  Nor 


ireil   der  Scheilel    X  den.  QuS'  \ 
<  theilt!    Der  Quadrant  w 
et   Theile  ^elheilt,    deren  I 
nialen-Abstands  von  D  i«t. 


Ehe  Mir  in  der  UnterKDchung  der  Evolvenlen  iIlt  genannten  ' 
Curve  weiter  f;ehen.  m~)gen  einige  allgemeine  Betrachtungen  Aber 
Evolventen  von  Kymmetriüchen  Citrven  vmauRgeschickt  M'erden, 
Rollt  eine  <^era(le  filier  ein  Pnlygonstiick  und  dreht  sich  dabei 
um  einen  Winkel,  dessen  Bogen  für  den  Halbmesser  1  gleich  ip 
ist,  so  ist  die  Summe  der  von  zwei  Punkten  P  und  Q  der  Gera- 
den beschriebenen  Erei^^bfigen  gleich  PQ.ip,  wenn  derjenige  Theil 
des  Polygons,  i'iber  »eUliMi  diel^i-rade  rollt,  stets  ziviscbea  den 
Punkten  P  und  Q  bleibt;  im  anderen  Falle  ist  der  Uoterschied 
der  von  i' und  Q  beschriebenen  KreinbögeN  ^PQ.fp. 

Die  Curve  AXß  (Taf.  I.  Fig.  4.)  ist  gegen  ihre  Normale  in  X 
synimetriscb  oder  OX  iist  ein  Theil  der  Äxe.  Die  Tangenten  an  i 
den  Susaersten  Pnnkleo  A  und  B  «chueiden  sich  iti  O.  BP'  VPC  j 
ist  die  Evolvente,  also  AC  gleich  dem  Bogen  AXB,  XV  glekfe 
dem  Bogen  XD' P.  OF  und  OF'  sind  die  Normalen- AbstSnde 
von  P  und  P.  Da  nun  wegen  der  Symmetrie  der  ('urve  AXß 
gegen  ihre  Axe  bei'm  Rollen  der  Tangente  AC  der  von  dem  eiiM« 
Endpunkte  C  beschriebene  Evolventeiibogen  CPVPB  dem  vom 
andern  Endpunkt  A  beschriebenen  congruent  Ist,  so  bsbea  wb 
für  die  LSnge  dieses  Bagens  \AC.tp  oder  XV. ip. 
Bogen  den  Winkels  VOB  bedeutet,  Tür  di-o  Halbii 
Aus  der  Symmetrie  der  Cuive  AXB  ergibt  »ich  ferner  ftif  sww 
Punkte  P  und  P ,  deren  Normalen  sich  in  einem  Punkts  S  dor 
Aie  schneiden,  OF=OF',  jL  PSO  =  ^  P  SX  oder  ^  PSO 
^^P-SO^ ISO":  ^PA"ß=^PJaO,  also  jilPNB i^.^P'N'B 
=  Z.^-,  PS  \  PS  =  AC-  IXV:  PI)  +  P  ly  =  PF  +  PF* 
=^AC^1XV.  Nennen  wir  den  Bogen  CPFP'ß  den  Quadran- 
ten der  Evolvente,  OC  die  kleine,  Oß  die  grosse  Elalbaxe, 
ergeben  sich  folgende  Sätze:  Uie  Länge  des  Quadranten  ist  gleick; 
einem  Kreisbogen,  dcsisen  H^lbmescier  gleich  der  halben  Sumia« 
der  Halbaxeii  und  dessen  Cenlritvinkel  gleich  gi  ist.  Auf  dvoli 
Quadranten  der  Evolvente  gibt  es  einen  Punkt  F,  dessen  NomialeilT 
Abstand  ein  Maximum  ist.  Der  Krümmungshalbmesser  desselbeit' 
oder  sein  Abstand  von  der  Axe  der  Evolute  ist  gleich  der  halbeä 
Summe  der  Halbaxen;  der  Winkel,  welchrn  seine  Normale  mit 
der  grossen  Haibase  bildet,  ist  gleich  .^qp.  Zivei  Punkte  P  nad- 
P" ,  deren  Normalen  Kleii:hen  Abstand  von   O  haben  und  mit  e 


ater  etnl§e  CHrten, 

ander  den  Winltel  ip'  bilden,  haben  Tnli^ende  Eigenschafteit :  Me 
tfaeiien  den  Quailrunti^ii  in  drei  Stücke,  novon  diis  mittlere  |;leich 
einem  Kreisliogeii  ist,  der  mit  der  halben  Summe  der  llalb«zen 
als  Malbmee.ser  in  den  Winkel  tp  —  t'ip'  beschrieben,  oder  woFon 
die  iSumnie  der  beiilmi  nuiüBem  i^leicli  einem  mit  di>mHelbi>n  Halb- 
messer in  den  Winkel  '2ip'  beschriebenen  Kreiübugen  Ut.  Die 
Summe  der  Winket,  «reiche  die  Narraalen  mit  der  grot:sen  Halb- 
axe  nach  Einer  Seite  hin  machen,  ist  constaut  nnd  gleich  f.  Die 
Summe  der  Krümm ungshalbmes'^er  vmi  zwei  solchen  Punkten,  die 
Summe  der  Ahschnilte  ihrer  Normaler  zwischen  der  EvolFenfe  und 
der  Axe  der  Evtilute,  oder  z»'ieclien  der  Evolvente  und  dem  Fus»- 
punkte  der  vom  Mittelpunkte  auf  sie  gefällten  PerpeJidikeJ  ist 
ebenfalls  Gonstanl  und  gleich  der  Summe  der  Halbaxen. 

Betrachten  tvir  AXB  alei  den  Quadranten  der  ünihüilungscurve 
einer  Geraden  MN  von  nnveränderlicher Länge,  deren  Endpunkte 
sieb  auf  den  Schenkeln  eines  rechten  Winkels  bewegen,  so  finden 
die  Tnrhetgcbeiiden  Ausführungen  unverändert  Anwendung  auf  die 
EroKente  CPFP'B.  Es  kommen  jedoch  nuch  einige  besondere 
Umstände  hinzu;  Uer  Winkel  91  ist  =W,  das  Stück  MN  der 
Normale  der  Evolvente,  »elches  zwischen  AO  und  BO  einge- 
schlossen ist,  hat  eine  eonstante  Länge,  die  wir  mit  c  bezeicfa- 
nea  wollen.  Der  Bösen  AÄB  ist  =ziAO  =  ic,  also  CO  =  ^c. 
Die  Evolvente  XpZ^^Xp'Z',  welche  vom  Scheitel  A'  der  Curie 
ausgebt,  ist  selbst  wieder  eine  vierästige  Hypocycloide  und  recti- 
ficirbar,  d.  h.  der  Bogen  Zp  ist  jOF.  Wir  schlieNsen  daraus, 
dssB  sänimiliche  Evolventen  der  Curve  mittelst  gerader  Linien  und 
Kreisbogen  recliftcirt  werden  können.  Doch  beschränken  wir  uns 
vorläufig  auf  die  Evolvente,    welche    von  B  ausgebt    imd   deren 


Ualbasen  OC^ 


ind    OB  =  c  a 


CP—Zp  ist  =CZ.9'. 


tp'  den  Bogen  des  Winkels  CMP  (lir  den  Halbmesser  I  bedeutet, 
also  Bogen  CP  =  Bogen  Zp+CZ.qi'.  Nun  ist  OA=.Sc, 
OZ  =  kc,  also  CZ  =  \c-.  Bogen  ß/*  +  Bogen  Z'p' =:  BZ' .<p' 
=  CZ.<p'.  also  Bogen  Cf  —  Bogen  ß/*  =2  Bogen  Zp=  |0F. 
Ftisst  man  diese  Kesultate  in  Worte,  so  ergehen  sich  folgende 
Eigenschalten  der  Evolvente  i'PVPB: 

Der  Umfang  ist  gleich  dem  eines  Kreises,  dessen 
Halbmesser  ^Ic;  zwei  Punkte,  Pund  P" ,  von  gleichem 
Normalen-Äbstand  theilen  den  Quadranten  in  drei 
Theile,  wovon  der  Unterschied  der  beiden  äussern 
dreimal  sogr.^ssist,  als  die  Hälfte  dieses  Normalen- 
Abstande.  Der  I'nnkt  V.  dessen  Normalen- Abstand  ein 
Haximum   ist,    tbcilt    den    Quadranten  in    zwei    Theile. 
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deren  Uiiterschie.l  gleich  {c.  Die  Summe  der  Wiakel 
welche  die  Normalen  zweier  Punkte  P  und  P'  von  glei' 
ehern  Normalen-AhstaDd  mit  einer  Ase  der  Evolventi 
nach  Einer  Seite  hin  bilden,  ist  =90".  Die  Abschnitts 
dieser  Normalen  zwischen  der  Cvulveiite  und  der  gros- 
sen Halbaxe  sind  Kusaninien  =^^ound  zwischen  der  Evol- 
vente und  der  Verlängerung  der  kleinen  Hulbaxe  ^ic- 
Die  Constructioti  der  Evolvente  CPVP'B  hat  keine  Schwie- 
rigkeit, wenn  die  drei  Punkte  A.  O,  B  gegeben  sind.  Man  zieht 
von  einem  Punkte  M  auf  AO  eine  Linie  iaJ\~AO  =  c,  fällt  di^ 
Senkrechte  OF,  macht  DJU  =  FJS  und  DP=iDF+lc,  s. 
DP  gleich  dem  üagen  DXB.  Aus  dieser  Constrnclion  folgt  leicht 
dasB  NP=iDy  ist. 


11.     üeber   Fuss|Minkten-   und    Kollcurven. 

Der  Eine  Endpunkt  O  einer  Geraden  t  sei  fest,  der  andere 
bewege  sich  auf  dem  Umfange  eines  ebenlalls  festen  Polygons; 
so  lange  der  beivegliche  Endpunkt  auf  einer  bestimmten  Seite  des 
Polygons  läull,  haben  die  Ober  r  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kreise  zivei  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkte,  nändich  0 
und  den  Fusspunkt  F  des  von  O  auf  diese  Seite  oder  ihre  Ver- 
längerung gerüllten  Perpendikels.  Bei'ni  Uebergangdes  beweglichen 
Endpunkts  auf  die  zweite  Polygonseite  erhalt  man  statt  F  den 
Fusspunkt  F'  des  von  O  auf  die  zweite  Seite  oder  ihre  Verlän- 
gerung gefällten  Perpendikels.  Also  steht  dem  gegebenen  Viel- 
eck ein  Fusspunkten- Vieleck  gegenüber,  dessen  Ecken  die  auf' 
einander  folgenden  Durchschnitte  der  über  der  Geraden  r  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreise  sind.  Bei'ni  Ueltergang  jenes 
Vielecks  zur  Curve  verwandelt  eich  das  Fusspunkten -Vieleck  in 
die  Fiisspunktencurve,  welche  nun  als  der  Ort  der  auf  einandei' 
folgenden  Durchschnitte  der  über  dem  be»eg!ichen  Strahl  r  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreise  zugleich  deren  Umhüllung^ 
curve  ist  und  sie  also  alle  berührt.  Daraus  folgt  eine  C'onstruction 
der  Tangente  der  Fusspunkleiicurve:  Man  ziehe  von  O  an  einen 
beliebigen  Punkt  D  der  gegebenen  Gurve  eine  Gerade  r,  ziehe 
die  Tangente  iu  D.  welche  den  ülier  r  als  Durchmesser  beschrie- 
benen Kreis  in  F  schneidet,  so  ist  F  ein  Punkt  der  Fuäspunk- 
tencurve  und  die  Tangente  des  Kreises  in  F  zugleich  eine  Tangente 
der  letzteren. 

Einem  Punkte  D  der  gegebenen  Curve  entspricht  fQr  den 
Coovergenzpunkt  O  nur  Ein  Punkt  F  der  Fusspunktencurve 
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wir  D  and  F  correspondirende  Punkte,  so  scbliesst  sich  dem  Vo- 
rigen Folgendes  an :  Die  Tangenten  in  zwei  solchen  Punkten  bil- 
den mit  den  correspondirenden  Strahlen  OD  und  OF  gleiche 
Winkel.  Der  Convergenzpunkt,  zwei  correspondirende  Punkte  und 
ihr  Normalendurchschnitt  bilden  mit  einander  ein  Rechteck.  Die 
Fossponkte  der  von  O  und  D  auf  die  Tangente  von  F  geföllten 
Perpendikel  sind  von  diesem  Punkte  gleichweit  entfernt. 

Lassen  wir  den  Bogen  der  gegebenen  Curve  (Taf.  I.  Fig.  5.) 
in  D  am  DD'=.ds  zunehmen;  der  Winkel,  welchen  die  Tangen- 
ten in  Z>  und  D'  mit  einander  machen^  ^  FSF* ,  sei  =idi,  der 
Winkel  der  beiden  Strahlen,  ^DOD\  =dv,  die  Zunahme  des 
Winkels  zwischen  Strahl  und  Tangente  Z,ODF-^OD'P  =  dto; 
ds'y  dt',  dv'y  dw*  haben  ähnliche  Bedeutungen  für  die  correspon- 
direnden Punkte  F  und  F'  der  Fusspunktencurve,  d.  h.  ds'-^FF*, 
dt^^hS'K,  dv'=zj^FOr,  dw'=^OFK'-jLOFL\  ^  and 
q'  sind  die  Krümmungshalbmesser  in  D  und  F,  endlich  ist  ODzzir 
und  OF:=p ;    es  bestehen  jetzt  folgende  Relationen : 

dt  :=zdv'    weil  SOFF'  ein  Kreisviereck  ist, 

dw:=^dw'  weil  die  Winkel  zwischen  Strahl  und  Tangente  in 
zwei  correspondirenden  Punkten  gleich  sind, 

dt  =dv  -{-dw, 

dtf  =zdv' -i-dw'  wie  leicht  aus  der  Figur  hervorgeht,  also 

di'=2dt'-dvy 

ds'=:r.dt  wenn  man  in  dem  Kreisviereck  SOFF'  SO=^r  setzt, 

2        dv       ,  ds       , 


1 

&e    liU— dv 

~dt'~      rdt 

1 

Q' 

2       (f    dv 

r       r  '  ds' 

Steht  D^ü  senkrecht  auf  DO,  so  ist  bei  verschwindenden  ds,  dv 
u.  8.  w.: 

OF 
D'Ü=DD'~,  weil   i^D'VDc<i^OFD,   also 

dv     =  w\iQ  Qr\  =  ds,^,   und  durch" Substitution : 

1  2       Q.p  ,  r» 

-7      = i-  oder   p'  =  cr-o 

q'  r         r^  ^       2r*— ;>^ 


CeometrItcHe  UnUrsuehunten 

Diese  F'irmel  eet^t  una  in  den  Stand,  den  Krümmungshalb-. 
messer  eines  Punkts  F  der  Fusspunktencurvu  aus  seinem  Strahl, 
OF=^p,  aus  dem  Strahl  OD=t  und  dem  Krünimungshalbmessei 
ß  des  correspondirendeti  Funkte  der  t;e<,'ebenen  Curve  zu  b«BtiinmBn.a 

Wir  denken  uns  nun  die  Tanffente  DF  als  fest  und  die  gegef^ 
bene  Curve  in  D  auf  ihr  rollend,  so  zwingt  sie  den  Punkt  O^ 
wenn  er  mit  ibr  fest  verbunden  ist,  ibrer  Bewegung  t-ü  folgen  tinJ 
dabei  eine  liesnnd^re  Curve,  die  Rollcurvc,  zu  beschreiben,  ßs 
ist  leicht  einzusehen,  dass  dieser  Punkt,  wenn  seine  Lage  in  Be-: 
Ziehung  aul  die  gegebene  Curve  bestimmt  ist  (nenn  t 
Mittelpunkt  nder  ein  Brennpunkt  ist),  stets  die  namlicbe  R«JU' 
curve  beschreibt,  auf  welcher  ihrer  Tangenten  auch  die  gegeben^' 
Cnrve  rollt,  nur  ist  jedesmal  die  Kollcurve  in  einer  andern  LagCi 
Neunen  wir  diese  Tangente  die  Directrix,  so  ISsst  sich,  in  wel* 
eher  Lage  auch  die  dem  Punkte  O  Kubommende  Rollcurve  * 
zeichnet  sein  mag,  dieselbe  mit  der  Figur  in  Cebereinstimmting,: 
bringen,  wenn  man  sie  so  verlegt,  dass  ihre  Directrix  a 
Tangente  in  D  fällt  und  sie  seihst  durch  O  geht,  so  dass  ihr« 
Normale  mit  DO  zusammenfallt;  denn  wenn  die  gegebene  Curve 
ihre  rollende  Bewegung  auf  der  Tangente  DF  im  BerflbTbng»- 
punkte  D  beginnt,  so  ist  dieser  Punkt  der  augenblickliche  Dreh-*. 
ungspunkt,  also  das  Element  der  Bahn  von  O  senkrecht  auf  ODf^ 
Ut  die  gegebene  Curve  so  weit  fortgerollt,  dass  D'  zur  Berflh-. 
rung  fcnnimt,  sn  ist  O  nach  O'  gekommen,  wo  00'  ein  Bogen- 
element  ds"  der  Rollcurve  vorstellt.  Die  Richtung  der  Tangenta 
in  O'  erhält  man,  ivenn  man  durch  O  eine  Gerade  OK  senkrecht 
auf  OD'  zieht  und  sie  um  einen  Winkel  gleich  FSF'  =  dt  dreht;- 
daraus  folgt,  dass  der  Winkel  df ,  welchen  die  Tangenten  OK- 
in  O  und  O'K-  in  O'  mit  einander  bilden.  =  Z.FSF' — ^DQJ^: 
=  dt  —  dv  ist.  Dreht  man  die  Linie  DD',  als  Polygonseite  ge- 
dacht, um  />,  bis  sie  auf  DF  m\t,  also  um  einen  Winko( 
FSP  =  dt,  so  beschreibt  der  Strahl  l)0  =  r  einen  ebenso  gros- 1 
sen  Winkel,  also  ist  ds"  =  T.dl,  woraus  in  Verblndur 
Trüberen  Gleichung  ds'=r.dt  sich  ergibt  ds' =  ds" ,  oder  die 
Fnsspunkten*  und  die  Rollcurve  sind  gleich  lang,  welches  der 
Steiner'sche  Satz  ist.  Bezeichnet  p"  den  Krümmungshalbmes-  , 
ser  der  Rollcurve  in  O,   so  ist: 


I         df 


dt— dt 


di 


Nach  dem  Obigen  ist: 
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^       j  P       i        1        ^       PQ 
dv=ds-^,  also   ^,  =-— ^. 

Diese  Formel  lehrt  den  Krümmungshalbmesser  q"  eines  Punktes 
0  der  Rollcurve  aus  den  Strahlen  OD^=zr  und  OF=ip,  so  wie 
aus  dem  Krümmungshalbmesser  q  in  D  bestimmen.  Durch  Ver- 
gleichang  der  beiden  Formeln 

1  —  ^ 
ergibt   sieh: 


P^             A 

^    und 

1    I 

q"      r 

PQ 

hh 

1 

d.h.  der  reciproke  Werth  des  Krümmungshalbmessers 
der  Fusspunktencurve  ist  gleich  der  Summe  der  reci- 
proken  Werthe  des  correspondirenden  Strahls  der  ge- 
gebeuen  Curve  und  des  Krümmungshalbmessers  vom 
correspondirenden  Punkte  der  Rollcurve. 

Wir  föllen  auf  DF  die  Senkrechte  O'F",  so  ist  ^  KOF 
zzj^KT'O,  ^K'O'F'^^LF'O,  0'F"^OF';  rollen  wir  nun 
die  Fusspunktencurve  auf  der  innern  Seite  der  Rollcurve,  so  dass 
stets  zwei  correspondirende  Punkte  beider  Curven  zusammenfallen^ 
was  möglich  ist  wegen  der  Gleichheit  der  Bugen  FF'  und  00', 
so  kommt^  wenn  F  auf  O  fällt,  die  Tangente  FK  der  Fusspunk- 
tencurve auf  die  Tangente  OK  der  Rollcurve^  der  Convergenzpunkt 
0  der  erstem^  welchen  wir  mit  ihr  fest  verbunden  und  ihrer  Be- 
wegung folgend  denken,  auf  den  Punkt  F  der  Directrix  der  letz- 
ter» zu  liegen.  Ebenso  fallen  zugleich  F'  auf  O',  F'L  auf  O'K', 
0  auf  F"  u.  s.  w.    Wir  haben  also  den  Satz  : 

Rollt  die  Fusspunktencurve  auf  der  innern  Seite 
der  Rollcurve,  so  dass  stets  zwei  correspondirende 
Punkte  beider  Curven  zusammenfallen,  so  beschreibt 
der  Convergenzpunkt  der  Fusspunktencurve,  wenn  er 
mit  ihr  fest  verbunden  ist  und  von  ihrer  Bewegung  nach- 
gezogen wird,  eine  gerade  Linie,  nämlich  die  Directrix 
der  Rollcurve,  und  umgekehrt:  Rollt  die  Rollcurve 
mit  ihrer  innern  Seite  auf  der  Fusspunktencurve,  so 
geht  die  Directrix  der  ersteren  stets  durch  den  Con- 
vergenzpunkt der  letzteren. 


III.    Anwendung   auf  besondere   Curven. 
Uro  die  bisher  entwickelten  allgemeinen  Sätze  auf  besondere 
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ßeispiele  anzuwenden,  müge  zunächst  der  Fall  betrachtet  wer- 
den, wo  die  Fusspunktencurve  eine  Gerade  ist  (Taf.  I.  Fig.  6.)- 
FF'  sei  ein  Theil  dieser  Geraden,  O  der  Convergenzpunkt.  Wenn 
es  sich  darum  handelt,  die  Eigenschaften  der  Curve  zu  bestim- 
men, deren  Fusspunktencurve  FF'  ist,  so  fölle  man  die  Senk- 
rechte 0X\  sie  wird  eine  Axe  der  gesuchten  Curve  sein  und 
FF'  ihre  Scheiteltangente.  Man  beschreibe  nun  einen  Kreis,  der 
durch  O  geht  und  die  gegebene  Gerade  berührt,  z.  ß.  in  F^  ziehe 
den  Durchmesser  OD,  so  ist  D  ein  Punkt  der  gesuchten  Curve 
und  FD  ihre  Tangente.  Beschreibt  man  einen  zweiten  Kreis,  der 
den  ersten  in  O  und  die  gegebene  Gerade  in  F'  berührt,  so  ist 
der  Durchmesser  OD'  in  der  Verlängerung  von  OD,  D'  ein  zwei- 
ter Punkt  der  gesuchten  Curve  und  D'F'  die  Tangente.  Die  Ver- 
längerungen von  FD  und  OX  schneiden  sich  in  E,  von  DF  und 
D'F'  in  S,     Die  Figur  gibt  unmittelbar  folgende  Relationen: 

EO-DO,    j^FOF'  =^DSD'  ^^fi,   XF.XF'=zXO^. 

Die  Entfernung  des  Punktes  S  von  FF'  ist  gleich  OX,  also  con- 
stant.  Zieht  man  durch  S  eine  Linie  parallel  FF' ,  welche  die 
Verlängerung  von  OF  in  Q  schneidet,  verbindet  Q  mit  D^  so  ist 
^  SQD  ^  ^  SOD,  also  Z  SQD=z  90«,  QD=  OD.  Gleiche  Be- 
Ziehungen  gelten  für  Q'.  Durch  alle  diese  Eigenschaften  ist  die 
gesuchte  Curve  als  Parabel  mit  dem  Brennpunkt  O  hinreichend 
charakterisirt.    Die  Formel 

gibt,    da  p'=  OD  ist: 


r       r^ 


r^ 


P 
Q  ist   der  Krümmungshalbmesser   der   Parabel    in    D,    OD=sr, 
OF=:p,    Zieht  man  die  Normale  in  Z>,  welche  senkrecht  auf  der 
Tangente  DF  ist,  so  ist  das  Stück  derselben  von  D  bis  zur  Ver- 
längerung der  Directrix  SQ  gleich 


QD^       OD«  _r^_, 
QF  -   OF  —  p^  ^^• 

Die  Linie  OS  ist   senkrecht  auf  DD',    also    ÖS^=OD.OD'; 
wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  OFF'  und  SDD'  ist: 

y^_Ö^       1  1    __      DD'      _    OD+OD'        1     ,      1 

^^^DD''   ^^^"^    XO-^  OD.OD'—  ODTÖW  —  'OD^Öß 


QD  ^  Q'D' 
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XF.XF-.FF'^ 


XO  ist  der  vierte  Theil  des  Parameters  der  Parabel.  Von  den 
hier  nachgewiesenen  Eigenschaften  der  Parabel  mügen  diejenigen 
in  Worten  ausgedruckt  werden,  tvelohen  ähnliche  Eigenscharien 
der  Rollcurve  zur  Seite  stehen: 

Das  Stück  der  Normale  einer  Parahel  zwischen  der 
Carve  und  der  üirecfrix  ist  halb  so  gross  als  derKriim- 
mungshallinieeseT.  Fällt  man  von  einem  Punkte  der 
Parabel  auf  die  Directrix  ein  Perpendikel,  vom  Fuss- 
pankte  desselben  »uf  die  Tangente  jene«  Punktes 
ebenfalls  ein  Perpendikel,  so  ist  in  dem  so  entstande- 
nen rechtwinkligen  Dreieck  das  eine  Hypotenusen- 
Segment  constant  und  gleich  dem  Viertels-Parameter 
der  Parabel. 

Zwei  Punkte  der  Parabel,  deren  Tangenten  einen  Winkel  vod 
90"  mit  einander  bilden,    haben  folgende  Eigenschaften: 

Die  Summe  der  reciproken  Werthe  ihrer  Abstände 
von  der  Directrix  sowohl,  als  auch  vom  Brennpunkte 
ist  constant  und  gleich  dem  reciproken  Werthe  des 
Viertels-Parameters  der  Parabel.  DieSumme  derQua- 
drate  der  reciproken  Werthe  der  Abstände  des  Brenn- 
punkts von  den  Uurchschnittspunkten  ihrer  Tangenten 
mit  der  Scheitel  tangente  ist  gleich  dem  Quadrat  des 
reciprokeu  Werfhs  vom  Vierteis-Parameter  der  Para- 
bel. Uas  Product  der  Entfernungen  dieser  Durch- 
schnittspunkte  vom  Scheitel  ist  constant  und  gleich 
dem  Quadrat  des  Viertels-Paranieters  der  Parabel. 

Wir  lassen  die  Parabel  auf  ihrer  Scfaeiteltangente  rollen,  bis 
der  Punkt  D  zur  Berührung  kommt  in  T,  dann  ist  .¥7'  gleich  dem 
Parabelbogen  XD.  Der  Brennpunkt,  welcher  die  Rollcurve  be- 
schreibt, ist  nach  O'  gekouimen,  O'T  ist  die  Normale  in  0'  und 
gleich  OD,  O'V^OF,  überhaupt  i^O'TV^\ODF.  Fällt 
man  von  V  ein  Perpendikel  UV  auf  die  Tangente  O'V,  so  lässl 
sich  die  Cougruenz  der  Dreiecke  O'VV  und  FOX  ohne  Schwie- 
rigkeit beweisen.  Ferner  ist  nach  dem  Satze  von  Steiner,  wor- 
nacb  die  Roll-  und  die  Fusspunkteocurve  gleich  lang  sind,  der 
Bogen  00'  der  erstem  gleicit  XF=  O'V,  wodurch  diese  Roll- 
cnive  hinreichend    als   Kettenlinie  charakterixirt  ist.     Die  Formel 


Lassen 
rollen,  bis  der  Pi 
Xr  gleich  dem  I 
Rollcurve  beschrE 


Parabel  auf  tler  andern  Seite  vom  Scheitel  J 
iikt  D'  zur  Berührung  koniint  in  T' ,  dann  ist 
anibelbogen  XD' ;  der  Urennpunkt,  welcher  die 
ibl,  ist  nach  O"  gekommen,   0"T'  ist  die  Nor- 


male in  O"  und  gleich  OD',  der  Bogen  OO"  ist  gleich  XF' . 
Wir  haben  nun  folgende  Zueammenslelluiig  der  EigeDschaTten  der 
Kettenlinie,  »eiche  denjenigen  der  Parabel  analog  sind,  tvobei 
nach  der  früheren  Erkl^runi;  XT  oder  rlie  Scheiteltangente  der 
Parabel  zugleich  die  Directrix  der  Kettenlinie,  und,  nie  bekannt, 
OX  oder  der  Viertels-Parameter  der  Parabel  zugleich  der  Para- 
meter der  Kettenlinie  ist. 


Das  Stück  der  Normale  eii 
der  Curve  und  der  Directrix  i. 
mungsbalbmesser.  Fallt  mar 
Kettenlinie    auf    die    Directri 


-  Kettentinie  Ewischeti 
so  gross  als  der  Krüm- 
^on  einem  Punkte  de 
ein    Perpendikel, 


Fusspunkt  desselben   auf  die  Tangente  jenes  Puukti 
ebenfalls  ein  Perpendikel,  so  ist  in  dem  so  enlstande-r 
nen  rechtwinkligen  Dreiecke  die  Eine  Kathet' 
und  gleich  dem  Parameter  der  Kettenlinie. 


i  Punkte  der  Kettenlinie, 
mit  einander  bilden,  haber 


1  Tanirenten  f 


:te  der  j 
1,  vom  I 
uuktes  I 
itande-r  J 
onstan« 

>  Winket^ 


I  folgende  Eigenschaften 
Die  Summe  der  reclproken  Werthe  ihrer  Kram- 
mungshalbniesser  sowohl,  als  auch  derjenigen  Stück« 
ihrer  Normalen,  welche  zwischen  der  Kettenlinie  und 
ihrer  Directrix  enthalten  sind,  ist  cnnstant  und  gleicll 
dem  reclproken  Werth  des  Parameters  der  Kettenli nie- 
Die  Summe  der  Quadrate  der  reclproken  Werthe  ihrer 
Abstände  von  der  Directrix  ist  constant  und  gleich 
dem  Quadrat  des  reciproken  Werths  des  Parameters 
derKettenliiiie.  DasProduct  ihrer  Bogenabstände  vom 
Scheitel  ist  constant' und  gleich  dem  Quadrat  des  Pa- 
rameters der  Kettenlinie. 

Es  möge  nun  noch  als  weiteres  Beispiel  die  Untersuchung  der 
Roll-  und  FuBspunktencurve  der  Hypocycloide .  mit  vier  AesteD' 
folgen.  Die  Curve  ADB  (Taf.  II.  Fig.  7.)  oder  die  Cmbüllungscurve 
der  Geraden  M?i  von  constanter  Länge  c,  deren  Endpunkte  9f 
und  iV  sich  auf  den  Schenkeln  des  rechten  Winkels  AOB  bewe- 
gen und  deren  Fusspunktencurve  durch  F  geht,  wenn  O  der  Con- 
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vergenzpunkt  ist,  soll  auf  ihrer  Tangente  OB  rollen,  so  fragt  es 
sich,  welche  Curve  der  Punkt  O  beschreibt.  Wir  haben,  wenn 
X  der  Scheitel  ist.  Bogen  DX  —  IDF,  Bogen  AXDB  —  lc, 
DJS  =  Flu,  also  Bogen  DB=ziDN=iMF,  Wenn  also  bei'm 
Rollen  der  Curve  AXDB  auf  der  festen  Tangente  OB  der  Punkt 
D  zur  Berührung  kommt  und  seine  Tangente  MN  in  die  Richtung 
von  OB  fallt,  so  wird  der  Punkt  F  der  Tangente  auf  F"  fallen, 
wenn  £?F'' =  Z)F+ Bogen  DB  ist;  der  Bogen  DB  ist  —^DN 
oder  =  DN+  Fm,  wo  71t  die  Mitte  von  FM  ist,  also  haben  wir 
BF"  =  mN.  Der  Punkt  O  ist  nach  O'  gekommen,  so  dass  O'F" 
senkrecht  auf  der  Directrix  OB  und  gleich  OF  ist,  und  OF"  =zmF, 
Setzen  wir  OF"  =  y  und  0'F"  =  x,    so  ist: 

ÖF^==MF.FN  oder  a:a  =  2y(c-.%), 

welches  die  Gleichung  einer  Ellipse  ist,  deren  kleine  Axe  00"=zlc 
und  deren  grosse  Axe  =c  ist.  Wir  haben  demgemäss  folgenden 
Satz: 

Rollt  eine  Hypocycloide  mit  vier  Aesten  auf  einer 
ihrer  Tangenten,  so  beschreibt  ihr  Mittelpunkt  eine 
Ellipse,  deren  Axen  sich  wie  1:2  verhalten. 

Verbindet  man  damit  den  Satz  von  der  gleichen  Länge  der 
Roll-  and  Fusspunktencurve,  so  ergibt  sich: 

Bewegt  sich  eine  Gerade  von  constanter  Länge  c 
mit  ihren  Endpunkten  auf  den  Schenkeln  eines  rech- 
ten Winkels  und  seines  Scheitelwinkels,  von  dessen 
Spitze  Perpendikel  auf  die  Gerade  gefällt  werden,  so 
liegen  deren  Fusspunkte  in  einer  Curve  von  der  Form 
eines    Achters,    welche    so   lang    ist  als    eine   Ellipse, 

deren  Axen  gleich  c  und   ^  sind. 
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III. 

Üeber  cyclische    Curven. 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Bohlen 

711  Siilz  a.  ]V.  im  Königreich  Wurtemberg^. 


Zwei   Kreise^    deren   Durchmesser  D  und  d  sind^    berühren 
einander  von  Aussen;   A  ist  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt,   B 
der  Berührungspunkt.    Sie  rollen  auf  der  Innern  Seite  ron  zwei 
concentrischen  Kreisen  ^  deren  Mittelpunkt  A  ist.    Die  Halbmes- 
ser dieser  festen  Kreise  sind   also  AB  und  AB+D,    Während 
dieser  Bewegung  liegt  der  gemeinschaftliche  Berührungspunkt  der 
beweglichen  Kreise   mit  ihren  Mittelpunkten   und  mit  A  stets  in 
gerader  Linie;    nachdem  sie  eine    gewisse  Strecke   durchlaufen 
haben,  sei  P  ihr  Berührungspunkt  geworden,  dann  hat  der  Punkt 
By  welcher  mit  dem  Kreise  D  fest  verbunden  gedacht  wird,  eine 
Curve  BN  beschrieben,    und  wenn  er  dem  Kreise  d  folgt,    eine 
zweite  Curve  Bn.     Die  beiden  Rollcurven  BN  und  Bn  steben^  hi 
naher  Beziehung  zu  einander.     Die  Punkte  iV,  P,  n  liegen  stets 
in  Einer  Richtung,   P  ist  der  augenblickliche  Drehungspunkt  des 
Kreises  d^  also  Pn  die  Normale  der  Curve  Bn\  auf  ähnliche  Weise 
lässt  sich  zeigen,  dass  PN  die  Tangente  der  Curve  BN  ist.     N 
ist  mithin   der  Krümmungsmittelpunkt  von  92,    die  Curve  BN  die 
Evolute  von  Bn.    Nn  ist   der  Krümmungshalbmesser  von  n  und 
gleich  dem  Bogen  BN.    Wenn  der  Punkt  B  zum  zweiten  Mal  zur 
Berührung  kommt,    so   hat  er  einen  Ast  der  RoUcurve  Bn  voll- 
ständig beschrieben,  welcher  einen  Scheitel  s  hat,  der  ihn  in  zwei 
congruente   Theile    trennt,     die    wir   Quadranten   nennen    wollen. 
Wenn  S  der  Krümmungsmittelpunkt  von  s  ist,   so  sind  die  Qua- 
dranten Bs  und  BS  einander  ähnlich;   B  ist  zugleich   die  Spitze 
der  Evolvente  Bs  und   der  Scheitel  der  Evolute  BS,    Es  sei  m 


der  Punkt  auf  dem  zweiten  Quadranten  der  Evolvente,  welcher 
eine  ähnliche  Lage  bat  wie  der  Punkt  N  auf  der  Evolute,  so 
gelten  (tir  die  Punkte  m  und  n  Iblgetide  Sätze,  von  deren  Rich- 
tigkeit man  sich  leicht  überzeui;en  kann:  Die  Quadratsumnie  ihrer 
KrQmmun^shiilbniesf^er  ist  constant  und  gleich  dem  Quadrat  über 
1>  +  rf.  Die  Quadralsunime  der  Äbschnilte  ihrer  Normalen,  welche 
von  der  Curve  und  dem  Kreise  AB  begrenst  sind,  ist  gleich  tP. 
Die  Quadrataumme  ihrer  Bogen  abstünde  vom  Scheitel  x  ist  gleich 
dem  Quadrat,  dessen  Seite  so  lang  ist  als  der  Quadrant  Bt.  Die 
Quadratsumme  der  Entlernungen  von  A  ist  ebenTalls  constant. 
Der  Winkel,  welchen  ihre  Normalen  mit  einander  hilden,  ist  gleich 
dem  Winkel  snischen  den  Normalen  im  Scheitel  und  an  der  Spitze. 

Die  bisherigen  Säl?,e  finden  ancfc  Anivendung,  wenn  die  Kreise 
D  und  (/  »uf  der  iiussern  Seite  von  zwei  concentrischen  Kreisen 
rollen,  und  man  ßndet,  dass  in  diesem  Fall  der  Kreis  d  die  Evo 
lute  be&chreilit,  welche  also  kleiner  ist  als  die  Evolvente.  Wir 
haben  somit  den  Satz: 


uf  der 


«de 


sern  Seite 


Wenn    ein  J 

der  Peripherie  eine»  Testen  Kreises  rollt,  so  ist  die 
Curve,  welche  ein  Punkt  auf  dem  umfange  des  heweg- 
licheu  Kreises  i)eschreibt,  rectif icirhar  und  ihrer 
Evolute  ähnlich. 

Besondere  Fälle  sind  folgende: 

1.  D^d,  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  A  rückt  in's  Un- 
endliche, die  Kreise  rollen  auf  zwei  parallelen  Geraden,  die  Aehu- 
lichkeit  zwischen  Evolvente  nnd  Evolute  wird  zur  Congruenz;  es 
ist  diess  der  Fall  der  gemeinen  Cycluide. 

2.  A  liegt  auf  dem  Umfange  vom  Kreise  d,  dann  wird  D 
nneTidllch.  Entiveder  rollt  nnn  der  Kreis  d  auf  der  Innern  Seite 
der  Peripherie  eines  doppelt  so  grossen  Kreises,  die  Evolute  wird 
eine  Gerade;  ein  Punkt  auf  dem  Umfange  des  beweglichen  Krei- 
ses bewegt  sich  auf  einem  Durchmesser  des  festen.  Oder  rollt 
der  Kreis  d  auf  der  Sussem  Seite  eines  festen  Kreises,  welchen 
hier  der  Punkt  A  vorstellt,  der  Kreis  D,  welcher  zu  einer  Gera- 
den wurde,  rollt  auf  der  Süssem  Seife  des  ümfanges  eines  Krei- 
ses, dessen  Mittelpunkt  A  und  Halbmesser  =(1  Ist.  Ein  Punkt 
dieser  Geraden  beschreibt  eine  Kreis-Evolvente,  deren  Scheitel 
in  der  Unendlichkeit  liegt. 

3.  Z>  =  2rf=jv4.B.  Jeder  der  beweglichen  Kreise  rollt  in- 
BBrfaalb  eines  viermal  so  grossen  Kreises;  es  entsteht  dann  eine 
Bypocycloide  mit  vier  Aesfen,  welche  halb  so  gross  als  ihre  Evo- 
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lule  ist  und  durch  die  Eigenschaft  sich  auszeichnet,  zugleich  die 
Umhülluiigscurve  einer  Geraden  von  unTeräuderlicher  Länge  zu 
sein,  deren  Eutlpunkte  sich  auf  den  Schenkeln  eines  rechten  WiD.'< 
Itela  bewegen. 

4.  D  =  Zd  —  ^2AB.  Beide  Kreise  rollen  auf  der  Snsseren' 
Seite  eines  ihnen  gleichen  Kreises;  es  entsteht  eine  Epicycloi 
mit  Einem  Asi  un<t  Einer  Spitze,  welche  dreimal  so  gross  ist,  ala  ' 
ihre  Evolute  und  identisch  mit  der  Puespunktencurve  eines  Krei- 
ses, wenn  die  Perpendikel  auf  die  Tangenten  von  einem  Punkte 
des  Umfangs  ans  gefüllt  werden.  Die  Punkte  m  und  n,  fiir  welche 
die  Quadratsunime  der  Krümmungshalbmesser,  der  Bogenabstände 
vom  Scheitel  s  constant  ist,  besitzen  noch  weitere  Eigenschaften; 
die  Sehne  mn  ist  constant  und  geht  durch  die  Spitze  B,  sie  wird 
halbirt  durch  das  ?on  der  Mitte  von  Bs  darauf  gePjlUe  Perpendi- 
kel. Die  Tangenten  in  m  und  n  schneiden  sich  unter  rechten', 
Winkeln,  ihr  Ourchschnitlspunkt  liegt  auf  einem  Kreise;  dasselbe)^ 
gilt  von  den  Normalen  in  m  und  ji. 

Denken  wir  uns  ein  Parallelogramm  ABCD,  dessen  Ecke  A 
fest  ist.  Die  Seiten  AB  und  AC  seien  jede  mit  einer  besonderOi 
und  Constanten  Winkelgeschwindigkeit  begabt,  nach  gleichen  oderf 
entgegengesetzten  Richtungen.  Dadurch  wird  ABCD  zwar  die* 
Form  verändern,  aber  doch  stets  ein  Parallelogramm  bleiben, 
einem  bestimmten  Falle  können  die  Punkte  A,  B,  C,  D  auch  in 
Einer  Richtung  liegen.  Die  Curve,  welche  C  beschreibt,  kann 
man  sich  nun  auf  zweierlei  Art  entstanden  denken ;  entweder  durch 
das  Rollen  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  £  und  Halbmesser 
BC  ist,  auf  dem  Umfange  eines  festen  Kreises,  dessen  Mittel- 
punkt A  und  Halbmesser  ^AB±BC  ist;  oder  durch  das  Rollen 
eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  D  und  Halbmesser  DC,  auf 
dem  Umfange  eines  festen  Kreises,  dessen  MiHelpunkl  A  und 
Halbmesser  =  Ali  ±  DC.  Diese  Betrachtungen  fuhren  zudem 
Satz:  Wenn  man  eine  Gerade  in  zwei  Abschnitte  theüt,  D  und 
d,  und  drei  Kreise  beschreibt,  deren  Durchmesser  D,  d  und 
D  +  d  sind,  so  dass  die  zwei  kleineren  Kreise  sich  von  Aussen 
und  den  grösseren  Kreis  von  Innen  berühren,  dann  entstehen  durch 
die  Bewegung  von  je  zweien  dieser  Kreise  auf  dem  dritten,  wel- 
chen man  sich  als  fest  denkt,  identische  Rollcurven.  Ein  Punkt 
des  Kreises  D  beschreibt  z,  B.  beim  Rollen  innerhalb  des  Krei- 
ses D  +  d  dieselbe  Curve,  wie  ein  Punkt  des  Kreises  d.  Hie- 
durch  wird  Jer  obige  Satz,  worin  die  Rectification  der  Hypo-  und 
Epicycloiden  und  ihre  Aehnlichkeit  mit  den  Evoluten  ausgespro- 
chen ist,   verallgemeinert. 
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Taf.  11.  Fig.  8.  Der  Kreis  O,  dessen  Uurchmesser  d  isl,  rollt 
auf  der  innern  Seite  der  Peripherie  des  Kreises  C,  dessen  Ihirch- 
messer  D.  Wenn  der  Punkt  Ä  zur  Berührung  kommt  in  ü,  so 
hat  er  einen  Quadranten  S^V  der  Hypocydotde  beschrieben; 
man  (^lle  auf  die  Verlängerung  der  Tangente  iVQ  das  Perpcndi- 
h«l  CT.     Nun   i^t 


Bog. 
Aus  der  Aehnlichkeit  d< 

Wenn  MN  gleich  den 


Dreiecke  CTQ  und  QNP  folgt: 
Bogen  SIS  ist,   so  haben  wir: 


■MD 


QN. 


D~1d 

-      D     ■ 


TQ. 


CT  und  TQ  sind  die  Coordinaten  eines  Kreises,  mithin  sind  CT 
und  TJH  diejenigen  einer  Ellipse.  Wenn  man  die  Curve  SNV 
auf  Cü  rollt,  so  beschreibt  der  mit  ihr  fest  verbundene  und  ihrer 
Bewegung  folgende  Punkt  C  den  Quadranten  einer  Ellipse,  deren 
Balbazen  sind: 


CQ 


D~M  (.D—2d)^ 


Setzt  man  in  diesen  Formeh  überall  statt  —  das  Zeichen  -1^,  so 
passen  sie  auf  die  Epicycloide,  uelche  entsteht,  wenn  der  Krei» 
O  auf  der  äussern  Seite  der  Peripherie  des  Kreises  C  rollt.  Es 
sei  o  die  Mitte  Fon  CQ  und  O't^O'C;  der  Punkt  i,  «elcher 
fest  mit  dem  rollenden  Kreis  O'  verbunden  ist  und  seiner  Bewe- 
gung folgt,  beschreibt  eine  verlängerte  Hypocycloide,  welche 
offenbar  ähnlich  ist  der  Curve,  die  der  Punkt  T  als  Fusspunkt 
des  von  C  auf  die  Tangeale  von  iV  gefällten  Perpendikels  be- 
schreibt; denn  O't  ist  stets  parallel  oT  und  Co:CO'=oT:0't. 
Wir  haben  also  nachstehende  Sätze : 

Wenn  man  einen  Ast  der  Hypo-  oder  Epicycloide 
auf  einer  seiner  Tangenten  im  Endpunkte  rollt,  so 
b»Hchreibt  der  Mittelpunkt  des  festen  Kreises,  indem 
er  der  Bewegung  folgt,  eine  halbe  Ellipse,  die  nach 
dem  Satx  von  Steiner  so  lang  ist  als  die  Fnsspunkten- 
CDTve  der  Hypo-  oder  Epicycloide,  wenn  die  Perpen- 
dikel auf  die  Tangenten  von  seinem  Mittelpunkt  aus 
gefällt  werden;  genannte  Fusspunkteucurve  ist  selbst 
wieder   eine  verlängerte   Hypo-   oder  Epicycloide. 
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Da  diese  Rollcurven,  wie  auch  eine  ihrer  Evolventen  rectifi- 
cirbar  sind,  so  folgt,  dass  sich  die  Rectification  der  übrigen  Evot« 
venten  durch  gerade  Linien  und  Kreisbögen  ausführen  lässt  Die 
Eigenschaften,  welche  ich  von  den  Evolventen  der  Hypocycloide 
mit  vier  Aesten  entwickelt  habe,  lassen  sich  leicht  auf  die  Evol- 
venten der  andern  Rollcurven  ausdehnen.  Die  Curven,  welche 
die  Fusspunkte  der  vom  Mittelpunkt  des  festen  Kreises  auf  die 
Tangenten  oder  auf  die  Normalen  der  Hypo-  und  Epicycloiden 
gefällten  Perpendikel  verbinden,  sind  einander  ahnlich. 

Taf.  II.  Fig.  9.  Während  der  Kreis  O  innerhalb  des  Kreises 
C  rollt  und  nach  und  nach  die  Punkte  P',  P,  ä  in  P',  P,  IJ  zur 
Berührung  kommen,  hat  der  mit  O  fest  verbundene  Punkt  ^  einen 
Quadranten  der  Rollcnrve  A\>'pF  beschrieben.  Wenn  aber  der 
Kreis  O  innerhalb  eines  doppelt  so  grossen  Kreises  rollt,  dessen 
Mittelpunkt  ä  ist,  so  hat  der  Punkte,  wenn  die  Punkte  P',  P,  S 
zur  Berührung  kommen,  den  elliptischen  Quadranten  AII'TIE  be- 
schrieben.    Es  sei  A\^'  z=z  p'  und  AX^znp,   dann  ist 

/lO'  /*  ft) 

p'düa' ,     Bogen  En=  I        pdo)  und 

o  o 

pdio--i      p'd(o'  —  %OV. 

o  O 

Nun  ist,    wie  man  sich  sehr  leicht  überzeugen  kann. 

Bogen  Ap'-=z^ — JT~  I        P'^^®'>     Bogen  Fp=:'2—r-  /      pdco. 


o  <> 


also   F|j-/I^'=4^^.0r. 

Da  die  Linie  ^P'P  gleiche  Winkel  mit  den  Tangenten  des  Krei- 
ses O  in  p'  und  p  macht,  so  müssen  die  von  C  auf  die  Norma- 
len p'P'  und  pP  gefällten  Perpendikel  einander  gleich  sein.  Nen- 
nen wir  d  den  gemeinschaftlichen  Normalabstand  der  Punkte  p'  und 
p  von  C,  so  führt  die  Aehnlichkeit  von  Dreiecken  auf  die  Pro- 
portion : 

ö:OV=:D:d,    ö=:^,OV,  also  Fp--Ap'=:i^^.d5. 

Geht  die  Linie  ATß  in  die  Tangente  über,  dann  fallen  die  Punkte 
P  und  P',  P  und  P',  p  und  p'^  11  und  11'  zusammen.  Man  er- 
erhält auf  dem  Quadranten   der  Rollcurve   den    ausgezeichneten 
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Punkt,  der  ihn  in  zwei  Theile  trennt,  deren  Unterschied  ein  Viel- 
faches von  dem  Norma labstand  dieses  Punktes  ist.  Die  Quadran- 
ten AF  und  AE  verhalten  sich  wie  2 — ^ — :  1. 

Hiemit  ist  nachgewiesen,  dass  sich  für  jede  gegebene  Ellipse 
beliebig  viele  gleich  lange  Curven  construiren  lassen ,  welche  alle 
die  Eigenschaft  haben,  dass  ihre  Quadranten  durch  zwei  Punkte 
von  gleichem  Normalabstand  in  drei  Abschnitte  getheilt  werden^ 
wovon  der  Unterschied  der  beiden  äussern  ein  Vielfaches  dieses 
Normalabstands  ist.  Die  Form  dieser  Curven  ist  sehr  mannigfal- 
tig. Sind  a  und  ö  die  Halbaxen  der  Ellipse,  setzen  wir  a  —  b=^d 
and  rollen  den  Kreis,  dessen  Durchmesser  d,  innerhalb  eines 
beliebigen  grösseren  mit  dem  Durchmesser  Z>,  so  beschreibt  der 
Punkt,  dessen  grüsste  und  kleinste  Entfernung  von  der  Periphe- 
rie des  Kreises  d  beziehungsweise  gleich  a  und  ö  ist,  eine  Roll- 
curve,    deren  Quadrant  sich  zum  elliptischen  Quadranten  verhält 

wie  2 — yj — :1.  Rollt  der  kleinere  Kreis  ausserhalb  des  grosse- 
ren, so  ist  statt  —  das  Zeichen  -f  zu  setzen.  Man  kann  auch 
über  a  +  b  als  Durchmesser  einen  Kreis  beschreiben;  ein  Punkt 
innerhalb  dieses  Kreises,  dessen  grösste  und  kleinste  Entfernung 
von  der  Peripherie  a  und  b  ist,  beschreibt  eine  Rollcurve,  deren 
Länge  znr  Ellipse  ebenfalls  in  einem  leicht  angebbaren  Verhält- 
niss  steht.  Durch  entsprechende  Verkleinerung  oder  Vergrüsse- 
rung  der  entstandenen  Rollcurven  erhalten  sie  gleiche  Lange  mit 
der  gegebenen  Ellipse. 

Setzen  wir  D=<x,   so  wird  2 — j^ —  =  2.      Eine    verlängerte 

oder  verkürzte  Cycloide  ist  also  doppelt  so  lang  als  die  Ellipse, 
deren  Halbaxen  gleich  der  grussten  und  kleinsten  Entfernung  des 
beschreibenden  Punktes  von  dem  rollenden  Kreise  sind,  wenn 
man  von  beiden  Curven  die  Quadranten  vergleicht.  Diese  Cycloi- 
den  sind  so  lang  als  die  Fusspunktencurven,  welche  entstehen, 
wenn  man  von  dem  genannten  Punkte  auf  die  Tangenten  des 
Kreises  Perpendikel  fällt.  Solche  Fusspunktencurven  lassen  noch 
zwei  weitere  Erzeugungsarten  zu.  Wenn  ein  Kreis  ausserhalb 
eines  gleichgrossen  Kreises  rollt,  so  beschreibt  jeder  mit  ihm  fest 
verbundene  Punkt  eine  solche  Curve.  Es  sei  A  der  Brennpunkt, 
M  ein  Punkt  auf  dem  Umfange  eines  Kegelschnitts,  man  nehme 
auf  AM  oder  der  Verlängerung  einen  Punkt  ilf'  an,  so  dass 
AM.  AM'  =  Consta  Dann  liegt  M'  auf  der  Fusspunktencurve  eines 
Ejeises.  ßei  der  Ellipse  liegt  A  innerhalb,  bei  der  Hyperbel 
ausserhalb,  bei  der  Parabel  auf  dem  Umfange  des  Kreises. 
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IV. 

Miscellen. 


Von    dem    Herausgeber. 

Verbindet  man  mit  der  Gleichung 

(6ci  — ch{)x  +  (cfli  — aci)y  +  {abi — 6(ii)z=0 

die  eine  oder  die  andere  der  beiden  identischen  Gleichungen: 

{bci  — cbi)  a  +  (cfli  — aci)ö  +  (abi  — bai)  c  =  0 
und 

(bci  —  c6|)a|  +  (cfli  — aci)6x  +  (abi — bai)ci  =0; 

so  erhält  man  sehr  leicht  die  folgenden  Gleichungen : 

(bci  —  cbi)  (ex  —  az)  =  (cöi  —  aci )  (bz — cy) , 
(c«!  —  aci)  (ay  —  bx)  =  (abi  —  bai)  (ex  —  az) , 
(abi  —  bai)(bz  —  cy)  =  (bci  —  cbx)  (ay — bx) 


und 


Also  ist 


und 


(bci  —  cbi)  iPiX  --  oiz)  =  (cai  —  aci)  (6i2  — Ci^), 
(cöi  —  aci)  (ttiy  —  bix)  =  (a^j  —  büi)  (ciX  —  Ojz) , 
(abi  --bai)  (biz  —  Ciy)  =  (bci  —  c6i)(a,y  —  6iar). 


ay — bx  bz  —  cy  ex — az 

abi ""  ^^1       ^Ci  —  cbi       ^^1  — ^^1 

Oiy  —  biX  ^  biZ — Ciy CiX  —  aiZ 

abi  ""  ^^       6ci— c6i  ""  coi  — aci 


oder: 


abi  ~~  ^«1  •  ^^i  ■"  ^^1  •  ^^'i  —  ^^i 
^=ay  — bx:  bz  —  cy  :  ex  —  az 
=aiy — biXibiZ  —  CiyiCiX  —  «jz, 

welche  Relationen  also  immer  aus  der  Gleichung 

(bci  —  cbi)  X  +  (cfli  —  aci)y  +  (abi  — 6ai)  z  =  0 

abgeleitet  werden  können,  was  zuweilen  vortheilhaße  Anwendur 
finden  kann. 


Oettinger:    Weitere  Ausführung  der  politischen  Arittimetik.  ]25 


V. 

Weitere  Ansführong    der  politischen  Arithmetik. 


Von 


Herrn  Dr.  L,  Oettinger^ 

Grossherzoglich    Badischem    Hofrathe    und    ordentlichem    Professor    der 
Mathematik  an  der  UniTersität  zu  Freibarg  i.  B. 

(Fortsetzung  von  Nr.  XXVII.  Thl.  XXXVI.) 


Viertes    Kapitel. 
Ueber  Staatsanletlieii. 

§.45. 

Allgemeine  Bemerkungen. 

Durch  die  im  vorigen  Kapitel  aufgestellten  Sätze  sind  die 
Mittel  gegeben,  welche  bei  der  Werthberechnung  der  Staatsanleihen 
maassgebend  auftreten. 

Scbliesst  ein  Staat  eine  Anleihe  ab,  so  werden  gewöhnlich 
die  Bedingungen,  unter  welchen  dieselbe  verzinst  und  zurückgezahlt 
wird,  zum  Voraus  durch  einen  Tilgungsplan  festgestellt.  Zur 
leichtern  Durchführung  des  Anleihegeschäfts  und  um  auch  den 
kleinern  Kapitalisten  Gelegenheit  zur  Theilnahme  zu  bieten,  stellt 
der  Staat  Schuldscheine  im  Betrage  von  Tausend,  einem  oder 
mehreren  Hunderten,  auch  Halbhunderten  in  runder  Zahl  aus,  die 
in  der  Regel  von  dem  Gläubiger  oder  Besitzer  nicht,  sondern  nur 
von  dem  Staate  auf  kündbar  sind  und  nach  dem  festgestellten  Plane 
und  ^iner  durch  das  Loos  zu  bestimmenden  Ordnung  zurückge- 
zahlt werden. 

Den  Schuldscheinen  ist  eine  Zinsanweisung  (Coupon)  ange- 
hängt, welche  auf  mehrere  Jahre  oder  Halbjahre  mit  Angabe  des 
Werthes  und  der  Verfallzeit  lautet,  so  dass  der  jeweilige  Besitzer 
des  Schuldscheins  nur  den  bezüglichen  Coupon  vorzeigen  darf, 
um  gegen  dessen  Aushändigung  den  Betrag  der  verfallenen  Zinse 
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bei  den  Staatskassen  oder  bei  den  vom  Staate  bezeichneten 
BankhSusern  in  Eniprang  zu  nehmen.  Ist  die  Zinsanvrcisung  anf- 
gebraucht  und  der  Schuldschein  noch  nicht  getilgt,  so  wird  sie 
durch  eine  neue,  sich  auf  einen  weitem  Zeitraum  erstreckende 
ersetzt.  Zu  dem  Ende  ist  eine  besondere  Anweisung  (Talon) 
dem  Schuldschein  beigedruckl,  gegen  deren  Abgabe  der  bezäg- 
liehe  Zinsbogen  ausgeliefert  nird. 

Getviihnlich  werden  die  Schuldscheine  nicht  auf  eine  bestimmte 
Person,  sondern  im  Allgemeinen  als  solche,  nhne  Nennung  eine* 
Namens,  Tür  den  Vorzeiger  oder  Ueberbringer  (au  porteur)  gültig 
ausgestellt.  Das  Vorzeigen  des  Schuldscheines  genügt,  nm  sich 
als  dessen  Besitzer  oder  Inhaber  auszuweisen.  Sie  können  abet 
auch  auf  Verlangen,  der  Sicherheit  wegen,  auf  den  Naraen  ein« 
bestimmten  Person  eingetragen  nerden. 

Die  Ausstellung  der  Staatsschuldscheine  auf  den  Vorzeiget 
oder  jeweiligen  Inhaber  erleichlerl  den  Verkehr  mit  denselben, 
denn  der  Besitzer  kann  zu  jeder  Zeit  einen  solchen  Schuldschein 
ganz  nach  Belieben  gegen  banres  Geld  verliaufeii.  Dadurch  sind, 
sie  zur  Waare  geworden,  die  auf  der  Bürse  käuflich  und  ver- 
käuflich ist.  Die  Summe,  um  welche  ein  solcher  Schuldschein 
verhandelt  wird  oder  verhandelt  werden  kann,  heisst  Curs,  nnd 
man  versteht  hierunter  den  Betrag,  welcher  zu  Kahlen  ist,  um  je 
100  zu  kaufen  nnd  der  also  kleiner  oder  grösser  oder  auch  sa 
gross  (al  pari)  als  100  sein  Itann.  Der  Curs  spielt,  wie  man  apS- 
ter  sehen  wird,  eine  wichtige  RoHe  bei  der  W  ertbberechnung 
der  Staatsanleihen  oder  Staatspapiere.  Er  hSngt  von  dem  TU- 
gungsplan,  von  der  Zeit  und  dem  Zinsfuss,  nicht  von  der  Grösse 
des  aufgenommenen  Capitals  ab,  denn  es  folgert  sich  leicht,  dase 
unter  gleichen  Liedingungen  der  Curs  der  gleiche  bleiben  wiTd,^ 
wenn  auch  die  Anleihe  den  doppelten,  dreifachen  oder  mfacheiif 
Werth  hat. 

Hiebci    zeigt    der    durch    Berechnung  gefundene   Cura   hfii 
einen  andern  Werth,    als   derjenige  ist,    welchen   die  BSrse  oderi' 
der  Geldmarkt  aufstellt,  denn  im  letztern  Falle  spielt  ein  Factov 
das  Vertrauen,  eine  Hauptrolle,  und  dieser  Factor  entzieht  sich 
bekanntlich  aller  und  jeder  Berechnung. 

Bei  Begebung  der  Staatsanleihen  können  verschiedene  Wega* 
gew&hlt  nerden,  je  nachdem  der  Geldmarkt,  Zeitumstände,  poH^! 
tische  Verbältnisse,  Stand  des  Handels  u.  s.  w.  günstig  oder  un- 
günstig sind  und  die  finanzielle  Lage  oder  der  geordnete  Hansr 
halt  des  ausbietenden  Staates  Vertrauen  erweckt. 

Entweder  eröffnet  der  Staat  eine  öffentliche  Subscription  oder, 
er  tritt  mit  einzelnen  Unternehmern  in  Unterhandlung. 


Im  ersten  Falle  kann  sich  das  grosse  und  kleine  Kapital  gleicb- 
zeitig  dahei  betheilii;en  und  ein  gnter  Erfolg  ivird  nicht  zu  bezwei- 
feln sein,  wenn  der  Geldmarkt  und  die  Zeilumstäude  RÜnstig  sind 
und  die  tinanzielle  Lage  des  Staates  Vertrauen  einllüsst  Der 
Staat  hat  dann  die  subscribirten  Summen  selbst  einzuheben. 

im  zweiten  Falle  tritt  der  Staat  nicht  selbst  mit  den  einzelnen 
Darleihern  in  Verbindung:,  sondern  er  fiberlnsst  einem  Unternehmer 
oder  einer  Gesellscbaft  von  Unternehmern  nach  restgestelltem  Til- 
gungsplan und  Zingfuss  und  gegenseitiger  Sicherheitsleistung  die 
ganze  Anleihe  gegen  Einzahlung  eines  bestimmten  Preises  und 
unter  Gewährung  irgend  eines  Vnrtheils  znr  Verwerthang.  Es 
kann  jedoch  auch  In  diesem  Falle  eine  liffenllirhc  Toncurrenz  zur 
üebernahme  der  ganzen  Anleihe  mit  dem  Anerbieten  eingeleitet 
werden,  dass  die  Anleihe  demjenigen  flherlussen  wird,  welcher 
bei  gehöriger  Sicherheitsleistung  ilie  vortfaeilhartesten  Bedingun- 
gen stellt.  Die  Betrehing  des  einen  oder  defi  andern  Weges  wird 
vorzugsweise  durch  Zeitverhaltnisse  bedingt  sein. 

In  den  beiden  zuletr.t  genannten  Fällen  kann  sich  auch  der 
kleinere  Kapitalist  betheiligen,  indem  der  Unternehmer  der  ganzen 
Anleihe  weiter  mit  andern  Personen  in  Verbindung  tritt,  die  ihm 
bei  Verwerthung  der  Anleihe  behülflich  sind,  selbst  wieder  gegen 
Gewährung  bestimmter  Vorthelle  Theile  der  Anleihe  übernehnien 
und  fOr  deren  Unterbringung  sorgen. 

Eröffnet  nun  der  Staat  bei  Aufnahme  einer  Anleihe  die  Sub- 
scriptinn  selbst,  so  ist  es  nicht  ungewöhnlich,  dass  er,  um  grös- 
sere Betheiligung  hervor^nrufen,  Vorthcile  den  Unterseichnern 
gewährt  und  bei  einem  bestimmten  ZinsAiss  einen  niedern  Curs 
als  100  gestattet  und  dafür  Schuldscheine  im  vollen  Werthe  fSr 
jedes  Hundert  ausgibt.  So  hat  Preussen  im  Jahre  185!)  eine  Ein- 
zahlung von  95  statt  100  bei  einer  fiinfprocentige»  und  Baden 
eine  Einzahlung  von  96  statt  100  bei  einer  vierprocentigen  An- 
leihe gestattet. 

Wird  aber  eine  allgemeine  Concurrenz  für  die  ganze  Anleihe 
bei  bestimmtem  Tilgnngsplan  und  Zinsfuss  eröffnet,  so  kömmt 
faBofigder  Fall  vor,  das':  Anerbieten  zur  Üebernahme  einlaufen,  bei 
denen  ein  niederer  Curs  und  niederer  Zinsfnss  vorgeschlagen  wird. 

Hiedurch  tritt  die  Werthbestimmung  der  niögliehen  Angebote 
in  eine  neue  Phase,  und  es  entsteht  die  Frage:  Welches  ist  das 
Torth eithaftes tc  Anerbieten,  wenn  auf  eine  Anleihe  von  bestimm- 
tem Tilgnngsplan  und  Zinsfuiis  'verschiedene  Anerbieten  mit  be- 
stimmtem Curse  in  einem  andern  Zinsfuss  gemacht  werden? 


k 
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Diese  Frage  wird  nun  zunächst  zu  beantworten  sein.  Eine 
besondere  Art  der  Staatsanleihen  sind  die  Lotterieanleihen.  Da 
dieselben  in  meiner  Schrift :  ,,Theorie  der  Lotterieanlehen, 
Frei  bürg  J843"  und  auch  in  meiner  Anleitung  schon  bebandelt 
sind,  so  erscheint  ihre  W'iederbehandlung  überflüssig  und  ich 
verweise  hierüber  auf  die  angeführten  Schriften. 


§   46. 

Umwandlung  einer  in  einem  bestimmten  Tilgungsplane 
und  Zinsfus«e  zu  zahlenden  Anleihe  in  eine  gieiehwer- 
thige  bei  demselben  Tilgungsplan   aber  verschiedenen 

Z  i  n  s  f  u  s  s. 

1)  Eine  Anleihe  K  soll  zu  p  Procent  verzinst  und 
nach  einem  bestimmten  Tilgungsplan  in  n  Jahren  zu- 
rückbezahlt werden.  Es  wird  verlangt,  dass  dieselbe 
unter  Beibehaltung  des  festgestellten  Tilgungspians 
in  eine  gleichwerthige  bei  dem  Zinsfuss  q  umgewandelt 
werde.     Es  fragt  sich: 

a)  Welches  ist  der  Nennwerth  Ki  der  umgewandel- 
ten Anleihe? 

b)  Welches  ist  der  Curs  C,  zu  welchem  sie  in  dem 
Zinsfuss   q   begeben  werden    kann? 

Die  erste  Frage  beantwortet  sich  im  Aligemeinen  sehr  leicht. 
Ist  nämlich  der  Tilgungsplan  für  die  Abtragung  einer  Anleihe  nach 
den  Grundsätzen  des  dritten  Kapitels  und  die  Werthe  sammtli- 
cher  Summen  (Zins  und  Kapitalabtragungen),  die  im  Laufe  der 
Zeit  fällig  werden,  Li,  L<^,  L^,..,,Ln,  festgestellt,  so  kommt  ihr 
Gesammtwerth  dem  der  Anleihe  gleich.  Wird  nun  der  Werth 
sämmtlicher  in  dem  Zinsfuss  p  festgestellten  Zahlungen  in  dem 
Zinsfuss  q  auf  die  Gegenwart  zurückgebracht  oder  rabattirt,  so 
ist  die  unter  a  gestellte  Aufgabe  gelöst,  denn  es  wird  dadurch  an 
dem  Werthe  oder  dem  Inhalte  der  Anleihe  nichts,  sondern 
nur  an  der  Form  geändert.  Es  entsteht  aber  dem  Namen  nach 
eine  andere  Summe,  welche  der  Nennwerth  Ki  der  umgewan- 
delten Anleihe  heissen  soll,  denn  es  ist  in  der  That  für  den  Schuld- 
ner einerlei,  ob  er  die  schuldigen  Summen  als  eine  p-  oder  gpro- 
centige  Anleihe  zurück  bezahlt.  In  dem  einen  oder  andern  Falle 
werden  immer  nur  die  im  Voraus  bedungenen  Summen  (nicht  mehr, 
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nicht  H-eoiger)  ausbezahlt  und  es  hat  sich  bei  Abi^ickelung  des 
Geschäfts  nur  die  Form  oder  der  Name,  nicht  der  Inhalt  geändert. 

Eine  nothwendige  Folge  dieser  Umwandlung  ist,  dass  der  sich 
ergebende  Nennwerth  K^  grosser  wird,  als  K  das  ursprüngliche 
Kapital,  wenn  q  kleine  als  p  ist,  was  gewöhnlich  der  Fall  sein 
wird;  dagegen  kleiner  wird,  wenn  q  grösser  als  p  ist,  was  wohl 
kaum  vorkommt,  da  es  nicht  im  Interesse  der  Speculation  und 
der  Börse  liegt. 

Das  Gesagte  wird  sich  leicht  an  folgendem  einfachen  Falle 
verdeutlichen. 

Ein  Kapital  von  107 1200  soll  mit  5  Procent  verzinst  und  am 
Ende  des  Jahres  sammt  Zinsen  zurückgezahlt  werden.  Man  ver- 
langt, dass  dasselbe  in  ein  gleich werthiges  4-  oder  3procentiges 
verwandelt  und  als  solches  am  Ende  des  Jahres  sammt  Zinsen 
zurückgezahlt  werde.  Wie  gross  ist  der  Nennwerth  des  Kapitals 
in  beiden  Fällen? 

Man  hat  nach  dem  Gesagten  zuerst  die  Schuldigkeit  der 
fönfprocentigen  Anleihe  am  Ende  des  Jahres  (also  Kapital  und 
Zins)  zu  bestimmen.     Es  ist : 

£i  =  1071200  +  1071200.0,05  =  1124760. 

Verwandelt  man  nun  diese  Schuldigkeit  in  eine  4procentige,  so 
hat  man  mit  1,04  zu  rabattiren.  Der  sich  ergebende  Nennwerth 
ist  daher: 

L,   _  1124760  _ 

*^'  -  WS  =  ~wr = J081500. 

Verwandelt  man  die  Anleihe  in  eine  Sprocentige,  so  ist  der  ge- 
suchte Nennwerth : 

Die  beiden  Nennwerthe  sind  von  der  ursprünglichen  Schuld  und 
unter  sich  verschieden,  und  um  so  grösser,  je  kleiner  der  Zins- 
fuss  ist,  für  welchen  die  Umwandlung  verlangt  wird.  Nominell 
bat  nun  der  Schuldner  eine  grössere  Schuld  zu  tilgen,  in  Wirk- 
lichkeit aber  nicht.  Wird  nämlich  die  Summe  108150  als  eine 
4proeentige  getilgt,  so  hat  er  am  Ende  des  Jahres  Kapital  und 
Zins  zu  zahlen: 

jLa=  1081500+1081500.0,04  =  1124760. 

Wird  die  Summe  1092000  als  eine  3procentige  zurückgezahlt,  so 
ist  KU  entrichten: 


plan  sich  auf  eine  Rpihe  von  Jahren  erstrecLt,  sämmtliche  tallii; 
werdenden  SummcFi  zu  behandeln  und  der  Zeit  entsprechend  za 
rafaalHren.  Wird  nun  die  Anleihe  K  durch  die  im  Zinsl'nss  p 
festgestellten  Summen  L,,  L^,  L^,....Ln  verzinst  und  fjetilgt,  8« 
bat  man  Tür  ihre  Umwandlung  in  den  Zinsfu^s  q  fnlgende  allge- 
mein gültige  Gleichunf;; 

<>\  f    —  -^'      J-  -^  J.       ^3       ,  't 

''  "'  -  1,07  ^  1,0^*  +  1,0?»  +  ■  ■■  l.Oy»' 

Diese  Gleichung  bestimmt  den  Nenniverlb  für  jährliche  Verzin 
snae;  und  Tili^ung.  Geschieht  aber  die  Verzinsung  und  Tilgung 
balbjährlich ,  so  ist; 

Daas  Ki'>  K  sein  muss,  wenn  q  <.p  ist,  ergibt  sich  einfach  a 
den  im  ersten  Kapitel  aufgestellten  Sätzen.  Dort  wurde  gezeigt, 
dass  wenn  die  Wertbe  sämmtlicher  Zablunj^en,  wodurch  eine  An- 
leihe K  getilgt  und  verzinst  wird,  in  dem  gleichen  Zinsfuss  rabaf- 
tirt  werden,  worin  die  Anleihe  verzinst  wird,  der  hieraus  flie» 
sende  Werth  der  aufgenommenen  Anleihe  gleich  kommt.  Werden 
nun  sämmtliche  Werihe  in  einem  niederen  Zinsfuss  (g)  rabattirf^ 
so  ist  die  notfawendige  Folge,  dass  der  aus  ihnen  bervorgebendtr 
Gesammtwerth  grösser  als  die  ursprüngliche  Anleihe  ist.  Umge- 
kehrt musH  A't<£  sein,  wenn  q^p  wird,  was,  wie  bemerkt,  in 
der  Wirklichkeit  nicht  »obl  vorkommt  und  daher  hier  auch  keine 
Berücksichtigung  findet. 

Hiemit  ist  die  unter  a)  gestellte  Frage  beantwortet. 

Zu  b).     Der  Curs  C,  welcher  dem  Nennivertbe  Kj  entsprich^ 
bestimmt  sich  einfach  durch  folgende  Proportion: 

ff,:Ä=lÜO:C, 

denn  derNennwertb  steht  zu  dem  Werthe  der  Anleihe  in  gleic 
VerhältnisB  wie  100  zu  dem  Curs,     Es  ist  daher: 
KAM 


''—Kr 


Dless  lässt  sich  auch  .> 
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leihe  im  Curse  zu  100  (ai  pari)  ausgibt,  so  muss  er  so  viele 
Schuldscheine  zu  je  Hundert  ausbändigen,  als  Hunderte  vorban- 
den sind.    Nennt  man  die  Zahl  der  Schuldscheine  Z,  so  ist 

^-100' 

und  die  Ausgabe  von  Z  Schuldscheinen  im  vollen  Werthe  wird 
ihm  die  aufzunehmende  Anleihe  einbringen,  denn  er  erhält  hiedurch  : 

6)  5=  2.100=:^^  =  AT. 

Wird  aber  die  Anleihe  in  eine  gleichwerthige  fiSr  den  Zinsfuss 
q  umgewandelt,  so  muss  er  nominell  ein  h5heres  Kapital  Ki  auf- 
nehmen^ aber  niederer  verzinsen.  Er  wird  daher  auch  eine  gros- 
sere Zahl  von  Schuldscheinen: 

^1  —  100' 

die  alle  auf  100  lauten ,  ausstellen  mfissen,  um  die  gleiche  Baar- 
summe  zu  erhalten.  Er  wird  aber  nicht  den  vollen  Werth  100 
fär  jeden  Schuldschein,  sondern  nur  C  fordern  dOrfen,  um  den 
Werth  der  Anleihe  eingezahlt  zu  erhalten.  Der  hiefür  eingehende 
Betrag  ist: 

6)  5=ZiC. 

Aus  5)  und  6)  hat  man,  da  der  Staat  in  beiden  Fällen  die  gleiche 
Summe  erhalten  soll, 

"  und  hieraus : 

7,  ^_ir_jsr.ioo 

me  oben. 

Wendet  man  nun  die  Bestimmung  No.  4)  oder  No.  7)  auf  den 
oben  behandelten  Fall  an,  so  stellt  sich  der  Curs  fär  die  6procen- 
tige  Anleihe  von  1071200,  wenn  sie  in  eine  gleichwerthige  4pro- 
centige  yerwandelt  wird,  auf: 

1071200.100_ 
""     1081500     ""  ^y>"*'  ••• ' 

f&r  die  Sprocentige  auf: 

_ 1071200. 100 

W "—      1092000     — i70,u»o...., 


Wettere  AtafSSrunff 


und  ein  Schuldschein  von  100  ist 
zweiten  Falle  98,005....  werth,  uii 
im  ersten  Falle  die  Summe: 

S  =  KiC  =10815. m,0i7....= 
Im  zweiten  Falle : 

S=  Jf^C,  =:  JO920. 88,095....= 


m  ersten  Falle  90,047 im 

1  in  der  That  erhält  der  Staat 


ode 


1071'iOO  für  die  hetreffenden  Scbuldschei 
Führt  man  die  in  No.  2)  und  No.  3)  gefui. 


1  die  Kasse. 


i  Werthe  statt 
Kl    in   die  Gleichung  INo.4)  ein,    so  ergibt  sich   zur  Bestimmung 
des  Turses  bei  jährlicher  und  halbjährlicher  Verzinsung  und  Tilgnaff 
Ä.IOO 


8) 


9) 


C-r 


ÄT.IOO 


"L,.  1,07, -1+^.1,07,-*+....  La™. l,Oy,-«"' 
Ist  aber,  wie  hier  vorausgesetzt  ist,  der  Werth  der  Anleihe  K 
nicht  bekannt,  sondern  nur  die  nach  dem  Tilgungsplane  im  Zins- 
i'usse  p  zu  zahlenden  Suromen,  dann  hat  man  zur  Kestimmang 
des  Curses  vorerst  K  zu  berechnen,  d.  h.  mit  1,0/)  und  i.Opi  xu 
rabattiren  und  den  so  erhaltenen  Werth  für  K  in  Nn.  S)  und 
No.  9)  einzurühren.  Man  erhält  dann  für  jährliche  und  lialbjähr- 
liche  Verzinsung  und  1'ilgung  folgende  Bestimmungen: 
■>  +  La. 1,0/»-''+  ....  L„.l,Op-- 


m 

11) 


C-IOOt 


C=100 


7;,.l,0*/-'  +  ^*-],09-^+"-i«-1.0 


L,.l.0grHLi-i,Qf,,--^+....L2^.t,Qi), 
Von  den  im  vorigen  Kapitel  angegebenen  Tilgungsplänen  eignet) 
•iich  vorzüglich  drei  zur  Umwandlung  in  einen  andern  Zinsfuss: 
ivenn  die  Anleihe  durch  gleiche  Summen,  oder  wenn  sie  durch' 
Tilgungssumnien,  die  nach  einer  geometrischen  Progression  fort- 
(ichreiten,  oder  wenn  sie  durch  gleiche  Tilgungssummen  abgetra- 
gen wird.     Sie  sollen  im  Folgenden  betrachtet  werden. 


Wandlung 


Anleihe 


gle 


irthii 


n    nnderm   Zinsfuss,     wenn    dieselbe   durch    gleich 
Abtragssnmmen    getilgt    werden    soll. 
Soll  eine  im  Ziusfuss  p  durch  gleiche  Abtragssummen  (A)  1 
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tilgende  Anleihe  K  in  eine  gleichwerthige  hei  dem  Zinsfass  g  um- 
gewandelt werden  4  so  hat  man  die  in  No.  1)  §.  32.  angegebenen 
Wertbe  der  Reihe  nach  in  dem  Zinsfuss  q  auf  die  Gegenwart  zu- 
rückzubringen oder  zu  rabattiren,  wie  diess  die  Gleichung  No.  2) 
§.  46.  vorschreibt.  Man  erhält  dann  bei  jährlicher  Verzinsung  und 
Tilgung  folgende  Darstellung: 

A  +  K.O,Op     2A.0,0p 
+        Ifig^  1,0^8 

A+K.O,Op     dA.Ofip 


A  +  K,Ofip     (n'-l)A.Ofip 
Wqn  1,0^» 


Setzt  man  nun  L=A  +  K*Ofip  und  D  =  A.Ofip  und  q  statt 
p  in  No.  1)  und  No.  5)  §.43.,  so  geht  die  vorstehende  Darstellung 
No.  1)  in  folgende  über: 

nA.Qfip 
+  Ö,0/y.],Oy'»' 

Schliesst  die  Tilgungszeit  nicht  mit  dem  Ende  eines  Jahres, 
besteht  also  n  aus  einer  ganzen  Zahl  und  einem  Bruche,  so  wird 
die  Rechnung  etwas  muhevoller.  Man  kann  diese  Schwierigkeit 
umgehen,  wenn  man  die  Restschuld  für  das  Ende  des  nten  Jah- 
res bestimmt  und  in  Rechnung  bringt.  Bezeichnet  man  sie  mit 
Sn,  so  erhält  man  folgende  Gleichung: 

9 

3)  Ä,  -  iKAWp  +  ^ -    QQ^  j,     pQ^ 

nA .  0,0^  Sn 

"•■  0,09.1,0^»  ■*■  UV" 

Geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich,  die  Tilgung  aber  jährlich, 
so  bat  man  dfe  Glieder  der  Reihe  No.  8)  §.  32.  halbjährlich  zu 
rabattiren,  wodurch  entsteht: 


Weüere  tus/ähntnff 


1,0}, 

^  +  g.O,Opi 
1.0},» 

K.O,Op,      A.Ofip, 
"*"  1,05,'         1,0},» 

A  +  K.O,Op,      A.O.Opj 
+       1,0},«  IS},' 

KJIfip,     g^.O.Opi 
+   l,Of,'  "    1,0},» 

/<  +  g.O.Oy,      ä^.O,Opi 
+       1,0?,«  l.O},» 

K.O,Or       (»— l)^.0.0f 


1,0},»" 

,  ^  +  *r.o.Q, 

1,0},'" 


1,0},' 
(»-l)^.0,Opi 


Setzt    man    nun    hierin    Ä.O,Op,-£,   J  +  A:.0,Op,=L, ,    /l.O.I^  j 
=  />,  so  lüst  sicil  diese  Darstellung  in  folgende  zwei  Reiben  auf:  1 


*^'-l,0},+  l,0„»+  1.0,,'  + 

i-(«-l)B 
■     1,0},--' 

i,          I-B      i-2fl 

L-l„-l)D 

'  1.0,r«  1    1,0},«   1     1,0},'    1  • 

■      1.0}.-     ■ 

Die  erste  Reihe  lässt  aieh  aof  die  Form 

der  zweiten  zun 

gen ,  wenn  man  mit  1,0},  multipiicirt  und 

dividirt,  und  es 

L,-D     L,-iD 


-r  + 


1,0}," 


-(n-l)»\ 
1,0},"       J 


1,0},» 


Diese  heiden   Reiben  lassen  sich    nun   leicht  nach   den   in  §.  dS.  , 
gegebenen  Entwichelnngen  Summiren,  wenn  man   dort  in  Nn.  I) 
und  No.  5)    1,0},'   statt  1,0/)    und    1,0},'  — 1    an   die  Stelle   von 
0,0^  =  1,0^  —  1  setzt.     Man  erhält  sofort: 


«.  =  >.''».C^-Mi^)'ö^% 


w./).l,Q}, 


,0},«— iJ-   1,0},' 


(1.0},' 

.■ !»_ 

^(1,0},'-1)1,0 


1)  1,0},' 
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and  hieraas  nach  der  nöthigen  Zasammenzählung  and  Vereinfachung : 

Äi-L^+i.U9i^-10^^a_lJ.  1,0^^*-!   +(l%i*-f)i:Ö^«' 
oder  da  1,0^1«- 1  =  (l,09x +  !).(!, 091  —  !)  =  2,0^i. 0,0^1  ist: 

Fuhrt  man  nun  die  obigen  Werthe  u^ieder  ein,  so  ist: 
Li+LA  ,Oqi  =A  +  K.  0,Opi  +  K.  Oflpi .  l,0^i  =  K.  0,Opi .  2fiqi  +  A, 
und  man  erhalt  mit  Rücksicht  auf  die  Restschuld: 

6)         K,  =  iK.OM.%0,,^A-^^:^.l^^^ 

nA.O.Opi  Sn 

ktn  eine  ganze  Zahl,  so  ist  Sn=^0.    Im  andern  Falle  wird  der 
Werth  yon  Sn  auf  die  früher  angegebene  Weise  bestimmt. 

Geschieht  aber  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich ,  dann 
ist  aus  No.  12)  §.  32.,  wenn  mit  ],0^i  rabattirt  wird: 

7) 


A+K.O,Opi 

A  +  K.OfiPi 

A.QS^x 
1,09,» 

A  +  K.O,Opt 

2^.  0,0p, 

,  A  +  K.O.Opi 

(2n— l)^.0,Qp, 

Diese  Darstellnng  führt,  wenn  man  vrie  in  No.  I)  und  No.  2)  ver- 
ßlbrt,  zn  folgender  Bestimmung: 

K\  K  -CK  00«  a.yi    ^Q'QPi-t  1— LOyi-*" 

8)        Ar,_c^.o,qpi+.i — ö;ö^-'-    ö:s^'; — 

2nJ.0,0pi  .San 

+  0.0y,.l,09,««  +  l,09,«»' 
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worin    S^n  die  Restschuld   des    letzten   Halbjahres  bedeutet,   die 
Zahl  der  Halbjahre  kann  auch  eine  ungerade  (2n-f  ])  sein. 

Ist  der  Nennwertb  Ki  gefunden  >  so  unterliegt  die  Werthbe- 
Stimmung  des  Curses  nach  No.  4)  §.  46.  keiner  weitern  Schwierig- 
keit mehr. 


§.  48. 

Umwandlung  einer  Anleihe  in  eine  gleichwerthige  von 
anderm  Zinsfass,  wenn  dieselbe  durch  Tilgungssum- 
men  zurückgezahlt  wird,    die  in  einer   geometrischen 

Progression   wachsen. 

Soll  eine  im  Zinsfusse  p  zu  verzinsende  Anleihe  K  durch 
Summen  getilgt  werden,  die  in  einer  geometrischen  Progression 
(l,Oto)  steigen  und  sofort  in  eine  gleichwerthige  für  den  Zinsfuss 
q  umgesetzt  werden,  so  kommen  die  Gleichungen  des  §.  39.  zur 
Anwendung  und  man  hat  dieselben  in  dem  entsprechenden  Zins- 
fusse zu  rabattiren.  Für  die  jährliche  Verzinsung  und  Tilgung 
ergibt  sich  derNennwerth  der  Anleihe  aus  No.  5)  §.  39.,  wenn  die 
Glieder  der  dritten  Reihe  aufgelöst  und  die  entstehenden  Reihen 
ergänzt  werden,   durch  folgende  Darstellung: 

,.    „ A_  K.Qfip       A.Qfip  A.QJdp 

^^  ^^  "~  1,0^  ■*■   \fiq        0,0to .  \fiq  ^Qfiw .  Ifiq 

AA,(hß        K.Ofip     A.OftP'hOw  A.O,Op 

+    1,0^2        +1,0^2   ^  O^OwAfiq^        ^O^OwAfiq^ 

A.lfiw^       K.O,Op      A.OfipA,(hD^         A.O,Op 
+    1,0^3       +  i^o^3        0,0to.  1,0^3      ^0,Ow.],OV 

A.lShß^       K.Ofip     A.OfipAfiw^         A.O,Op 
+    1,0^        "^  hOq^  0,0io.  1,0^4        ^0,0wA.0q^ 


A .  l,Oti?»-^  K.  Ofip     A .  Oßp .  I,Otg"-i      A .  0,0p 
+      1,09»         J>Oy"  OsOwAfiqr^    +0,Otr.l,0^«' 

Es  entstehen  wie  man  sieht  vier  verschiedene  Reihen,  von 
denen  die  zweite  und  vierte  sich  leicht  summirt.  Die  erste  und 
dritte  unterliegen  dem  gleichen,  aber  etwas  zusammengesetztem 
Gesetze.     Sie  führen  zu  folgender  Darstellung: 
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£)   «i-C^-   0,0w  -'V  1,09^  ],0y«+ 1,09»+ •••    1,%"/ 

^K(i(^  1-1,09-"    ^.o.(V»  i-».Oy-" 
+  *r.  o.Up  •  — p"  +  "0:0;;       öfi^ 

Die  eingeschlossene  Reihe  ist   eine  geometrische,   deren   erstes 

^  1 0«o 

und   letztes   Glied   gegeben   sind  und   deren  Exponent  "tk—  ist. 

Ihre  Summe  ist  daher: 

hOg"     LOy        l,Oy  _    l,Oy«~^ 
^~  IjOw  ~l,Ow— 1,07' 

1,09""^ 

Hiernach  bestimmt  sich  der  gesuchte  Nennwerth  Ki^  wenn  man 
diesen  Werth  in  No.  2)  einführt  und  auf  die  Restschuid  Rucksicht 
nimmt  für  den  Fall,  als  n  keine  ganze  Zahl  bedeutet,  durch  fol- 
gende  Gleichung: 

Diese  Darstellung  ist  bequem,  wenn  «7>9   ist.    Ist  aber  w<^q, 
so  eignet  sich  folgende  Darstellung  besser  zur  Benutzung : 

-      l,Ow" 

+eÄ.o,op+ yp^  j.    QQ^     +1,09«- 

Der  Wertb  für  Sn  bestimmt  sich  aus: 
5)  Sn^K^A.^^^'''^^ 


0,0to 


und  geht  in  0  über,   wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist. 

Geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich  und  die  Tilgung  jähr- 
lich, so  hat  man  die  Darstellung  No.  16)  §.39.  mit  1,0^1  zu  ra- 
battiren,  um  den  fraglichen  Nennwerth  zu  finden.  Dadurch  wird 
aber  der  Galcul  noch  zusammengesetzter,  als  im  vorigen  Falle. 
Es  entsteht  dann: 
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6) 

^»""    1,0^1  0,Otc.  1,0^1  ■*'0,Otc.  1,0^1 

■*^    l,0^i2  +  i^Oy^a  o,Otr .  l%i«  +  0,Otr .  1,0^1« 

jr.O,Opi  A.QJdpx'^fhjo  Ä.QJdpx 

■^   1,0^1»  0,0tr.l,09i»  +0,0^.1,0^1» 

,  jr.O,Op,   ,  A.lfiw  A^Qfip^Apw  ,     J.O,Opi 


1,0^1*  ^  1,091^             0,0w.l,0^i4  ^0,0«?. 1,0^1* 

JT.  0,0/^1  i4.0,0/?t.l,0tog         ^.0,0/>t 

■*"    1,0^;*  ""   ü,Ow.  1,0^1*  +0,0w.l,07i* 

jr.0,0pt  ^.l,Ott?«     _  J.O,0/?iJ,Otog           J.O,Qpi 

1,0^1**  l»0^i**            0,0^.1,0^1«  +0,0w. 1,0^1« 

'^  1,0^1^  0,0^.1,0^1^  ■•'0,010.1,0^1'' 

i:.0,0;?i  /l.l,Oto»        ^.O,()pi.l,0to»            ^.0,Oyi 

■*^   1,0^1«  +    1,0^1«  0,Oic. 1,0^1«  +0,010.1,0^1« 


jr.O,Qpi  A .  0,Opi .  1 ,0to»-^  ^ . 0,0/?! 

"*'l,0yi«»-i  0,0w.l,0yi2«-i   +O,0to.l,0yi««-i 

jr,O,0!pi     ^.l,Oto"-^     ^ .  0,Opi .  1  ,Oti?"-^        A .  0,Opi 
+  1,0^,^  +     l,0i7i««  0,010.1,0^1^     "*"  0,0fr.  l,Ö^i*«' 

Diese  Darstellung  zerfällt  in  vier  Reihen.  Die  erste  und  vierte 
summiren  sieh  leicht.  Die  dritte  Reihe  zerßillt  in  zwei  verschie- 
dene, wovon  sieh  die  eine  durch  MuUipliciren  und  Dividiren  mit 
l,09'i  auf  die  gleiche  Form  mit  der  andern  zurfickbringen  iSsst. 
Geschieht  diess,  so  erhält  man  hieraus  Folgendes: 

/<    1  l.Otc       l.Otc»  ].Oti>"-i\ 

A-OfiPt-yOgi    (    1      I  l.Ow     1.0»'       1,0w«-»\ 
0,0«.         Al.0yi«^l,0^i*'''l,07,«+-I%,««7 

^.0%    /    1  l,Ow      l.Otc"  l.Otc»-* \ 

~    0.0tc'Al,0v,*'*^l,09,*  +  l%,«+"  l.Oyi*«/ 
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Die  drei  eingeklamroerten  Reihen  unterliegen   dem  gleichen  Ge- 
setz.   Das  erste  und  letzte  Glied  dieser  Reihen  ist  gegeben  und 

ihr  Exponent  ist    i-jj— ä-    J^'«  Summe  ist  daher: 


S= 


1 


—  ^^^vi 


M^L- 


l,Oio» 


—  1 


— 1 


1,010—1,0^1« 


Wird  dieser  Werth  eingeführt  und  werden  die  den  gleichen  Sum- 
menausdrücken  zugehörigen  Vorzahlen  zusammengezühlt,  so  er- 
hSit  man  zur  Bestimmung  des  gesuchten  Nennwerthes  mit  Rück- 
sicht auf  die  Restschuld,  wenn  n  keine  ganze  Zahl  bedeutet, 
folgende  Gleichung: 


1) 


jr,=CÄr.o.opi+  0,0»  J"    0,09, 

I.Ow«     , 


-^     J.0.0p,.2,0yt^     l,Oy,»»  .      5. 

+  <-"*"         0,0u.    ~-'' 1,0«.- 1,07,«  "•■  !%,«"• 

Diese  Darstellung  ist  bequem,   wenn  I,0to>l,09i'  ist.    Ist  aber 
liOoi'^'  l,Oto,   so  eignet  sich  folgende  Form  besser  zur  Berech- 


nung des  Nennwerthes: 


8) 


K,=(iK,Qfip,^.^^^y 


^.0,0pi^l-l,0yi~«» 


0,0^1 


^.0,0;?i.2,0y,^  l,Öyi«''     .      &, 

■*"^'*""        0,0w        Jl,0^i«  —  l,Ow  + 1,0^1^' 

'S«  wird  durch  die  Gleichung  No.  5)  bestimmt. 

Geschieht  aber  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich  und 
wSehst  die  Tilgnngssumme  halbjährlich  um  w  Procent  (was  zu- 
ISssig  ist,  da  w  jeden  Werth  bedeuten  kann),  und  soll  die  An- 
leihe in  eine  gleichwerthige  fiir  den  Zinsfuss  q  umgesetzt  werden, 
so  hat  man  die  Darstellung  No.  21)  §.  39.  zu  benutzen.  Löst  man 
die  dritte  Reihe  in  ihre  Glieder  auf  und  vervollständigt  durch  Zu« 

und  Abzählen  von    ~e\\\     '    die    beiden    hiedurch     entstehenden 
Reihen 4  so  gewinnt  man: 


140  Oettinger:    Weitere  Ausführung 

9) 

_jr.O,0/?i        A  ^,0,Opi  .4.0,0pi 

^1—    1,0^1    "*■  1,0^1  0,0w.  1,0^1  "'■0,0w.l,0vi 

ir.o,0/?i    .4.1,0«?        ii.o,qpi.i,Oto  ^.o,Opi 

+   l,Oiyi«  +  1,0^1«  0,0fi'.l,0<yi2  +0,0m>.1%i« 

jr.o,Qpi    ^.i,o»o^       ^. 0,0^1. i,Otgg  .    ^.o,0/?i 

+   l,0<7i3  ^   I,0i7i8  0,0^.1,0^1»  +0,0w.l,0^i3 

ir.o,0/?i  ^.i,0to8       ^.o,Opt.i,Ott?»  .    ii.o,0/?i 

+  1,091*  +   1,0^1*        ""   0,0«?.  1,0^1*  +0,0w.  1,0^1* 


JT.  0,(^1    •^.1,0m?^-^     ^.0,0/?i.l,Ott?g«-^        J.  0,0^1 
"•■1,091^^     l,0iyi2«     +     0,0«?.  1,0^1«»     '*"0,0«?.l,0^i2»* 

Die  erste  und  vierte  Reihe  summiren  sich  leicht,  die  zweite  und 
dritte  iässt  sich  in  eine  zusammenziehen  und  man  erhält  hiedurch : 

...    ^.O.Qpi-w  /^   *     .  ^'O*"    .  »'0^*  .       1.0«''*-' \ 
+^''~    0,0«)   -'Vl.Oy, +1,0^1« +  l,0^i»+"  1,091««/ 

Die  eingeklammerte  Reihe  gibt  nach  dem  früher  Gesagten  folgen- 
den Summenansdruck : 

I,0m)2"_  l.Ow«» 


y      1,091""        _  __LO?iÜ 

*  —  l.Oto  - 1,09,  —  1,09,  -  l,Oio* 


Hiernach  bestimmt  sich  für  diesen  Fall  der  Nenniverth  für  die 
umgewandelte  Anleihe  mit  Berücksichtigung  der  Restschuld  durch 
Einführung  auf  folgende  Weise: 

10)  ä,_CÄ.O,Op,+-ö;öj^   J.       qq^^ 

1,0«)«»_ 


+  '-^~    O.Ow    -'' 1,0«)  - 1,0^1  "^1,09,«« 


oder: 


II)  K  -CK  00„    i-^"'QPh  1-1.0?.-'" 

_  1,0«)''« 

.r^     ^^O.OPl^         LOgi""    .     -Sa. 
+^^~    0,0w   Jl,09i-1,0«) ^1.091«» 
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je  nachdem   tr  >  ^i    oder  9]  >  «o  ist.     Die  Restschuld   bestimmt 
sich    durch : 

1,0m?«»— 1 


12)  &„==ir— ^. 


0,0«^ 


Ist  der  Nennwertb  Ki  gefunden»  so  ermittelt  sich  in  deii  vorste- 
henden Fällen  der  Curs  leicht. 


§.49. 

Umwandlung  einer  Anleihe  in  eine  gleichweirthige  von 

anderm   Ziusfuss,    wenn   die   Tilgung   und   Verzinsung 

durch    gleich  grosse   Summen  geschieht. 

Soll  eine  im  Zinsfuss  p  zu  verzinsende  Anleihe  K  durch  gleich 
grosse  Summen  (Zins  und  Abtragsummen  einbegriffen)  getilgt  und 
in  eine  gleichwerthige  für  den  Zinsfuss  q  umgewandelt  werden, 
80  vereinfachen  sich  die  in  §.  46.  aufgestellten  Bestimmungen  sehr. 
Man  hat  dann  die  Grösse  der  Zahlungssnmmen  zu  bestimmen,  die 
erfordert  werden,  um  die  Anleihe  in  dem  Zinsfusse  p  zu  tilgen 
und  dann  ihren  Werth  in  den  Zinsfuss  q  umzusetzen. 

Geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung  jährlich  und  nennt 
man  die  Summe,  welche  nach  dem  Tilgungsplan  jährlich  zu  zah- 
len ist,  L,   so  hat  man  für  ihre  Bestimmung: 

^-  1,0p  +  I,0p2  +  l,0/?3  +  •     1,0/?«-  ^-      Qfip      ' 

and  hieraus : 

iT.  0,0p 


1)  L  = 


l-l,Op-«* 


Da  nun  jede  Jahreszahlung  bekannt  ist,  so  bat  man  nun  sämmt- 
liehe  Summen  in  den  Zinsfuss  q  umzusetzen.  Es  ist  sofort  der 
gesuchte  Nennwerth : 

Setzt   man  nun  den   Werth   für  L  aus  No.  I)   in  No.  2),  so   be- 
stimmt sich  der  Nennwerth  durch 

*>  *i  -  *  •  1  _  i,o^-„ 070— 

Thtil  XXXVII.  10 
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Ist  n  keine  ganze  Zahl,,  uas  eintreten  kann,  wenn  L  gegeben 
ist,    so  wird : 

A.  K     K     O'Qy      1-1,0»-",    Ä 

wenn  Sn  die  Restschuld  bedeutet.    Sie  bestimmt  sich  dann  durch : 

1  0»" I 

5)  «„  =  J!r.l,Op«-i.i^-. 

Geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich,  so  bleiben 
die  gemachten  Schlüsse  in  Kraft  und  man  hat  den  Caicul  auf  die 
entsprechende  Zahl  von  Halbjahren  auszudehnen.  Man  erhält  dann 
auf  dieselbe  Weise: 

Geschieht  aber  die  Tilgung  jährlich  und  die  Verzinsung  halbjähr- 
lich ,  so  erhält  man  auf  dieselbe  Weise : 

Diese  Formel  findet  aber  in  der  Wirklichkeit  wohl  keine  An- 
wendung. In  den  Fällen,  wo  die  halbjährlichen  Zinsen  wirklich 
ausgezahlt  werden,  was  in  der  Wirklichkeit  vorkommt,  hat  man 
nach  den  in  §.  48.  entwickelten  Gleichungen  zu  verfahren. 

Der  Curs  der  umzuwandelnden  Anleihe  ergibt  sich  nach  §.  40. 

100  K 
aus    C= — jF~"«     u"<^   Mian   erhält   durch    Einführung    aus   No.  3) 

und  No.  6) : 

Wird  die  Restschuld  berücksichtigt,  so  ändert  sich  derselbe  um 
ein  Unbedeutendes. 


§.  50. 

Anwendung. 

1)  Eine  Anleihe  von  1000000  wird  zu   5  Procent  ver- 
zinst and  so    getilgt,    dass  jährlich    100000  abgetragen 
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werden.  Sie  soll  in  eine  glelchwerthlge^  vierprocen- 
tlge  verwandelt  werden.  Wie  hoch  stellt  sich  der  Nenn- 
werth  oder  wie  viele  4procentige  Schuldscheine  zu 
100  müssen  ausgestellt  werden?  Welches  ist  der  Curs 
der%4procentigen  Anleihe? 

Auflosung.     Die    Anleihe   wird   in   10  Jahren   getilgt  sein. 

Man   kann   nun  vorerst   nach  §.  32.  No.  1)  so  verfahren ,   dass.  man 

die  Summen  bestimmt,  welche  nach  dem  Tilgungsplane  bei  5  Pro- 

Cent  auszuzahlen  sind.    Man  erhält  der  Reihe  nach  die  Summen 

150000,  145000,  140000,  135000,  130000,  125000,  120000,  115000, 

110000,  105000.     Diese  Summen  sind  nun  im  Zinsfuss  4  auf  die 

Gegenwart  zurückzubringen.     Hiernach   erhält   man   durch  directe 

Rechnung: 

1^0000 
2)  ir,  =  -|-ö^=  144230,7693 

^1^=134060,6509 

^=124459,4903 

^^^^^=115398,5658 


1,04* 

130000 
1,04« 

125000 
1,046 

120000 
1,04^ 

115000 
1,040 

110000 
1,049 

105000 


=  106850,5239 


=  98789,3158 


=  91190,1376 


=  84029,3736 


77284,5409 


=  70934,2377 


1,0410 
=  1047227,6057.... 

Hiernach  stellt  sich  der  Nennwerth  auf  1047227,60....,  und  es 
müssen  10472  vierprocentige  Schuldscheine  zu  100  statt  10000 
OSnfprocentige  ausgestellt  werden. 

Der  Curs  bestimmt  sich  durch 

1000000.100 
&)  c  -  1047227,605  ""  ^?»*^^- 

10» 
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Werden  nun  10472,276....  vierprocentige  Schuldscheine  jeder  zu 
95,49....  ausgegeben,    so  erhält  man  in  die  Casse: 

S  =  10472,276 .  95,49023  =  1000000, 

und  diess  ist  die  verlangte  Summe. 

Löst  man  nun,  um  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Resultats 
zu  prüfen ,  die  vorliegende  Frage  nach  No.  2)  §.  47. ,  so  hat  man 
dort  ir=  1000000,   ^  =  100000,  />  =  5,  ^  =  4,  w  =  10,  femer 

K.  0,0p  =  1000000 . 0,05  =  50000 ,  -^  =  ^""^"'^  =  125000 
zu  setzen,   und  es  entsteht: 

A.       ^       rit^i^iMxn     inr.AAAN  1  — 1,04-w  .  10.125000 
4)       Kl  =  (150000-125000) .  — g-gj +  -  jq^io 

=  25000.8,1108958  + 1250000.0,6755642 
=  202772,3944 . . . .  +  844455,2112 .... 
=  1047227,6056.... 

wie  oben.  Will  man  nun  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Resul- 
tats prüfen,  so  ergibt  sich  hIefür  folgende  Rechnung,  wobei  die  Deci- 
malbrüche  beibehalten  sind.  Man  hat  zu  dem  Ende  den  Nenn- 
werth  als  eine  vierprocentige  Anleihe  zu  behandeln  und  jeweils 
die  oben  angegebenen  fünfprocentigen  Zahlungssumroen  am  Ende 
der  Jahre  in  Abzug  zu  bringen. 

5) 

IstesJahr.  Stand  der  Schuld 1047227,6057 

Zins  zu  4  %  hinzu ^41889,1042 

1089lT6;7ö99 

Zahlung  ab 150000 

3tes  Jahr.     Stand  der  Schuld 939116,7099 

Zins  hinzu  . 37564,6684 

976681,3783 

Zahlung  ab 145000 

3tes  Jahr.     Stand  der  Schuld 8äl6Öl,ätSä 

Zins  hinzu 33267,2551 

864948,6334 

Zahlung  ab 140000 

4tes  Jahr.     Stand  der  Schuld 724948,6334 

Zins  hinzu 28997,9453 

753946,6787 

Zahlung  ab 135000 

6tes  Jahr.     Stand  der  Schuld ^I5S38iS78? 


F 

^^^^de^öÜilscA 

KHH^ 

H|B 

otes  Jahr. 

Stand  der  Schuld  . 

-   .    618946,5687 

Zins  hinzu  .... 

.   .     '24757,8631 

643704,4418 

Zahlung  ab  ...    . 

.   .    130000 

6tes  Jahr. 

Stand  der  Schuld  . 

.    .    älä7U4,4ilÖ 

Zins  hinzu  .... 

.   .     20548,1777 

534252,6195 

Zahlung  ab  ...    . 

■    ■    '25000 

,       7tes  Jahr. 

Stand  der  Schuld  . 

.    .    401)252,61^ 

.   .      16370,1048 

T2M'22,7243 

Zahlung  ab  ...    . 

.   .    120000 

8tea  Jahr. 

Stand  der  Schuld  . 

.    .    305ti22,}24;i 

Zins  hinzu  .... 

.   .      12224,9089 

317847,6332 

Zahlung  ab  .    ,    .    . 

.    .    115000 

9tes  Jahr. 

Stand  der  Schuld  . 

.  .  ^iü-itii'iMi 

Zins  hinzu  .... 

.   .       8113,9053 

210961,5385 

Zahlung  ab  ...    . 

.    .    110000 

lOtes  Jahr. 

Stand  der  Schuld  . 

Zins  hinzu  .... 

.   .       4038,4615 

105000,0000 

Zahlung  ab.    .    .    . 

.    -    105000 
OUOÜOO 

Es    zeigt  »ich    hieraus,    ila^s 

die    fragliche 

Allleihe  als   eine 

getilgt  wird 

1 

Die  Zahl  der  vißrprocentigen 

Schuldscheine 

Gndet  man,  »enn                     1 

maD    die   fälligen    vierprocentigen 

Zinsen    eines 

Jahres    von    der                    1 

Zahlurssleistung    abzieht.       Hiernach    werden 

m    ersten    Jahre                    ■ 

150000-41889,102....  =  1081,11 

im  zweiten  145000-37564,6....                    ■ 

=  1074,36... 

u.  s.  w.  getilgt.    Da  aber  bei  den  Seh 

Jidscheinen  keine                    ■ 

Bruchtbeile 

vorkommen    hunnen , 

so  hat  man    d 

ese  wegzulassen                   H 

and    den   Ausfall   zur  passenden 

Zeit    in    runde 

Summe    wieder                   ■ 

aaszugleicli 

n.     Geschieht  dieiis. 

so  erhält  man 

folgende  Zuhlen                   M 

far  die  Seh 

Idscheine,    »eiche  der  Reihe   nach 

in   den  verschic-                    ■ 

denen  Jahren  zur  Tilgun:?  gelangen:    1081,    1074,    1067,    1060.                    | 

I0S3,    1044 

,    1037,    1028,    1019 

1009,    welche    zusammen    die                    ■ 

Summe  von 

10472   Schuldscheine 

n   betragen.     Hiedurcb  wird  die                    ■ 

in  No.  S)  gegebene  ßechnun^  etwas,    aber  nicht 

wesentlich,    nio-                     ■ 

dlGcirt.     Die 

Differenz  wird  aber 

ganz  gering  ers 

cheinen  und  kann                     1 

sich    nicht 

auf  den    Werth  eines 

ganzen  Schuldscheins  erheben,                  ■ 
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was  sich  leicht  zeigen  wird,    wenn  man  die  Rechnabg  nach  der 
in  No.  5)  gezeigten  Weise  durchführt. 


§.  51. 

Fortsetzung. 

1)  Eine  Anleihe  von  1000000  wird  zu  5  Procent  ver- 
zinst und  so  getilgt,  dass  jährlich  ]00000  abgetragen 
werden,  die  Verzinsung  aber  halbjährlich  geschieht. 
Die  Anleihe  soll  in  eine  gleichwerthige  bef  4  Procent 
verwandelt  werden.  Wie  gross  ist  der  Nennwerth  der 
umgewandelten  Anleihe?    Welches  ist  der  Curs? 

Auflösung.  Die  Anleihe  wird  in  10  Jahren  getilgt  sein.  Da 
die  Tilgung  jährlich,  die  Verzinsung  halbjährlich  geschieht,  so 
kommt  die  Gleichung  No.  4)  und  No.  6)  §.  47.  zur  Anwendung. 
Man  hat  daher  JT  =1000000,  ^  =  100000,  pi=%^,  ^i  =  2, 
72=  10  in  No.  6)  zu  setzen.  Da  n  eine  ganze  Zahl  ist,  so  fallt 
Sn  weg.    Es  entsteht: 

AT.  0,0/?i  .2,0^1  =  1000000 . 0,025 . 2,02  =  lOOOOOO .  0,0505 =50500, 

^.0,0;?,        100000.2,5 


0,0(7i     ■"  2 

und  hieraus  durch  Einführung: 


=  125000 , 


K^  =  (50500  + 100000  -  125000)  \oj"lr  +      l'öyP 

Nun  ist: 

\-\M-^^ _  1-^0,6729713  _  0,3270287  _ 
1,022-1    ""     1,0404-1     —     0,0404     — »'^^4^^^' 

also  wird : 

Kl  =  25500.8,0947689  + 1250000 . 0,6729713 
=  206416,607  +  841214,166, 

2)  Äi  =:  1047630,773. 

Der  Nennwerth  der  verwandelten  Anleihe  stellt  sich  daher  auf 
1047630,7....  und  es  müssen  10476  vierprocentige  Schuldscheine 
zu  100  statt  10000  fünfprocentige  ausgestellt  werden. 

Der  Curs  dieser  Schuldscheine  stellt  sich  auf: 
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ox  ^     100.1000000      ^.  .-o.n 

Ig  lOOOOOOOO  =  8,0000000 
Ig  1047630,7  =  6,0202082 

1,9797918, 

N.  1,9797918  =  95,45349. 

Man  kann  nun  auch  hier  die  Richtigkeit  des  gefundeneD  Resul- 
tats durch  Rechnung,  wie  in  No.  5)  §.50.  geschah,  nachweisen. 
Die  Rechnung  wird  aber  etwas  zusammengesetzter  werden,  weil 
Halhjahreszinsen  in  Betrachtung  kommen  und  die  Rechnung  von 
Halbjahr  zu  Halbjahr  abgeschlossen  werden  muss.  Da  diese 
Durchfiibrung  aber  keiner  weiteren  Schwierigkeit  unterliegt,  so 
wird  sie  übergangen.  Durch  Ausgabe  von  1047630,7....  Schuld- 
scheine im  Curse  von  95,45....  kommt  in  die  Casse:  10476,307 
X:  95,45349=  1000000,   und  der  Staat  erleidet  keinen  Schaden. 

5)  Eine  Anleihe  von  1000000  wird  zu  5  Procent  ver- 
zinst und  so  getilgt,  dass  halbjährlich  50000  abgetra- 
gen werden.  Die  Anleihe  soll  in  eine4procentigegleich- 
werthige  umgewandelt  werden.  Wie  gross  ist  der 
Nennwerth  der  umgewandelten  Anleihe?  Wie  gross 
ihr   Curs? 

Auflösung.     Die  Anleihe  wird  in  ""^AÄnTT"  =  20  Halbjahren 

oder  10  Jahren  getilgt  sein.  Da  Tilgung  und  Verzinsung  halb- 
jährlich geschieht,  so  kommt  die  Gleichung  No.  7)  und  No.  8)  §.  47. 
zur  Anwendung.  Man  hat  daher  ir=  1000000,  24  =  50000, 
Pj  =2,5,   ^1=2,   w  =  10  in  No.  8)  zu  setzen.     Nun  ist: 

jT. 0,0/^1  =  1000000.0,025  =  25000,  ^^^  =  ^5^^ =62500. 
iS^o  ^>>'d  wegfallen,  da  n  keinen  Bruch  enthält.     Hieraus  wird: 

K^  =  (25000  +  50000  -  62500)  ^""oo|""-  +  ^^^^ 

=  12500.16,3514333  +  1250000.0,6729713 
=  204392,9168  +8141214,1662, 

6)  Kl  =  1045607,083. 
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Der  ;Neii 
vierproce 
Der  Cura 

nwerth    stellt    sich    auf  1045(107.08    und    es    sind    1043ti 
ntlge    Schuldscheine    zu    100    statt    lOOÜO    auszugehen, 
beatimnit  sich  zu: 

7) 

100.1000000     ^.„„.^., 
^        1045U07.O8        »S-63822, 

Ig  100000000=8,0000000 
lg  1045607     =6,011lUö85 

N.  1,'.IÖ06315  =  !I5,63S22. 

Es  konii 
statt    10(1 

ea,   wenn    10456  Schuldscheine  im  Curse  von  95,63.... 
ausgegeben  werden,    10456,0708.95,63822=1000000 

in  Casse. 

Vergleicht  nij 
diesem  und  dem 
selben  Anleihe  in 
dener  Verzinsung 
rar  die  "' 


lun  die  Nennivertbe  und  Curse,  .vekhe  in 
»eu  Paragraphen  für  die  Verwandlung  der- 
3  ^leichwerthige  vierprucentige  hei  verschle- 


the 


ind  Tilgung  i 


hei  jährlicher  Verzinsung  und  Tilgung; 

hei  halbjährlicher  Verzinsung  und  jährlicher  Tilgung : 

bei  halbjährlicher  Verzinsung  u.  halbjährlicher  Tilgung  : 

Die  Curse  stellen  sich  so: 
bei  jährlicher  Verzinsung  und  Tilgung: 
bei  halbjährlicher  Verzinsung  und  jNhrlicher  Tilgung: 


I   ergibt  sich 

1047227,609, 
1047630,773, 
1045607,083. 

05,4902% 
95.45349, 


bei  balbjährlicber  Verzinsung  und  halbjährlicher  Tilgung :  95,63821 

Hieraus  zeigt  sich,  dass  die  balhjährlicbe  Tilgung  und  Ve 
zinsung  die  vortheilhafleste  ist,  dass  hierauf  die  jährliche  Tilgung^ 
und  Verzinsung  folgt  und  die  halbjährliche  Verzinsung  und  jät^ 
liebe  Tilgung  die  ungünstigste 

I   beiden  Zinsffissen  und  dann  haupi^ 


sächlich  V 


den 


Curs. 

8)  Ein 


ängt» 

r  Tilgungszeit  : 


Dauer  verminJert 
folgendem  Falle  verdeutlicbei 


fünfproeer 
liehe   gteic 


getilgt  ui 

wandelt    «erden.     Welche, 

ches  der  Curs? 

Auflösung.  Die  Anleihe 
Da  hier  die  Gleichung  No.  2)  ^ 
hat  man  dort: 


Anleihe 

i.btragssi 
■erthige. 


soooooo 

■n    von    lOOOO^ 
irocentic 
nwerth?     Wel- 


wird    in   90  Jahren    getilgt   sein. 
47.    zur   Anwendung   kommt,    so' 


'':^ 
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jr  =  6000000,    /l  =  100000,   p  =  5,    9  =  4,   n  =  50, 

jr. 0,0/^=5000000. 0,05=250000,    ^J?=^*^=125000 

zu  setzen  und  man  erhält  für  den  Nennwerth: 

1  —  I  04-*<>     50 .  125000 
9)         jr,  =  (350000  -^  125000)  ^JJ—  +  ^^^^ 

=225000 .21,4821846  +  6250000 . 0,1407126 
=4833491,6388....  +  879453,8437 
=5712945,2825.... 

Der  Curs  bestimmt  sich  hieraus  zu: 

^     100.5000000      e^^„,,«, 
^0)  ^=5712945:38:- =  ^^'^2054, 

Ig  500000000  =  8,6989700 

Ig  5712945         =  6,7568600 

N.  1,9421100  =  87,52054. 

Die  früher  behandelten  Fälle  in  diesem  und  dem  vorigen  Para- 
graphen beruhen  auf  den  gleichen  Elementen.  Ihr  Curs  stellt 
sich  viel  höher.  Der  Grenzwerth,  welchem  sich  der  Curs  nähert, 
findet  sich,  wenn  man  zur  ewigen  Rente  übergeht.  In  diesem 
Falle  hat  man  in  No.  2)  §.  47.  n=Qc,  und  da  bei  einer  ewigen 
Rente  keine  Tilgung  erfolgt,  ^1  =  0  zu  setzen.  Es  ergibt  sich 
hieraus : 

und  der  Grenzwerth  des  Curses  bestimmt  sich  durch  das  Verhält- 
niss  der  Zinsfüsse  g:p,  wie  diess  sein  muss,  denn  der  Curs 
einer  5procentigen  Rente  stellt  sich,    wenn  sie  in  eine  4procen- 

tige  reducirt  wird,   auf  C=-^-m — =:80. 

Die  Grenze  des  Nennwerthes  einer  Rente  ist  in  dem  genann- 
ten Falle  nach  No.  2)  §.  47. : 

12)  Ki  =  Kß, 
oder,    wenn   100  statt  K  geschrieben  wird, 

13)  iri  =  100.^, 

9 
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eine  4proceiitige  ßenle 
m  100  ein  Rentenkapital 


itliches  Moment  fQr  die 
getiteltt  werden,  je  iKn- 


.    Staat,    der  eine  Sprocentige 
indell,  hat  Tür  jeden  Schuldschein 
von   jr,  =  100.J  =  is  zu   notiren. 

Der  Stand  des  Curses  ßibt  ein  wi 
Speeulation  ab.     Er  kann  um  so  nietler 

ger  die  TilgnngSEeit  dauert.  In  diesem  Falle  wird  fjerade  die 
Speculation  am  meisten  angereiht  werden,  da  sich  im  glücklichen 
Falle  der  Gewinn  durch  die  baldige  Heini/ahhmg  im  vollen  VVerthe 
steigert.  Papiere  von  geringer  Tilgun!>szeit  eignen  sich  hierzu 
weniger. 

g.  52. 

Fortsetzung. 

1)  Eine  Anleihe  von  10000000  soll  mit  4  Procent 
verzinst  und  durch  gleiche  Jah  resnahlungen  in  30  Jah- 
ren getilgt  werden.  Bei  Uebernahme  dereelbeii  wird 
verlangt,  dass  sie  in  eine  gleich  werthige  3,5procentige 
umgesetzt  werden  eoll.  Welches  ist  der  Nennreerth 
der  umgewandelten  Anleihe?    Welches  der  Curs? 

AuflÜEung.  Man  hat  nach  §.  4'J,  zuerst  die  Grösse  der 
jährlichen  Zahlungssummen  Ij  in  dem  Zinsfusse  4  festzustellen, 
und,  wenn  diese  geschehen  ist,  sie  in  gleichwerthige  bei  dem 
Zinsfuss  3,5  umzusefzen.  Geschieht  die  Tilgung  und  Verzinsung 
jährlich,  80  hat  man  Nt>.  3)  §.4!!.  anzuwenden  und  Ä-z  JQOOOOOO, 
^  =  4,  9  =  3,5  und  n  =  30  zu  setzen.  Hieraus  ergibt  sieb  Tot* 
gender  Nennwerth  r 

0,04         l_l,035-»" 


K,  =]  0000000. 


1-1,04-= 


0,035 


17,2920333" 

Ig  10000000   =z  7,0000000 

Igl8,3ö-20464=1,264630I 

8,2646301 

lg  17,2920333=1,2378461 

N.  7,0267840  = 


Der  Curs  bestimmt  sich  nach  No.  8)  §. 
„       „     ..-..  1-1.04-"         0,035 


_         17.»2033}J 
''""•18.3920454)1 
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Ig  l729/2ft333 = 3,2378461 

Ig  18,3920454=1,2646301 

N.  1.9732160  =  94,01908. 

4)  Die  in  No.  1)  genannte  Anleihe  soll  unter  densel- 
ben Vocaussetzungen  durch  gleiche  halbjährliche  Zah- 
lungssummen getilgt  werden.  Welches  ist  der  Nenn- 
werth  und  Curs  der  ums^ewandelten  Anleihe? 

Um  diese  Aufgabe  zu  losen,  hat  man  No.6)§.  49.  anzuwenden 
und  j9|  ==2,   9i  =  1,75  zu  setzen.     Hiernach  erhält  man : 

0,02         1—1,0175-60 


5)  Är,  =  l 


III 


1  — l,02-«o-       0,0175 
=  10000000.  »4  7fiflsftfi7  ^^  10633784, 

Ig  369639855  =8,5677785 

Ig  34,7608867  =  1,5410909 

N.  7,0266876  =  10633784 , 

und  es  ergibt  sich  ein  Vortheil  gegen  den  vorhin  gefundenen  Nenn- 
werth,  der  sich  jedoch  als  unbedeutend  herausstellt,  aber  auch 
nur  nominell  ist,  denn  in  Wirklichkeit  hat  der  Staat  für  die  um- 
gewandelte Anleihe  bei  jährlicher  Verzinsung  und  Tilgung: 

_      10000000.0,04     .^^«nno 
L  =  — JT:7i;04-3ö~  =  578300,9, 

und  bei  halbjährlicher: 

_J00O00OO.O,O2 
^        1  —  1 02-6<J^     207079,6, 

also  weniger  als  die  Hälfte  der  jährlichen  Summe  zu  zahlen,  und 
der  Vortheil  ist  in  Wirklichkeit  grösser. 

Der  Curs  bestimmt  sich  aus  §.  49.  No.  9) : 

6)    C-100  \=1^-  0>^75        _  34,7608867 

o;    c^  luu.       Q^^^       .  ^  _  i,oi75-«> ""  ^""•36,9639855 

=  94,03996, 

Ig  3476,08867  =  3,5410909 

Ig  36,9639855  =  1,5677785 

N.  1,9733124  =  94,03996. 

Soll  aber  die  obige  Anleihe  in  50  Jahren  durch  gleiche  Zah- 
lungsleistungen  getilgt  und   zu   dem  Ende  in   eine  3,5procentige 
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Terwaiiilelt  nerden,  so  ist  bei  jährlicher  Verzinsung  i 
Her  Nennwerlh  aus  No.  3)  g.49.: 


0,04         1-1,035-' 


'■1— l,04-»>" 
,  23,4536179 


id  Tilgung 


Der  Cnrs  bestimmt  sich,    wemi    gleichfalls 
Rechnung  abgesehen  wird; 

»)      C_iuu.       y^j^       ■  1-1,035-' 


0,035 
10918640 

Ausführung   der 


=  100 


21,48'21846 


Geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung  durch   gleiche  Halbjahres- 
zahlungen, so  stellt  sich  bei  der  Umwandlung  der  Nenmverth  auf 

1—1,0173-»«'         0  02 
9)  ,.  =  10000000.— j-g^—.^^^jpnö 


Der  Curs  stellt  sich  in  diesem  Falle 


43,09835161 
47,06i4730l 


1,37881. 


Hier  erscheint  der  Nennwerth  der  halbjährlichen  Tilgung  (No.9)) 
grösser,  als  der  bei  jährlicher  (No.  7)).  Diess  ist  aber  in  der  That 
nur  nominell,  denn  die  jährlichen  Zahllingssummen  für  die  redu- 
cirte  Anleihe  betragen  in  Wirklichkeit: 


Z:^ 10000000.  j 
die  halbjährlichen : 

£-,  =  10000000. 


0,04 
-  1,04-» 


-1,02- 


=465502.1 , 


^  232027,5 


also  weniger  als  die  Hallte  der  jährlichen.  Daher  isl  die  letete 
Tilgungsneise  in  der  Wirklichkeit  vortheilhafter,  wenn  auch  der 
Nennwerth  etwas  hüher  erscheint.  Hiermit  stimiut  das  zu  No.  9) 
Gesagte  übe  rein. 


tier  ptfifUsr^en  Ariihmfiffi. 


Vergleiehuni;  der  Wertbe  de 


rü8 


Anleihen  unter 
nd     verschieden 


,  Werden  aur  Anleihen,  die  nach  einem  bestimmten  Tiigangs- 
plan  in  einem  gegebenen  Zinslusne  );etili;t  nerden  sollen,  Ange- 
bote mit  verschiedenen  Cureen  und  Zinsfi'issen  gemacht,  so  han- 
delt es  eich  darum,  anzugeben:  Welche«  das  vorlhoilhafteste 
Anerbieten  sei?  Die  Eeantivortuns?  dieser  Frage  liitlt  mit  der  Auf- 
gaber zuKantnien,  die  Wertbe  der  Anleihen  hei  verschiedenen  Cut- 
seu  und  ZitisrCisseii  mit  eiiunder  zu  vergleichen. 

Aus  den  bisherigen  IVlittheilungen  leiten  sich  zur  Beantwor- 
tung der  vorstehenden  Frage  folgende  Methoden  ab: 

a)  Man  bestimme  zuerst  die  INenuwerllic,  welche  entstehen, 
wean  die  l'ragliche  Anleihe  in  eine  ßleich>verlhige  für  jeden 
zelnen  ZinaCuss  der  verschiedenen  Anerbieten  verwandelt  « 
ferner  berechne  man  aus  den  angeljotenen  Cnrsen  die  Nennnertbe, 
welche  erfordert  werden,  um  die  ausgebolene  Anleihe  zu  verwirk- 
lichen; dann  vergleiche  man  die  zwei  zusammengehürigeo  Menn- 
werthe  eines  und  desselben  Anerbietens.  Die  hieraus  sich  erge- 
benden Unterschiede  werden  über  das  vort heilhaft este  Anerbieten 
entscheiden. 

b)  Man  bestimme  die  Grüsse  der  jährlichen  Zahlungssummen, 
die  erforderlich  sind,  um  die  Anleihe  nach  dem  gegebenen  Til- 
gungsplane zurückzuzahlen,  und  vergleiche  diese  Wertbe  unter 
einander.  Der  niederste  Werth  wird  das  vortheilhafteste  Aner- 
bieten bezeichnen.  Hicltei  wird  genügen,  nur  eine  Jahreszahlang 
aus  den  verschiedenen  Anerbieten  zu  bestimmen,  da  alle  übrigen 
bei  demselben  Tilgungsplane  unter  sieb  in  dem  gleichen  Verhält- 
nisse sieben. 

c)  Man  bestimme  die  Cursiverthe,  irelche  sich  für  die  aus- 
gebotene Anleihe  ergeben,  wenn  sie  nach  den  vorliegenden  An- 
geboten in  eine  gleichwerthige  für  die  vorgeschlagenen  Zinsfiisse 
vernandelt  wird,  und  vergleiche  sie  mit  den  angebotenen  Cursen. 
Aus  den  sich  ergehenden  Differenzen  wird  eich  auf  das  vortheil- 
hafteste Anerbieten  echliesseu  lassen,  denn  der  hühere  Cure  ist 
Tortheilhafter,  als  der  niedrigere. 
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Wir  wenden  uns  nun  zu  Anwendungen  und  wShIen  hierbei 
die  Tilgung  der  Anleihe  durch  gleiche  Zahlungssummen«  weil  diese 
die  Rechnung  erleichtern. 


§.  54. 

Anwendung  der   in  §.  53.  angegebenen   Methoden. 

1)  Ein  Staat  will  eine  Anleihe  von  lOOOOOOO  machen, 
die  in  gleich  grossen  jährlichen  Summen  innerhalb  50 
Jahren  getilgt  werden  soll  und  zu  5  Procent  al  pari 
ausgeboten  wird.  Folgende  Angebote  zur  Debernahme 
werden  gemacht: 

A  übernimmt  die  Anleihe  als  eine  495procentige  im 
Curse  von  92,5  statt  100; 

B  übernimmt  sie  als  eine  4procentige  im  Cursa  von 
'85  statt  100; 

C  übernimmt  sie  als  eine  3»5procentige  im  Curse  von 
78  statt  100  und 

D   als   eine  3procentige  im  Curse  von  71  statt  100. 

Welches  ist  das  vortheilhafteste  Anerbieten? 

Auflösung  nach  der  ersten  Methode  für  das    Anerbie- 
ten von  A. 

Der  Nennwerth  der  fraglichen  Anleihe  bestimmt  sich,  wenn 
sie  in  eine  gleichwerthige  4,5procentige  umgesetzt  wird,  nach  No.3) 
§.49.  bei  jährlicher  Tilgung: 

i/^AAAmm  l  —  l,045-«>         0,05 

2)  K,  =  10000000 .  — g^öjg \=YM^ 

=  10000000 .  i|SS=  10824980, 

Ig  10^ .  19,7620078  =  8,2958311 

lg  18,255925  =  1,2614039 

N.  7,0344272=  10824980. 

Bietet  A  92,5  statt  100  bei  4,5  Procent,    so  braucht  der  Staat 
ein  Kapital,  dessen  Nennwerth  sich  zu 

3)  ^=100J|00000^j^j^3,^3 
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berechnet.    Aus  der  Vergleicbang  mit  No.  2)  ergibt  sich  hieraus 
ein  Vortbeil  für  den  Staat  von 

4)  F  =  10824980  — 10810810  =  14170. 

Anflosung  für  das  Anerbieten  von  B. 

Wird  die  Anleihe  in  eine  gleichwerthige  4procentige  umge- 
setzt, so  ist  der  Nennwerth: 

5)  K,  =  looooooo.^J^.y::^®^ 

^,0000000.?^||^  =  11767230, 

IglO^. 21,4821846=8,3320783 

Ig  18,2559255        =  1,2614039 

N.  7,0706744  =  1 1767230. 

Da  A  bei  4  Procent  85  statt  100  bietet,  so  br.iucbt  der  Staat  zur 
Deckung  seines  Bedürfnisses  ein  Kapital  im  Nennwerthe  von 

6)  £,=  »«0J^-50201?=„764705.88.... 

Aus  der  Vergleichung  mit  No.  5)  ergibt  sich  ein  Vortbeil  von 

7)  F  =  11767230  —  1 1764706  =  2524. 

Auflösung   für  das  Anerbieten  von  C. 

Wird  die  Anleihe  in   eine  gleichwerthige  3,5procentige  ver- 
wandelt, so  ergibt  sich  für  dieselbe  ein  Nennwertb  von: 

8)  K^^iQQQQQ^^.^^^^^^.^^-^ 

=,10000000.|^g=  12848225. 

Ig  10^ .  23,4556179  =  8,3702470 

Ig  18,2559255        =  1,2614039 

N.  7,1088431  =  12848225. 

Da  C  78  statt  100  bei  3,5  Procent  anbietet,  so  braucht  der  Staat 
zur  Deckung  seines  Bedürfnisses: 

9)  ^^10000000.100^^^^^,^3^ 
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Es  ergibt  sich  daher  ein  Vortheil  von 
10)  F=  12848225— 12820513=27712. 

Aaflusung  für  das  Anerbieten  von  D. 

Wird  die  Anleihe  in  eine  gleichvrerthige  3procentige  venvan- 
delt,  so  ist  ihr  Nennwerth: 

1  —  1  03— M         0  05 

11)         i:,  =  10000000,     o;o3     >nri^^5 

=  1 0000000 .  SSs  ==  ^^093920 , 

Ig  10^ .  25,729764  =  8,4104357 

Ig  1 8,2559255       =  1,2614039 

N.  7,1490318  =  14093920. 

Bei   dem   Anerbieten   von    71    statt   100    bedarf   der   Staat    zur 
Deckung  seines  Bedürfnisses  ein  Kapital,  dessen  Nennwerth 

MT      100.10000000     ,,^o.^/.^n. 

12)  Äi  = Yy =  14084607,04 

ist.    Es  ergibt  sich  daher  ein  Vortheil  von 

13)  F=  14093920  —  14084507=9413. 

Die  gemachten  Anerbieten  ordnen  sich  daher  in  folgender  Weise: 
das  Anerbieten  von  C  gewährt  einen  Vortheil  von  27713, 

«9  j>  »      A  ,,  „  „  yy        14X/Ü, 

9413, 
„    2524. 


>» 

A 

» 

D 

99 

B 

99  »»  »        "-^  »»  M  99  » 

>J  »>  »J         "  99  >»  *» 


Auflösung  der  Aufgabe  nach  der  zweiten  Methode. 

Soll  eine  Anleihe  von  10000000  jährlich  durch  gleich  grosse 
Summen  bei  5  Procent  in  50  Jahren  getilgt  werden,  so  ist  die 
jährlich  zu  zahlende  Summe: 

16)  L  =  10000000.  j3:j^g5=547767,4. 

Ig  10000000    ±=7,0000000 

Ig  18.2559255  =  1,2614039 

N.  5,7385961  =647767,4. 

Anerbieten  des  A.    Bei  einem  Curse  von  92,5  statt  100 
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bedarf    der  Staat   nach   No.  4)    ein  Kapital    im   Nennwerthe   von 

10810810,8 und  muss  diese  Summe  zu  4,5  Procent  verzinsen 

und  tilgen.    Die  jährliche  Zahlungssumme  beträgt  hierfür: 

16)  L=  10810810,8.  x-im-^^^WM^ 

Ig  10810810,8  =  7,0338583 

Ig  19,7620078  =  1^958311 

N.  5,7380272  =  547050,25. 

Anerbieten  des  B.  Bei  einem  Anerbieten  von  85  statt  100 
für  den  Zinsfuss  4  bedarf  der  Staat  zur  Deckung  seines  Bedürf- 
nisses nach  No.  6)  die  Nominalsumme  11764705,88.  Um  diese 
Summe  in  50  Jahren  bei  4  Procent  zu  tilgen,  ist  die  jährliche 
Summe  nöthig: 

17^      i-ii7fii7m  _-22?L        11704705.88        . 

17)  L=\  1764705 .  i_2  04-»»      -21,4821846  ="  847649.6 , 

Ig  11764705    =7,0705811 

Ig  21,4821846  =  1,3320783 

N.  5,7385028  =547649.6. 

Anerbieten  des  C.  Der  Staat  bekommt  78  statt  100  und 
bedarf  daher  nach  No.  9)  die  Nominalsumme  1 2820512,82..;:  Diese 
hat  er  in  50  Jahren  bei  3,5  Procent  zu  tilgen.  Die  jährliche  Zah- 
iong  beträgt  hleför: 

1«^     1       19«>n^lo«        Ö'^^       _  12820512,8 

Ig  12820512,8  =  7,1079054 

Ig  23,4556179  =  1,3702469 

N.  5,7376585=546586,0. 

Anerbieten  des  D.  Statt  100  bekommt  der  Staat  71  und 
braucht  daher  zur  Deckung  seines  Bedürfnisses  die  Nominalsumme 
14084507,04  nach  No.  12).  Diese  Summe  hat  er  in. 50  Jahren  zu 
3  Procent  zu  tilgen.     Die  jährliche  Summe  hiefür  beträgt : 

,m    r       i..nQi»i#V7n.         0,03  '14084507,04      ^,^,^,  ^ 

19)  L=  14084507,04. iz:|;ö3-äö=  25,7297^0=^^^^^'^' 

Ig  14084507,0=7,1487417 
lg  25,7297640  =  1,4104357 


! 


N.  5,7383060=547401,5. 

Theil  XXX Vn.  11 
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Nach  dieser  Auflösung  ordnen  sich  die  Anerbieten  wie  folgt. 
Die  jährliche  Ausgabe  beträgt 

bei  dem  Anerbieten  des  C:    546586 

„  A:  547050,2 
D:  547401,5 
B:    547649,6 

bei  vollem  Werthe:  547767,4. 


9>  99  J»  99 


Auflösung  der  Aufgabe  nach  der  dritten  Methode 
des  §.53.  für  das  Anerbieten  des  A.  Wird  die  5procentige 
Anleihe  in  eine  gleichuerthige  4,5procentige  verwandelt,  so  ist 
ihr  Curs  nach  No.  8)  §.  49. : 

o^^    #--imIllM^°         0.045  100.18,2559^255 

£0)    c-iuu.       ^^^        1-1,045-»«—     19,7620078 

=  92,379, 

wie  sich  leicht  aus  den  Werthen  von  No.  2)  berechnet.     A  bietet 
92,5.    Hieraus  ergibt  sich  ein  Vortheil  von 

21)  V  =  92,5  ~  92,379  =  0,121. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  durch  Anwendung  der  Glei- 
chung No.  4)  §.  46. 

Anerbi,eten  des  B.  Der  Curs  der  vorstehenden  Anleihe, 
wenn  sie  in  eine  gleichwerthige  4procentige  verwandelt  wird,  be- 
stimmt sich  zu: 

c)o^     #--inn  l-l^OS"^        0,04       _  100. 18,2559255 
zji;     c— luu.      QQg       •l^l,04-«>—     21,4821846 

=  84,98)7. 
B  bietet  85.    Hieraus  ergibt  sich  ein  Vortheil: 

23)  F=  85—84,9817  =  0,0183. 

Anerbieten  des  C.  Der  Curs  für  die  Anleihe,  wenn  sie 
in  eine  3,5procentige  umgesetzt  wird,  bestimmt  sich  zu: 

ö^iN    ^-inn  1-J>05-^^        0,035  100.18,2559255 

24)  C-lUU.      Q(jg       •  1— l,035-*o—     23,4556179" 

=  77,8318. 
C  bietet  78.     Der  Vortheil  ist  daher: 

25)  F  =  78  -  77,8318  =  0,1682. 
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Anerbieten   von    D.     Der  Curs  für  die  Anleihe,    wenn  sie 
in  eine  3procentige  veruandelt  wird,    bestimmt  sich  zu: 

^.     r»—  1  An  ^— ^05-<><*        0,03       _  100.18,2559255 
£0)    c  — luu.      Q^^g       '1  — l,03-«ö-     25,729764Ö~ 

=  70,95261. 

D  bietet  71.     Hieraus  ergibt  sich  ein  Vortheil  von: 

27)  F = 71  —  70,95261  =  0,04739. 

üiernaeh  ordnen  sich  die  Anerbieten  in  folgender  Weise.: 

Anerbieten  des  C:  0,1682, 

A:  0,121, 

D:  0,0473, 

B:  0,0183. 


>»  »» 


•>  >> 


»5  ,5 


Vergleicht  man  nun  die  auf  die  drei  Methoden  gefundenen 
Resultate,  so  fuhren  sie  sä'mnitlich  zu  derselben  Aussage,  dass 
C  das  vortheilhaftesfe  Anerbieten  mache.  Die  beiden  ersten  Me- 
thoden heben  das  Resultat  stärker  hervor,  als  die  dritte.  Sie 
empfehlen  sich  daher  als  die  zweckmassigeren. 

Da  namentlich  die  Cursbestimmung  der  Staatspapiere  eine 
praktische  Bedeutung  hat  und  der  Zinsfuss  5  oder  4,5  bei  ihnen 
an  der  Börse  durchschnittlich  als  Basis  dient,  so  soll  noch  fol- 
gender Fall  hier  betrachtet  werden,  wobei  jedoch  nur  das  Resul- 
tat der  Rechnung  angegeben,  die  Zwischenrechnung  aber  der 
KOnse  wegen  übergangen  wird. 


§.  55. 

Fortsetzung. 

1)  Eine  Anleihe  von  10000000  soll  zu  4,5  Procent  auf- 
genommen und  in  50  Jahren  durch  gleiche  Jahreszah- 
lungen getilgt  werden.  Sie  wird  al  pari  ansgeboten. 
A  bietet  92  statt  100  bei  4  Procent;  B  84,5  statt  100  bei 
3,5;  C  77  statt  100  bei  3  Procent.  Welches  ist  das  vor- 
theilhafteste  Anerbieten? 

Auflosung  nach  der  ersten  Methode  ffir  das  Aner- 
bieten von  A.  Wird  die  Anleihe  in  eine  gleich werthige  bei 
4  Procent  verwandelt,  so  bestimmt  sich  der  Nennwerth  zu: 

11* 
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1 1  04-*o         0  046 

2)  AT,  =  10000000. i-g^    i_"i045-»o 

=  10000000 .  jJ^IS  =  ^0^0^^- 

■ 

Der  Staat  bedarf  zur  Deckung  seines  Bedürfnisses  die  Nominal- 
sunime: 

3)  iS,  =  »QQ'yQgQ  =  10869565,2. 

Hieraus  ergibt  sich  ein  Vortheil  von 

4)  V=  10870440— 10869565 =875. 

Anerbieten  des  B.  Für  die  Umwandlung  der  Anleihe  in 
eine  gleichwerthige  3,5procentige  ergibt  sieb  ein  Nennwerth  von 

1 1,035—00         0,045 

5)  Äi  =  10000000.       g^gg         l~l',045-«> 

93  4ßW17Q 

=  10000000.  g;g|g|  =  11869050. 
Der  Staat  bedarf  bei  dem  Anerbieten  des  B  die  Nominaisurame  von 

6)  A,=  ^^'y»Q=11834319,5. 

Es  ergibt  sich  ein  Vortheil  von: 

7)  Vz=z  11869050  — 11834320= 34730. 

Anerbieten  des  C.  Der  Nennwerth  der  Ankibe,  wenn  sie 
in  eine  gleichwerthige  Sprocentige  umgewandelt  wird,  bestimmt 
sich  zu: 

8)  i8:,  =  10000000.  ^l§=^.j,-^„ 

=  »«^'««^-|Sg  =  13019810. 
Der  Staat  bedarf  bei  dem  Anerbieten  des  C  die  Noroinalsumme  von 

9)  i^=15oj^ooooo^j,,^„^2^^ 

Der  sich  ergebende  Vortheil  ist: 

10)  r  =  13019810  - 12987013  =  32797. 

Es  ordnen  sich  die  Anerbieten  in  folgender  Weise: 
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Anerbieten  des  ß  bei  3,5  Proc:    34730, 

C    „    3  „        32797, 

A    ,,    4  ,,  875. 
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Auflusung  nach  der  zweiten  Methode  durch  Verglei- 
chang  der  jährlichen  Tilgungssommen. 

Zur  Tilgung  der  Anleihe  im  vollen  Wertbe  wird  folgende  jähr- 
liche Summe  erfordert: 

Anerbieten   des  A.    Zur   Tilgung  der  Anleihe   nach  dem 
Anerbieten  des  A  bedarf  der  Staat  jährlich  folgender  Summe: 

12)  L = 10869565,2 .  i^iq^^so  =  21  4821846  ~  "^^^^^ö- 

Anerbieten    des    B.     Hieför    bedarf  der   Staat   folgender 
jährlichen  Summe: 

11^    T     iimütpn        "-"^^        ,11834319,5 

13)  L=  11834319,5.  j     j^3g_,o=233ö56179=^®^^^'^- 

Anerbieten  des  C.     Der  Staat  bedarf  hiebei  jährlich  fol- 
gender Summe: 

14)  L=  12987012.98.  j^^-ri55=|g^^=  504746,8. 

Hiernach  ordnen  sich  die  jährlichen  Zahlungssummen  in  fol- 
gender Weise.    Der  Staat  bedarf  jährlich  bei  dem 

Anerbieten  des  B  bei  3,5  Proeent:  504540,9, 

C    „   3  „  504746,8, 

A    „    4  „  505980,6, 

im  vollen  Betrage  bei  4,5        „  506021,3. 

Auflösung  nach  der  dritten  Methode  durch  Verglei- 
chang  der  Curswerthe. 

Anerbieten  des  A.     Der   Curs   bestimmt  sich   durch   Um- 
setzung der  Anleihe  in  eine  gleichwerthige  4procentige  zu 

^K^  inn  1  — 1>0^^"*^         Q^»^ 100.19,7620078 

15)  C-lüü.       Q^^g        •l-l,04-«>'"     21,4821846 

=  91,9923. 
A  bietet  den  Curs  92  an.    Der  Vortheil  beträgt: 


99  99 

99 


Ifi) 

r='.i-2 

-91,9933=0,0077. 

Anerbieten 
lung  der  Anleihe 

des  B. 
in  ein*  3 

Der  Curs  stellt  «ich  Lei  der  0 
5]>rocenlige  zu: 

C=100.- 

-1,045- 
0,045 

0.035            100.19,7620078 

17) 

'l-LOSS-«-     23,4356179 

=  84,29158. 

Der  V 

rtheil  ist. 

da  B  de 

n  Curs  84,5  bietet; 

18) 

1^=84,5 

—84,29158  =  0,20842. 

Anerbieten 
lang  der  Anleihe 

des  C.     Der  Curs  stellt  sich  bei  der  ü 
in  eine  3procentige  zu: 

,<,)     c=100.*-^ 
=  76,8060. 
3  bietet  den  Curs  77. 
20)  V 


Der 


Vortheil  ist: 

-76,8060  =  0.194. 


100-19.7620076  j 

-     25,7297640  ■ 


Hiernach  ordnen  s 
wie  früher.     B  im 


cht  de 


gemachten  Anerbieten  in  deräelben  Weise 
i  vorthellhaßeste  Anerbieten. 


Die  Tilgung  der  Staatsanleihen  umTasHt  in  der  Regel  kei 
lungern  Zeitraum  als  50  Jahre.     Nur  bei  Eisenbahn-Anleihen  kom- 
men Tilgnng.«pläne  von  längerer  Dauer  (bis  zu  90  und  100  Jahren) 
vor.     Daher    sind   die   in    dieaent   und   dem    vorigen    Paragraphen 
gefaridenen  Resultate  geeignet,  im  Allgemeinen  a\n  Anbaltpnnktö 
bei  Beiirtheilang  des  Werthes  der  Papiere,    die   in   irgend    c 
niederri   Zinsl'uss   (9)    verzinst  werden,    und    Ibrer   Curswertfa 
dienen,    wenn  hiebe!  der  Zitisluss  5  oder  4,5  als  Basis  der  Vet^ 
ziosung  betrachtet  wird.    IMit  Abnahme  der  Tilgungozeit  bebt  sieb 
der  Curs.     Bei  dem  Schluss  derselben  geht  er  in  den  vollen  Wertb 
über.     Nimmt  man  nun  das  Scblussjahr  der  Tilgiingszeit  (also  ein^ 
Tilgnngs/eit  von  einem  Jahre)  in  die  Betrachtung  auf,  so  hatmi 
zur    Bestimmung    de»  Curswerthes    eines    q   Procente    tragend) 
Schuldscheines  von  100  in  Beziebi^ng   auf  den  Zinsfoss  p  tut  d 
Dauer  eines  Jahres  folgende  Formel: 


■21) 


raphen  gefundei 


t'  =  100 


l.Oy 


it^selbe  und  di 
n  Resultate. 


in  diesem  u 
o  erhültman 


n  Para- 
immsD- 


der  po/UiscAen  Arithmetik, 
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stelluDgy  worin  die  Cursvvertbe  der  in  verschiedeoen  Zinsfussen 
zu  verzinsenden  Papiere  für  die  Tilgungsdauer  von  einem  und 
von  50  Jahren  und  einer  ev^igen  Rente  auf  den  Zinsfuss  5  und 
4,5  bezogen  sind. 

Wenn  der  Zinsfuss  5  als  Basis  der  Verzinsung  dient: 

Curswerth  jFar 


Zinsfuss. 


die  Tilgimgszeit 
von  1  Jahr 

(Schlussjahr  der 
Tilgung). 


Curswerth   für 
eine  Tilgungs- 
zeit von  50 
Jahren. 


Curswerth 

einer   ewigen 

Rente. 


4,5 
4 

a,5 

3 


99,6238 
99,0479 
4J8,57]4 
98,0952 


92,379 
84,9817 
77,8318 
70,9526 


90 
80 
70 
60 


Wenn  der  Zinsfuss  4,5  als  Basis  der  Verzinsunc:  dient: 


4 

«9,5215 

91,9923 

88,8888 

3,5 

99,1387 

84,2915 

77,7777 

3 

98,5645 

76,8060 

66,666 

§.  56. 
Die  grossberzoglicb  badiscbe  Anleihe   vom  Jahre  1842. 

Da  es  hauptsächlich  darauf  ankommt,  die  Art  und  Weise  ken- 
nen zu  lernen,  wie  die  Werthberechnung  der  Staatsanleihen  durch- 
zuführen ist,  so  wählen  wir  hiezu  die  grossherzoglich  badiscbe 
Anleihe  vom  Jahre  1842  im  Betrage  von  12  Millionen  Gulden  und 
die  königlich  preussische  vom  Jahre  ]859  im  Betrage  von  30  Mil- 
lionen Thaler  zur  nähern  Betrachtung. 

Die  GrOsse  der  «Anleihen  ist  in  der  Regel  gleichgültig,  denn 
es  handelt  sich  hauptsächlich  um  Feststellung  des  Tilgungsplans 
und  des  Curses  und  die  sich  daran  schliessenden  Consequenzen. 
Es  wecden  daher  solche  Summen  gewählt  werden,  welche  die 
Rechnung  erleichtern,  wie  z.B.  10000000,  denn  die  Reduction  auf 
den  wirklichen  Werth  und  Stand  der  Schuld  ergibt  sich  hieraus 
leicht  durch  eine  einfache  Multiplikation.  Win]  nämlich  die  runde 
Zahl  10000000  statt  12000000  oder  jeder  andern  gewählt,  und  wird 
der  Tilgungsfonds,  Stand  der  Schuld  und  Zahlungssumme  hier- 
nach festgestellt,  so  ergeben  sich  die  bezüglichen  Werthe  für  die 
Anleihe  von  12000000  durcb  eine  Multiplikation  mit  1,2  ganz  leicht 


Oettinger:    Weitere  Amführung 


Die    Anrnahme   i?nd    Tilgung    der   liadischen   Anleihe   von    13    | 
MiHioiieii  ist  durch  da»  Gesetz  vom  10.  Sejiteinher  1842  hesliniint. 
Die  hierher  frehürrgen  Bestimmmipen  »mA  folgende: 

Art,  '2.  „Das  Änlehen  ist  durch  den  Verkauf  von  3,5-  od« 
4procei)tigen ,  auf  den  Inhaber  lautenden  uml  von  Seiten  der  Gläu- 
biger unaufkiindbaren  Partial-Ohligatioiieii  zu  machen.  Uie  Zinse 
werden  halbjährlich  bezahlt  und  kütinen  nach  Wahl  der  Cre- 
ditoreii  bei  allen  grosshcrzonliehen  Staatskassen  oder  in  Frankfurt 
hei  dem  damit  betraut  trerdenden  Banquier  erhoben  werden." 

Art.  3.  „Zur  allmäligen  Heimzablung  des  Anlehens  wird  ein 
TilguniiNfiinds  festgesetzt,  der  gleich  im  ersten  .Fahre  wenigstens 
ein  halbes  Procent  des  Kapitals  betragen  und  bis  zur  vnllstän. 
digen  Ueimzahlung  jährlich  mit  sechs  Procent  seines  ßetrage 
wachsen  muss. " 

Die  übrigen  Artikel  enthalten  die  Gewährleistung  der  Schul4 
durch  die  Landstände ,  Bestimmungen  über  Dotirung  des  Tilgungs- 
fonds, und  sichern  dessen  Zablungslabigkeit,  so  wie  die  Durch- 
führung des  mit  den  LandstSnden  hierüber  vereinbarten  Gesetzes. 

Die  Bedingungen,  worauf  der  Caicul  ruht,  sind  hiernach  :  die 
Anleihe  kann  zu  4  oder  3,5  Procent  begeben  werden;  die  Zinse 
iverden  halbjährlich  bezahlt;  die  Tilgung  geschieht  jährlich ;  der 
Tilgungsfonds  beträgt  am  Ende  des  ersten  Jahres  \  und  wächst 
jährlich  um  6  Procent. 

Setzt  man  nun  der  bequemem  Rechnung  wegen  die  Grosse 
der  Anleihe  zu  10  Millionen,  so  kommen  die  Sätze  des  g.  39.  in 
Anwendung.     Die  Tilgungssumme  des  ersten  Jahres  ist  daher: 

1)  Ai  =  10000000.0,005  =  50000. 


lie  des  rten  ist: 

2)  At  =  Ai.  hOw-i  =  50000. 1,06' 

Qie   Griisse  der   am   Ende    des  rten  nd< 


Jahren  gezahlten  Schuld  \ 
3)  G,; 


it  nach  No.  3}  f  2 
^^„„  1,06'^— 1 


Anfang  des   (r  +  l)teil 


Der  8laud    der  Schuld   am  Ende    des  rten    oiler   Anfang   des    fol- 
genden  ist  nach   No.  0)§.:W.: 


Sr=  10000000—50000.- 


der  jwlUischen  ArMmetfk. 
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Die  Anleihe  whd  nach  §.  39.  No.  8)  in 

106« -1       10000000 


5) 


0,06 


50000 


=  200 


44  Jahren  getilgt  sein,    vrie  sich  aus  den  Tafeln   ergibt.    Direct 
bestimmt  sich  die  Tilgungszeit  aus  No.  9)  §.  39.    auf: 


6) 


w= 


Ig  (10000000. 0,06  + 50000) -■  Ig  50000 

Ig  1,06 


_  Ig650000~  Ig  50000  5,8129134  -  4,6989700 
""    0.0253059    "^     0,0253059 


1,1139434 
0,0253059 


44,01911 


Jahre.    Nach  diesen  Prämissen  ergibt  sich  folgende  Zusammen- 
stellung für  die  Art,  wie  diese  Anleihe  getilgt  wird: 


Zahl 

der 

Tilgungs- 

summe. 

Jahre. 

1 

50000 

2 

53000 

3 

56180 

4 

59550,8 

5 

63123,848 

6 

66911,279 

7 

70925,956 

8 

75181,513 

9 

79692,404 

10 

84473,948 

11 

89542,385 

12 

94914,928 

13 

100609,824 

14 

106646,413 

15 

113045,198 

16 

119827,909 

17 

127017,584 

18 

134638,639 

19 

142716,958 

20 

151279,975 

21 

160356,774 

22 

169978,180 

23 

180176,871 

24 

190987,483 

25 

202446,732 

26 

214593,536 

7) 

Grösse  der  getilgten 

Schuld    am   Ende    des 

Jahres   oder  Anfang 

des  folgenden. 


Stand  der  Schuld  am 

Ende  des  Jahres 

oder  Anfang  des 

folgenden. 


50000 

103000 

159180 

218730,8 

281854,648 

348765,927 

419691,882 

494873,395 

574565,799 

659039,747 

748582,131 

843497,059 

944106,883 

1050753,296 

1163798,494 

1283626,403 

1410643,987 

1545282,626 

1687999,584 

1839279,560 

1999636,333 

2169614,513 

2349791,383 

2540778,866 

2743225,598 

2957819,134 


9950000 

9897000 

9840820 

9781269,2 

9718145,352 

9651234,073 

9580308,118 

9505126,605 

9425434,201 

9340960,253 

9251417,869 

9156502,941 

9055893,117 

8949246,704 

8836201,506 

8716373,597 

8589356,013 

8454717,374 

8312000,416 

8160720,440 

8000363,667 

7830385,487 

7650208,617 

7459221,134 

7256774,402 

7042180,866 


^^^^Tö^^^^^      weirtfli'*^Tm!J^^^K^/BÄf*w^^^^^^^^ 

GrßsEi-  der  getilgten                                                         1 

^^H 

TiliningB. 

Schuld    am    Ende    des 

Stimd  der  Sehnld  am 

^^B                      der 

Jaliies  oder  Anfang  äet 

Ende   des  Jahrea   oder 

^^M 

ralgenden. 

Anhing  des  hilgenden. 

^B 

227460,148 

3185288,282 

6814711,718 

^H 

241I17,'»7 

3426405,579 

6573594,421 

^B            -^ii 

256S84,3:i5 

3681989,914 

6318010,086 

^H 

270919,398 

3962900,309 

6047090,691 

^H 

287174,558 

4240083,867 

5759916,133 

^H                   32 

304405,032 

4544488,902 

5455511,098 

^H                   33 

322669,334 

4867158,2.33 

5132841,767 

^B.                31 

342020,494 

5209187,727 

4790812,273 

^K 

362551,264 

6571738,994 

4428261,006 

^H 

384304,339 

5956043,330 

4043966,670 

^H 

407362,000 

6363405,930 

3636594,070 

^H 

431804,356 

6795210,285 

3204789,715 

^B 

457712,617 

7252922.903 

2747077,097 

^H 

485175,374 

7738098.277 

2261901,723 

^H 

514285,897 

8252384,178 

1747615,822 

^H 

545143,051 

8797527,228 

1202472,772                1 

^H 

577851,634 

9375378,862 

624621,138     ^^M 

^H 

612522,732 

9987901,694 

12098,406     ^^H 

^H 

12098,406 

10000000 

^M 

^^V        Da    nan    die    Anleihe    als    eine   4|ir<)een(ige    l)e£;eben     (die   anc^ 

^H         in  eine  3,9|>rocentige  umgewandelt  >verden  kana)^  lialbjälirlicli  ver- 

^^U         zinst  und  jälirlicli   getilfrt   wird,   so  berecliuen  sicli   die  Summen, 

^H          »elclie    in   den   veradiiedeneu'  Halbjaliren    >u    zabJeu   alud,    nach 

^^H         rotgendeu  Formeln : 

^H               8)            Ur-i^Sr-iOMfi     und    iar^Är-l.O,0p,  +  7V. 

^H         Wir  stellen  sie,    um  Hauni  zu  ersparen,  in  tolgeuder  Weise,  ge- 

^H         trennt  von  der  Tabelle  I\o.  7),   zusammeiK 

^B 

^^B 

Halb- 

7,.hl™g.-                                        1 

jähr. 

jahr- 

1 

200000 

"i3~ 

193024,681                  .^^H 

^H 

250000 

14 

26.3950,636               .  ^^^H 

^H 

199000 

15 

191606,162               ,   ^^H 

^H 

252000 

16 

266787,675                  ^^H 

^H 

197940 

17 

190102,532                  ^^H 

^H 

254120 

18 

269794.935                  ^^^H 

^H 

196816,4 

19    1  188508,684              .     ^^^M 

^H 

256367,2 

20   1272982,632                1^^^ 

^^B 

195625,384 

21 

186819,205                  ^^^ 

^B 

258749,132 

22 

276361,590              '    ^^^H 

^H 

194362,907 

23 

185028,357                   ^^H 

^B                                  12     261274,180 

24 
■ 

279943,285                  ^^H 

aer  poliliseken  Arithmetik. 
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Halb- 

Zahlungü- 

IHalb- 

Zahlungs- 

jahr. 

summc.   1  jabr. 

siimme. 

25 

183130,059  58 

387056,223 

26 

283739,882 

59 

126360,202 

27 

181 1 17,862 

60 

397279,597 

28 

287764,275 

61 

120941,814 

29 

178984,934 

62 

408116,372 

30 

292030,132 

63 

115198,323 

31 

176724,030 

64 

419603,354 

32 

296551,939 

65 

109110,222 

33 

174327,472 

66 

431779,556 

34 

301345,056 

67 

102656,835 

35 

171787,120 

68 

444686,329 

36 

306425,759 

69 

95816,245 

37 

169094,347 

70 

458367,509 

38 

311811,305 

71 

88565,220 

39 

166240,008 

72 

472869,559 

40 

317519,983 

73 

80879,133 

41 

163214,409 

74 

488241,733 

42 

323571,182 

75 

72731,881 

43 

160007,273 

76 

504536,237 

44 

329985,453 

77 

64095,794 

45 

156607,710 

78 

521808,411 

46 

336784,581 

79 

54941,542 

47 

153004,172 

80 

540116,916 

48 

343991,655 

81 

45238,034 

49, 

149184,423 

82 

5575-23,931 

SO 

351631,155 

83 

34952,316 

51 

145135,488 

84 

580095,367 

52 

359729,024 

85 

24049,455 

53 

140843,617 

86 

601901,089 

54 

368312,765 

87 

12492,422 

55 

136294,234 

88 

625015,154 

56 

377411,531 

89 

241,968 

57 

131471,888 

90 

12340,374 

Diese  Anleihe  wird  durcli  steigende  Summen  zurückgezahlt. 
Die  beiden  Suminen  des  ersten  Jahres  betragen  450000,  die  des 
20sten  483759,991,  die  des  44sten  637507,576,  die  des  45steu  Jah- 
res die  Restschuld  mit  12098,406  sammt  Zinsen. 

Der  Tilgungsplan  kann,  wie  sich  von  selbst  versteht,  nicht 
in  der  Strenge,  wie  ihn  der  Caicul  vorschreibt,  eingehalten  wer- 
den, denn  die  Schuldscheine  werden  gewöhnlich  in  runder  Summe 
von  wenigstens  100  ausgegeben  und  müssen  daher  auch  in  die- 
sen Summen  zurückgezahlt  werden.  Die  Tilgungssummen  der 
Tabelle  No.  7)  müssen  hiernach  modificirt,  also  zu  einer  runden 
Summe  von  100  ergänzt  oder  vermindert  werden.  Dadurch  wer- 
den auch  die  Zahlungssummen  in  No.  9)  in  etwas,  aber  nur  unbe' 
deutend  geändert,  so  dass  der  Tiigungsplan  im  Wesentlichen  keine 


lA^il  Oettinger:    Weitere  Ausführung 

Abänderung  erleidet.     Das  Gesetz  vom   10.  September  1842  wird 
dadurch  nicht  alterirt. 


§.57. 

Umwandlung   dieser   Anleihe    in    eine    gleichwerthige 
3,5procentige  und  Bestimmung  ihres  N*ennwerthes  und 

Curses. 

Da  nach  dem  bezüglichen  Gesetze  diese  Anleihe  auch  als  eine 
3,5procentige  aufgenommen  werden  kann  (sie  wurde  als  solche  be- 
geben), so  fragt  es  sich:  wie  stellt  sich  in  diesem  Falle  ihr  Nenn- 
werth  und  Curs.  Der  Tilgungsplan,  wie  er  in  No.  7)  und  No.  9)  §.56. 
für  diese  Anleihe  angegeben  wurde,  bleibt  auch  für  die  umge- 
wandelte Anleihe  in  Kraft. 

Bei  der  Umsetzung  in  eine  3,5procentige  kommen  die  in  §.  48. 
angegebenen  Resultate  zur  Anwendung.  Da  aber  n  keine  ganze 
Zahl  (No.6)§.56.)  bedeutet,  so  hat  man  die  Restschuld  in  Rech- 
nung zu  bringen.  Die  Verzinsung  geschieht  halbjährlich,  die 
Tilgung  jährlich.  Man  hat  daher  die  Gleichung  No.  7)  §•  48.  zu 
benutzen  und  JS:=10000000,  ^=50000,  w=6,  ;?i  =  2,  ^i  =  l,75, 
72=44  und  jS44=  12098,406  zu  schreiben.     Hiernach  entsteht: 

I,     «.  =  aooooaoo.o,(«+«!»S^j.>^S^ 

1,0644 


Nun  ist: 


also: 


^r^a^nfMi     50000.0,02.2,0175^  1,0175«« 

+  (WWü  pg—        Ji^o6  -  1,0175« 

12098,406 
+   1,017588  ' 


lgl,0644=  1,1134581, 

Ig  1,01758«  =  0,6630288 

N.  0,4504293=2,8211699, 


10644 

^'"^      -1  =  1,8211691). 


1,017588 


Werden  nun  die  in  No.  1)  angezeigten  Werthe  eingeführt  und  be- 
rechnet, so  erhalt  man  hieraus: 


der  politischen  Arithmetik,  Jgg 

^  _650000  . .  ^,,ß^ . . .  ^  16375.1,8211699  .  12098,406 
^1  — ~3~"*'*'^^^^'*^"*'      0,02469375"    +4,6028707' 

lg  16375  =4,2141813 

Ig  1 ,821 1699 =0,2603504 

4,4745317 

Ig0,02469375 =03925870—2 

N.  6,0819447  =  1207632,1, 

Ig  12098,406 = 4,0827282 

igl,017588=0,6630287 

N.  3,4196995  =  2628,448. 

Hiernach   ist  der  gesuchte  Nennwerth  der  in  eine  3,5procentige 
umgewandelten  Anleihe: 

2)  Kl  =  9691119,623  +  1207632,1  +  2628,448 

=  10901380,171. 

Der  Cors  bestimmt  sich  zu: 

100.1000000 
ö)  c-  10901380,17  ~-''^''^'^' 

Ig  100 .  10000000  =  9,0000000 

lg  10901380 =7,0374815 

N.  1,9625185  =  91,7315. 

Nach  einer  Bekanntmachung  des  grossherzoglich  badischen 
Finanzministeriums  vom  24.  Oktober  1842  wurde  die  Eisenbahn- 
Anleihe  von  12  Millionen  Gulden  an  die  Bankhäuser  M.  A.  von 
Rothschild  und  Söhne,  Johann  Goll  und  Sohne  zu  Frankfurt 
a.  M.  und  S.  von  Haber  und  Sohne  zu  Karlsruhe  dem  Verneh- 
men nach  im  Curse  von  92  in  S^procentigen  Partial  -  Obligationen 
fiberlassen  und  hievon  eine  dem  Bedürfnisse  für  die  Budgetperiode 
entsprechende  Summe  von  6600000  Gulden  aufgenommen,  welche 
vom  1.  Januar  1843  an  verzinst  wird. 

Die  Anleihe  wurde  hiernach  zu  günstigem  Bedingungen  be- 
geben, denn  der  Nenn werth ,  welcher  diesem  Curse  entspricht,  ist: 

MT         100.10000000        ,no«n«ßtea,^ 

4)  Kl  = 02 =  10869565,217. 

Der  Vortheil,   welcher  sich  bei  dieser  Begebung  für  den  Staat 
ergibt,  stellt  sich  auf: 

5)  F  =  10901380,171 -10869565,21 =31814,96. 
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Oettitiffer:     We/iert  Ans/SJtrvnp 


Uieser  Geviiim  int  jednch  bei  einer  Anleihe  von  10  Millionen 
nictil:  eehr  bedeutenil,  und  ei<  fritgl  sich,  nb  es  nicht  vortbeilhaf- 
ter  gewesen  wäre,  bierauC  zu  verzichleii  itnil  rlas  Kapital  im  »ol- 
len Wertbe  zu  4  Procent  aiifzunebmeii,  wie  das  Gesetz  voraus-  j 
gesehen  hat,  weil  immer  noch  die  Möglichkeit  vorhanden  gewesen  ' 
wäre,  in  späterer  und  zu  günstiger  Zelt  den  Zinsruss  von  4  auf 
3,5  herabzusetzen,  wie  diess  in  fihnlichen  Fällen  schon  früher 
geschah. 

Diese  Anleihe  findet  sich  auch  in  meiner  Theorie  der  Lotterie- 
Anleihen  behiindek.     Dort  ist  jedoch  eine    viel   zusammengesetz- 
tere Formel  zur  Werlhbirechnuns  angegeben,  wodurch  die  ohnehin   , 
schon   mühevolle   Arbeit  noch   mühevoller    wird.     Hieraus   erkISrt  j 
sich  auch  die  kleine  Differenz  zwischen  dem    dort  aulgefun denen 


1  der  Rechnung   ' 
r  gegebenen  Formel  theil-  ■ 


Resultate  und  dem  hier  gegebe 

mit  Logarithmen  herrührt,  die  in  der  bi 

weise  umgangen  ist. 

Würde  die  Anleihe  durch  gleiche  jübrliche  Summen  verzinct -j 
und  getilgt  werden,  so  würde  sich  der  Nennwerlb  und  Curs  nach  ] 
§.  49.  Nd.3)  und  Nn.  8)  auf  folgende  Weise  besliiiimen: 


ß) 


fil  =  lOÜOOOOO .  j  „"i"o4-M  ■ 

10O0OUO().22,2«2791O 


1  —  1,035-" 


Ig  I0''.2'i,28279  ^  8,3479096 
Ig20,548H41  =  1,3127873 

N.  7,0:J51823=10843820 


lg  100.20,5488413  =  3.3127873 

Ig  22,2827910=  1.3479696 

No.  I,«648177  =  92,21842. 

In  diesem  Falle  wäre  für  die  Anleihe  weniger  geboten  wor- 
den. Die  Differenz  zwischen  beiden  Cursen  ist  jedoch  nicht  sehr 
bedeutend,  und  der  Curs  bei  gleichen  Zahlungssummen  stellt 
sich  etwas  büher,  als  in  dem  obe:i  angegebenen  Falle,  wo  die 
Tilgung  durch  steigende  Summen  bewirkt  wird.  Der  Werth  des 
Curses  wird  übrigens  bei  gleichen  Zablungssummen  am  leichte- 
sten gefunden-     Will  mau  die  bequemere  Rechnung  benutzen,  so 


im  Jahre  1859. 

]g  lÜir  die  küniglicb 
S.  277.  »lurrh  folgeodes  (Jesetz  lest- 


kann  d'iess  geschehen.  Man  nird  dann  imitacr  einen  finnähernden 
Werth  erhallen  unil  durch  ein  schickliches  Ab-  und  Zugeben  auf 
den  richtigen  Werth  scblie^sen  kiiimen,  je  nachdeni  die  Tilgung 
rascher  oder  lan^isamer  (nie  bei  der  badischen  Anleihe)  erfolgt. 

Wm 

\^^u\e  kriüiglich   preusiiiscbe  Anle 

Diei^e  Anleihe  i«t  nach  der  Gesetzt); 
l^reussiüchen  Staaten  No. 
gestellt : 

„Auf  Ihren  Antrag  vom  57.  d.  M,  genehmige  Ich,  dase  in 
Gemasüheit  des  Gesetzes  vom  21.  Mai  d.  J,  betreffend  den  aus- 
Herordentlichen  Bedarf  der  Militär-  und  iVInrine-Verwaltnng  (Gesetz- 
Saramlung  S.  243.)  eine  Staatsanleihe  von  dreissig  Millionen  Thaler 

r      au^euoninien  iverde.  Die  Anleihe  ii<t  in  ScbuldTeräcfareibungen  fiber 

BKh.  .    ßnfzig       Tbaler, 

^^^K  einhundert 

^^^B'  fünfhundert 

^^^^^ 

mit  lünf  Procent  jährlich  am  2,  Januar  und  1.  Juli 
j  zu  verzinsen  und  vom  I.  Jannar  1863  an  mit  Einem 
9  GesaniiutkapitaU,  so  wie  mit  dem  Ltetrage  der  durch 
die  Amortisation  ersparten  und  der  [iräcludJrten  Zinsen  zu  tilgen. 
Dem  Staate  bleibt  das  Recht  vorbehalten,  den  Tilgungsfonds 
vom  1.  Januar  1870  ab  zu  verstärken,  wogegen  derselbe  niemals 
verringert  werden  darf.  Ich  ermächtige  Sie  hiernach,  die  weitern 
Anordnungen  zur  Ausführung  der  Anleihe  zu  treffen. 

Dieser  Mein  Erlass  ist  durch  die  Gesetzsammlung  zur  ilffent- 
lichen  Kenntniss  zu  briogen. 
Berlin  den  28.  Mai  1859. 

Im  Namen  Sr,  Majestät  des  Künigs 
Wilhelm,  Prinz  von  Preussen,  Regent. 
An  den  Finanzminister  von  Patow," 

Zwei  weitere  Bekanntmachungen  von  demselben  Tage  ordnen 
die  Heinizahlung,  die  Sichersten ung  des  Tilgungsfonds  für  diese 
mit  den  beiden  Häusern  des  Landtags  vereinbarten  Gesetze  u.  s.  w. 


I 


anssDgc 
jedes  Jahre 
Procent  des 


Hiernach  beruht  die  WerthheTechnunn  diefer  Anleihe  aof  fot- 
»enilen  ßeiitiiniiiurigeii :  der  Tilj'ungsronds  des  ersten  Jahres  ba- . 
trägt  ein  Procent  der  Anleihe,  er  steigt  mit  jedem  Jahre  um  filof 
Procent,  da  die  Zinsen  der  •lez.ihlten  Tilguna;ssumme  demselben 
zugeschlagen  iverden.  Die  Verzinsung  geschieht  halbjährlich,  die 
Tilgung  jährlich.  Die  zuralligen  Erhöhungen,  welche  dem  Tik 
gungsfonds  jeneils  etwa  zufliessen,  sind  zum  Voraus  nicht  zd 
bestimmen  und  bSmicn  daher  nicht  in  den  Cajciil  aiifgenommeD 
werden. 

Die  Anleihe  wurde  bekanntlich  im  Curse  DS  statt  100  zui 
öffentlichen  Belheiligung  ausgebolen. 

Nach  diesivn  Bemerkungen  linden  die  in  §.  48.  aurgestelltev 
Sätze  auf  diese  Anleihe  Autvendung. 

Die  TilguDgssumme  des  ersten  Tilgungsjahres  beträgt! 

1 )  Ai=  30UOOOOO .  Ü,Oi  =  30OU00. 

(  Tilgungssunime  am  Ende  des  rten  Jahres  beträgt; 

=  300000.  l,05'-i. 

I  Anl'atig  des  {r+i)ten 


der  potitiichen  AritAmeHk. 
7) 


Grosse  der  Tngungs- 

Grösse  iler  gelilgten 

Stand  der  Sehold  nni 

somme   um  Ende  dos 

Sehnid  nni  Ende   des 

Ende  des  Jahres  ndcr 

Jahr. 

Jalires  oder  Anfang  des 

Jnbres  oder  Anfange 

Anfange  de» 

folgenden. 

des  folgenden. 

1862 

300000 

300000 

29700000 

l.%3 

315000 

615000 

29385000 

1864 

330730 

945750 

29054250 

I86ä 

347287,5 

1293037,5 

28706962,5 

1866 

364651,875 

1657689.375 

28312310,625 

1867 

382884,4689 

204057.3,8139 

27959426,1561 

1868 

402028,6920 

2442602,6369 

27567397,4641 

1869 

422130,1269 

2864732,6628 

27135267,3372 

1870 

443236,6332 

3307969,2960 

26692030,7040 

1871 

465398,4648 

3773:167,7608 

26226632,2392 

Ib/ä 

48a668,.3878 

4262036,1486 

2573-963,8614 

1873 

513101,8074 

4775137,9560 

25224862,0440 

1874 

538756,8978 

6313894,8538 

24686105,1462 

1875 

565694,7429 

5879589.5967 

24126(10,4033 

1876 

593979,4797 

6173569,0764 

23526430,9236 

1877 

62367a,4540 

7097247,5304 

22902752,4696 

1S78 

654862..3764 

7752109,9068 

22247890,0932 

1S79 

687605,4964 

8439715,4022 

21560281,5978 

1880 

721985,7703 

9161701,1724 

20838298,8276 

1881 

jsmfs.oses 

!1919786,2309 

20080213,7691 

1882 

795989,3115 

10715775,5424 

19284224,4576 

1883 

835788,7770 

11531664,3194 

1841843.5,6806 

1884 

877578,2160 

r2J29142,.5354 

17570857,4646 

1885 

921457,1268 

13.350599.6022 

16649400.3378 

1886 

907529,9832 

14318129,6154 

15681«70,.5546 

1887 

1015906.4823 

16.331036,1277 

14665963,8723 

1888 

1066701,8061 

16100737,9341 

13.599262.0659 

1889 

1120036,8966 

1752o;74.8307 

124792^5,1693 

1890 

1176038,7417 

18696813,5724 

11303186,4276 

1891 

1234840,6785 

I99316.'.4.2509 

10068345,7491 

1892 

1296582,7125 

-il228>.369634 

8771763,0.366 

1893 

1.^61411,8482 

22589648,8116 

7410351,1884 

1894 

1429482,4407 

24019131,25>3 

5980868.7477 

1895 

1500956,5626 

25520087,8149 

4479912.1851 

1896 

1576001,3907 

27096092,2056 

2903907,7944 

1897 

1654801,6104 

28750896,8157 

1219103.1843 

1898 

1249103,1843 

30000000 

TheU  XXXVH. 


74  Oetttngtr;    Wettere  Auitilhrung 

Die  Zahlungen  «ind  halbjährlich   zu  leisten.    Sie   berechDen 
ich  fOr   die  Tabelle  No.  7)  aus  den  Pnrnieln : 

8)  Xar_l  =  Sr-1.0,0/),     und     i-Sr  =  Sr-1.0,0pj  +^r. 


Die  erste  Tilgung  ßlllt  nach  de 
oder  auf  dax  Ende  des  Jahres 


I  Gesetze  auf  den  1.  Jani 


Wir  stellen,  um  Raum  zu  ersparen,  die  jeMells  l^lIigeD  Snm- 
n  in  folgender  Talielle  zusammen  : 


Hall)- 

Hülb- 

Jahr. 

J.1.H    z.u..g...™. 

Mir.!.         1      ZahlnngsBBmjnfl. 

1862 

750000 

1881 

1    ;        520957,4707 

1050000 

2 

1279042.3293 

1863 

74-2500 

1882 

302003,3442 

1057500 

1297994,6358 

1864 

\ 

7.146-25 
1065;i75 

1883 

48-2103,6115 

1317894,3885 

186IS 

726350,25 

1884 

46I210,S920 

107364S,K 

1338789,1080 

1866 

717674,0625 

1885 

439-271,4366 

108->3-2Ö,y375 

1360728,5634 

1897 

708557.7656 

1886 

416-233,0084 

1001442.^344 

1383764.9916 

698«8.'-..6539 

1887 

392046,7389 

1868 

llOIOl4,34f)I 

1407933,2411 

1869 

6«8t)34.!l366 

1888 

366649,0968 

1II1063,06:!4 

1433350,9032 

1870 

6783SI,6834 

1889 

339981,5516 

Il^l6t»,3l66 

1460018,4481 

1871 

667300.7676 

1890 

311900,6292 

113a6fJ0,-2324 

1488019,3708 

1872 

653665,8061 

1891 

982579,6607 

1144334, 1939 

1517420.3393 

1S73 

643449,0963 

1892 

251708,6438 

1156550,9037 

1348291,3362 

1871 

630621,5511 

1893 

219294,0759 

1169378,4489 

1580705,9241 

1875 

617]  32,6-286 

1894 

185238,7797 

1182847,3714 

1614741,2203 

1876 

6030I0,-2601 

1895 

140321,7187 

1 196989,7399 

1650478,2813 

1877 

588160.7730 

1896 

111997.8046 

1211839,2270 

0 

1688002.1954 

1878 

572568,8118 

1897 

1 

72397.6948 

2 

1227431,1882 

2 

1727402,3032 

1870 

I 

556197,2523 

■898 

I 

31227,5796 

^ 

124:^802,7477 

2 

1280330.7693 

1880 

339007   149 

2 

1260992,8851 

der  politischen  Arithmetik.  175 

Aus  der  Tabelle  No.  9)  zeigt  sich,  dass  die  Anleihe  in  gleich 
grossen,  jährlichen  Summen  zurückgezahlt  wird,  wie  diess  nach 
dem  früher  Gesagten  sein  muss,  und  wie  sich  aus  der  Vereini- 
gung der  Zahlungssummen  zweier  zusammengehurigen  Halbjahre 
ergibt.  Die  Zahlungssummen  der  ungeraden  Halbjahre  fallen,  die 
der  geraden  steigen. 

Der  Tilgungsplan  wird  jedoch  bei  der  Durchfuhrung  kleine 
Modifikationen  erleiden,  da  die  Kapitaltilgungen  in  runden  Sum- 
men von  wenigstens  50  Thaler  zu  geschehen  haben.  Diese  klei- 
nen Abweichungen  können  durch  Zu-  und  Abgeben  leicht  ausge- 
glichen werden,  weswegen  der  Tilgungsplan  im  Wesentlichen 
nicht  alterirt  wird. 

§.  59. 

Methode,   den  Zins fuss    zu  bestimmen,    wenn   Anleihen 
zu  einem  niederen  Curse  als  100  besreben  werden. 

Häufig  werden  die  Anleihen,  um  zur  ßetheiligung  anzuregen, 
nicht  in  vollem  Werthe,  sondern  zu  einem  niedern  Curse  ausge- 
boten und  begeben. 

Ist  diess,  wie  bei  der  königlich  preussischen  Anleihe  vom  Jahre 
1859  der  Fall,  so  bekommt  der  Staat  eine  geringere  Summe  in 
die  Casse,  als  er  bei  vollem  Werthe  erhalten  hätte,  muss  aber 
doch  nach  dem  festgestellten  Tilgungsplane  die  nämlichen  Sum- 
men jährlich  zahlen,  als  wenn  er  den  vollen  Betrag  der  Anleihe 
erhalten  hätte.  Die  Folge  ist,  dass  der  Staat  das  erhaltene  Ka- 
pital in  einem  höheren  Zinsfusse,  als  in  dem  festgesetzten,  ver- 
zinsen muss. 

Es  entsteht  daher  die  Frage:  Wie  gross  ist  der  Zins- 
fuss,  in  welchem  der  Staat  eine  Anleihe  verzinsen 
muss,  wenn  er  die  Schuldscheine  in  dem  niedern  Curse 
C  statt  100  ausgibt? 

Hiezn  dienen  folgende  Methoden: 

Erste  Methode.  Sie  ergibt  sich  aus  den  in  §.  46.  u.  ff. 
aufgestellten  Gleichungen.  Man  hat  zu  dem  Ende  zuerst  den  für 
die  Anleihe  gültigen  Plan  bei  dem  festgestellten  Zinsfuss  (p) 
aufzustellen  und  dann  die  sämmtlichen  Zahlungssummen  in  dem 
fraglichen  Zinsfuss  (rj),  der  vorerst  noch  unbekannt  ist  und  wel- 
cher nach  dem  Gesagten  ein  höherer  sein  wird,  zu  rabattiren. 

Nennt  man  nun  den  Curs,  zu  welchem  die  Anleihe  K  bege- 
ben wurde,  C,  so  bekommt  der  Staat  statt  des  vollen  Werthes 
nur  die  Summe: 


12 


o« 


m 


Oetttager:    Weitere  Auiführnno 
CK 


R^ 


lüi) 


tu  tti»  CasBe.    unil  man  hat   daher  ilicsen  Werlh    Rtatt  A',   in  die 
bvfCiglicbe  Cileichuiier  einzusetzen. 

Da  die  preuseische  Anleihe  ilurch  h.ilbjMhr liehe  VerzinsuD);  nnd 
jährliche  Tils-ung  zuröckgezahlf  wirrf,  so  kommen  bei  ihr  die  in 
g,  48.  aurgestellten  (Gleichungen,  nie  eich  zeigt,  zur  Annendung. 


Man   hat  düher  den  Werth  aus  No.  1)  in  No.  8)  g.  48. 
Hiedurch  entstellt: 

1,0»" 


luffihren. 


2) 


+c^- 


O.OlB 


'~i,()yi-- 
1,09,»  — 1,0« 


^1,0^1^"' 


Uieriu  bedeutet  Sn  die  Restschuld  des  letzten  Jahres,  da  n  keine 
ganze  Zahl  bedeutet,  und  die  vorliegende  Aufgabe  Ist  darauf  zn- 
rGckgebracht,  aus  dieser  Gleichung  den  Werth  von  9,  zu  hestimmen. 

Diess  führt,  wie  man  sieht,  auf  die  Auflüsung  einer  Glei- 
ebung  höherer  Ordnung,  die  um  so  mühevoller  wird,  je  grüsset 
n  ist,  was  gewubniich  stattfindet,  da  die  Tilgungen  solcher  An- 
leiben eine  lange  Daner  haben.  Es  bleibt  daher,  wenn  man  auf 
I  Ziele    gelangen    will,    nichts  übrig,    als  für  y^ 


taugliche  Werthe  in  No.  2)  zu  eubstiluir 
Substitution  fortzufahren,  bis  der  Werth  gefundi 
der  Gleichung  genügt.  Nach  einigen  Versuchen 
führung  aber  immer  mübevoll  und  weitläufig  ist, 
gelingen,  wenn  es  genügen  wird,  den  Zinsfiiss 
dertel  oHer  Tauseniltel  zu  bestimmen. 

Immer  ist  diese  Auflüsung  eine  weit  ausgreil'enrle  Arbeit. 
Daher  wird  es  gerathen  sein,  diese  Auflösuag.^weise  zu  verlassen 
und  eine  andere  zu  suchen,   die  wir  im  Folgenden  geben. 

Zweite  Methode.  Nimmt  ein  Staat  die  Schuld  K  zu  dem 
Curae  C  auf,  so  bekommt  er  nach  No.  1}  statt  der  vollen  Snmm« 
K.C 
100 
Kapital  K  dem  Tilgungsplane  gemäss  verzinsen  und  tilgen.  Diess 
geschieht  nun  dadurch,  dass  er  die  geringere  Summe  R,  die  er 
erhalten  hat,   in  einem  höhern  Zinstiss  verzinst. 


die  Summe  R  = 


lange  mit  der 
L  ist,    welcher 

deren  Durch' 
ird  diess  wofaf 
uf  einige  Han- 


I    die  Casse.    tnuss  aber   dae  volle 


Nennt   man  nun   den   hiihern  Zinsfuss  p,    «i 
Aufgabe  ist,  »nd  den  ursprünglich  festgestellter 


n    Auffindung 
isfuss ,    worin 
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das  Kapital  verzinst  werden  soll,  q  (was  der  Harmonie  wegen 
geschieht,  um  die  bisher  aufgefundenen  Gleichungen  nicht  umän- 
dern zu  müssen),  so  hat  man  für  die  erhaltene  8umroe  R  nach 
den  im  dritten  Kapitel  aufgestellten  Gesetzen  den  bezuglichen 
Tilgungsplan  im  Zinsfuss  />  festzustellen.  Sämmtliche  so  ent- 
stehenden Zahlungssummen  sind  ihrem  Inhalte  nach  dem  vollen 
Werthe  der  aufgenommenen  Anleihe  gleich.  Ihre  Reduction  auf 
die  Gegenwart  oder  Rabattirung  in  dem  ursprünglichen  Zinsfuss 
(hier  q  genannt)  muss  daher  auch  dem  Werthe  der  Anleihe  (K) 
gleichkommen.  Bei  dieser  Darstellungsweise  müssen  auch  die 
bezüglichen  Tilgungssummen  in  dem  Verhältniss  des  niedern  Curses 
festgestellt  werden,  was  leicht  ausführbar  ist,  da  man  H  kennt, 
und  wozu  die  Proportion 

dient,  woraus  sich  im  Allgemeinen  für  jede  Tilgungssumme  fol- 
gende Bestimmung  ergibt: 

R.A_  K,C     ._CA 

Nach  diesen  Bemerkungen  geht  die  Gleichung  No.  2)  in  folgende 
über,  da  K  an  die  Stelle  von  R  und  umgekehrt  R  an  die  Stelle 
von  Ky   Ai  an  die  Stelle  von  A  tritt: 

4)  K  =  CÄ.O,Opi  +     o,Ütc    J-       0,091 

^y.^^-        0,0w         -'•],0<7i«»-l,0w  ^ 
Der  Wertb  tod  S»,  der  sich  aus  der  Gleicbang 

berechoet,  muss  berücksichtigt  werden,  wenn  n  keine  ganze  Zahl 
bedeutet. 

Aas  dieser  Gleichung  kann  nun  der  Werth  des  hohem  Zins- 
fasses (pi),  um  dessen  Bestimmung  es  sich  bandelt,  ganz  ein- 
fach ermittelt  werden.  Man  erhält  sofort,  wenn  man  sie  auflöst 
und  die  erforderlichen  Reductionen  macht : 

5)  0,0p, 

*~l,0g,'»-l,0wA      \fSqx^)     l,0yi»» 

V^+o,Otcy*    '0,0^1     ~o,Ott)(i,o?,«-i,Ow)A     Lo^iV 


An 


1,07, 


2n' 
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Diese  Gleichung  gilt  Ciir  jährliche  Tilgung  und  halbjährliche 
Verzinsung  und  für  solche  Tilgungspläne,  worin  die  Tilgungs- 
summen  um  lo  Procent  wachsen.  Man  erkennt  jedoch  leicht,  dass 
sich  diese  Methode  auf  alle  in  §  46.  u.  ff.  aufgestellten  und  auf- 
zustellenden Tilgungspinne  anwenden  iässt,  wenn  man  den  Gros- 
sen Ky  R,-Ai,  q  und  p  die  Werthe  beilegt,  weiche  ihnen  nach 
dem  Gesagten  beigelegt  werden  müssen. 

Ist  die  Tilgungssumme  des  ersten  Jahres,  wie  diess  häufig 
vorkommt,  und  auch  in  den  beiden  Anleihen,  der  badischen  und 
preussischcn ,  der  Fall  ist,  durch  einen  Procentsatz  des  ganzen 
Kapitals  gegeben,    und   nennt  man  diesen  Procentsatz  v,    so  ist 

in  No   2): 

dagegen  in  No.  4)  und  No.  5): 

7)  ^1  =Ä. 0,0c  =  ^^.0,0» 

zu  setzen.  Führt  man  diese  Werthe  ein,  so  vereinfachen  sich 
die  gegebenen  Bestimmungen.  K  fallt  nämlich  für  den  Fall^  als 
n  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  aus  der  Gleichung  und  bleibt  nur  in 
einem  Gliede  stehen,  wenn  n  keine  ganze  Zahl  bedeutet  und  noch 
eine  Restschuld  zu  berücksichtigen  ist.  Führt  man  nun  den  Werth 
für  R  und  A^  aus  No.  1)  und  No.  7)  in  No.  5)  ein,  so  entsteht: 

C.O,Op  /         l,Otg"\  Sn 

lÖQ(l,Oyt^-  l,Oa?) '  V  "■  l,Oyi^V      K,  l,Oyi 


2« 


(SL^^^^  \  i-i>Oyi~^"         6\o,Oi?.2,Oyi       /     i,Oii?"  Y 

U00^100.1,0ti;/      0,0^1      ^  100.0,0w(l,0^i2-J,0w?)\^    l%i^/ 
oder  in  bequemerer  Form : 

9)  0,0/?! 

=  ^r /,  ,^jOv\  l^-l%i -2«  _        0,0p.2,0r/i         /       l,Oto"  \-l' 
^Lv^oW      0,Or/i  0,Ow(lOqi^-i,OwyV    hOqi^*J-l 

Dritte  Methode.  Soll  eine  Anleihe  K,  die  zu  dem  Curse 
C  statt  100  begeben  wird ,  im  vollen  Betrage  effectuirt  werden, 
so  ist  hierzu  die  höhere  Summe: 

10)  Ai=- ^ 
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erforderlich,  um  die  Summe  K  in  die  Casse  zu  bekommeu,  und 
der  Staat  muss  Schuldscheine  im  Betrage  von  K^  ausstellen,  um 
die  Summe  K  zu  erhalten.  Diese  grössere  Summe  muss  nach 
dem  Plane  verzinst  und  getilgt  werden.  Daher  ist  der  gegen- 
wärtige Werth  der  aufgenommenen  Schuld  A'i.  Die  Folge  hievon 
ist,  dass  die  wirklich  erhaltene  Summe  K  in  einem  höhern  Zins- 
fuss  (/?)  verzinst  werden  muss.  Entwirft  man  nun  nach  den  Ge- 
setzen des  dritten  Kapitels  hiefür  den  erforderlichen  Tilgungsplan 
und  reducirt  die  hiedurch  erhaltenen  und  im  höhern  Zinsfuss  zu 
zahlenden  Summen  in  dem  ursprünglichen  Zinsfuss  (9),  so  wird 
der  hiedurch  entstehende  Werth  dem  Nennwerthe  K^  der  contra- 
hirten  Schuld  gleichkommen  müssen.  Hiernach  hat  man  K^  statt 
R  in  der  Gleichung  No.  2)  zu  setzen  und  alles  Uebrige  zu  belas- 
sen.    Man  erhält: 

11)  AT,  --CÄ.O,Opi  +-ö;ö^-3  — ÖÄ)^ 

^^^  0,0w        -^1,0^,2-1,0«?  ^  l.O^i^"' 

Der  Werth  der  Restschuld  ist  in  diesem  Falle: 

1,0a?"— 1 

12)  S„=^-^."^— . 

Man  kann  auch,   wenn  n  keine  ganze  Zahl  ist,    für  n  die  nächst 
höhere  ganze  Zahl  nehmen.    Dann  geht  No.  11)  über  in: 

13)  Äi_(:Ä.o,Op,+-ö:g^-j.     p^— 

ifiut" 
A.0,0p,.%0qi  hOgi^'*  Sn 

^^^  0,0»         J'l,0gi^~1.0u>      l.Oy,«"' 

Der  Werth  von  Sn  bestimmt  sich  dann  durch 

Aus  No.  11)  bestimmt  sich  dann  der  Werth  des  Zinsfusses   auf 
folgende  Weise: 

15) 
e  ^  fi       1.0w\         Sn 

V*+0,0«>/*     0,0^1  0,0tp(l,09,«-1.0w)'V     1,0^,«"/ 


'  All»  Nq.  13)  auf  folgende; 


\0M 


(«+rl)' 


1,0g,» 


-l,üw 


l-l,Qffi- 


^.a.Oyi 


0,0ip(l,0?,»-I,0w) 


/,     i,Ow»Y  ' 


ich    bierin  A   durch    einen   ProcenteaU  dar  und 
Ä.IOO 


^0,0»^  ■      0,0y, 
'  Stellt  man  i 

'   setzt  A  =  K.O,Ov  und  Ä",^ — 7"!~~'     *■"    vereinfachen    »leb    dlew 
narstellungeii,  und  man  erhält,  wenn  /(  ausgestomsen  wird,  hiefür: 

17) 

lOU O.Oo 

0,0b,  =  - 


"(>+21:) 


l.Ogi"  — 1.0m 


0,Oii\    1-I,0f, 


0,0?, 


O.Oc.ä.Oy,  

o,u«.(i%,'~i,Oii.)A.'    1,0}, 


<:.i,o?,' 


V  i,0},«-^ 


0,0p,  = 


100 

c 


V'+o,o»j'      0.0?, 


0,0p  /        l,Oit«  \  ^, 

l,0y,'-I,0t.  V     l,0?i"^"''<f.l,0?,'- 


0,0w(l,0?,a-l,Ow} 


Die  Gleichung  No.  0)  stimmt,  wie  man  sieht,  mit  No.  17)  fiber- 
ein, denn  man  kann  jene  aus  letzterer  ableiten,  wenn  man  den 
Zähler  unH  Nenner  mit  C  dividirt,    und  unigebehrt. 

Die  beiden  Gleichungen  geben  den  Werth  des  traglichen  Zins- 
fusses  nur  annähernd,  aber  in  grosser  Genauigkeit.  Er  bestimmt 
sich  um  so  genauer,  je  grösser  n  ist,  was  gewöhnlich  eintritt,  da 
die  Tilgungszeiten  der  Anleihen  einen  grossem  Zeitraum  umfassen. 

Auf  dieselbe  Weise  können  nun  die  Zinsfüsse  für  andere 
1'ilgungspläne  bestimmt  werden. 

Geschieht  die  Tilgung  und  Verzinsung  jährlich,  so  kommt 
Gleichung  No.  4)  §.  iS.  zur  .Anwendung.     Man  erhält  dann 

19) 


l,Ou 


t.'     1.0;-^     l,Of 


ödere 


\    *0,OnJ'      0,0k.  0,0ti.(l,0j-l,0»j)A        1,0»"/ 
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AT.  100 
Hierin  ist  ifi  =  — -p — ,    oder   wenn   A   durch    einen    Procentsatz 

bestimmt  ist: 

20) 

100  0,0p         /       1,0»c"\  Sn 

nfK,-  ^       l,Oy— l.Oig'V       l,OyV      ^.l,Oy" 

(\A.^1\    l~l>Oy-"     0,()ü_ >       1^»Y 

V   ^  0,0w/  •       0,0^  0,007  (1,0^  - 1,0^  A       1%"  / 

Dieselbe  Gleichung  leitet  sich  aus  No.  11)  §.  48.  für  halbjährliche 
Verzinsung  und  Tilgung  ab,  wenn  man  q^^  statt  q,  p^  statt/?  und 
2n  statt  n  schreibt. 

Geschieht  die  Tilgung  durch  jährliche  gleiche  Abtragssum- 
men, so  kommen  die  Gleichungen  des  §.47.  zur  Anwendung  und 
mau  erhält  für  jährliche  Verzinsung  und  Tilgung  folgende  Be- 
stimmung aus  No.  3)  §.  47. : 

V        0,0^/'      0,0y      +0,0^.1,0^« 

Schreibt  man  hierin  p^  ^^^^^  p^  q\  statt  q,  2n  statt  n  und  den 
entsprechenden  Werth  für  A,  so  gilt  diese  Gleichung  auch  für 
halbjährliche  Tilgung  und  Verzinsung.  Für  jährliche  Tilgung  und 
halbjährliche  Verzinsung  ergibt  sich  aus  No.  8)  §.  47.  folgende 
Bestimmung : 

l-1,0y|-^"  Sn 

22)0M=  /^"-^^i^^i^-i ^%i"       ^ 


(K20a  --^"i    l-l,Oy,-^    nA         ' 

^Ä.AU^i     0,0^i>/-    1,0^1^-1^0,0^1.1,091^ 


§.  60. 

Anwendung  der  aufgefundenen  Methode  auf  die  preus- 

sische   Anleihe. 

Wir  machen  nun  eine  Anwendung  der  §.  59.  aufgestellten 
Sätze  zur  Berechnung  des  Zinsfusses  der  preussischen  Anleihe 
von  1859. 

Da  die  Anleihe  halbjährlich  zu  5  Procent  verzinst,  jährlich 
getilgt  wird 9  die  Tilgungssumme  des  ersten  Jahres  1  Procent  be- 
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trägt  und  jährlich  um  5  Procent  wächst,  die  Tili^ungszeit  36  Jahre 
beträgt,  so  hat  man  am  bequemsten  die  Gleichung  No.  17)  §.  59. 
zu  benutzen  und  C=95,  ^  =  5,  t(?  =  5,  ü  =  1,  AT  =30000000, 
j$30  =  1249103,1843  zu  setzen.     Hiernach  entsteht: 

1) 

100     0,01 /        1,053g  \  _       1249103,18 

A n    -       95  "'"1,025^-1,05V""1,025^V      30000000.1,025^« 

^f^p\  -  /    Q^x  1^1,025-72   0,01:2,025     y     1,053g  Y 

V   ^  0,05y       0,025  0,05  (1,0252  - 1,05)  V        1 ,025^V 

Werden  die  angezeigten  Multiplikationen  und  Divisionen  ausge- 
führt,  so  entsteht: 

1,058g  ^     0,0416367728 
^1,05263157894-  ^K^-Ym'''^  l,025r^~ 

1 ,2 .  33,2400780  -  648 .  (1  -  fg^srä) 


Nun  ist : 


1 


Ig  1,053g   =0,7628148 

Ig  1,025^^=0^721183 

N.  0,9906965  ~  1 =0,97880558, 

1  0^36 

-  j^^a  =  A  -  0,97880558  =  0,02119442, 


Ig  0,041636772  =  0,6194770 
Ig  1,025^2    =0,7721183 

N.  0,8473587  —3=0,007036532. 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  entsteht: 

1,05263157894-^16.0,02119442  ~  0,007036532 
0,Upi  -  39,888093632  —  648 . 0,021 19442 

_  1,05263157894—0,33911072-0,007036532 
"~  39,888093632—13,73398416 

2)  0,0;,,  =  4^;^7=0,02701236, 

Ig0,7064843=0,8491024—  1 

Ig  26,1 54109  =1,4175399 

N.  0,4315625-2  =  0,02701236. 

Der  Zinsfuss  bestimmt  sich  daher  zu: 
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I 

3)  />  =  5,402472. 

Würde  man  die  Gleichung  No.9)§.  59.  der  Rechnung  zu  Grunde 
legen,  so  entstünde  das  gleiche  Resultat,  wenn  <$„  richtig bestimnit 
wird.  Der  so  gefundene  Werth  ist  um  ein  Unbedeutendes  zu  gross, 
was,  wie  oben  bemerkt^  in  der  Mäherungsmethode  liegt.  Mit 
wachsendem  n  nähert  sich  derselbe  dem  Werthe  der  ewigen  Rente. 
Der  Grenzwerth  biefür  ist  bei  dem  Curse  von  95: 

100.5 

/>=  gtf  =  5,Zt)0    .... 

Man  kann  auch  zur  Bestimmung  von  p  die  Gleichung  No.  18) 
§•  59.  wählen.  Dann  hat  man  ausser  den  oben  angegebenen  Wer- 
then  72  =  37  zu  setzen  und  den  Werth  für  Sn  zu  ermitteln.  Es 
ist  dann: 

4)  S^j  =  300000 .  '^^g      —  30000000 

=  300000.101,6281389—30000000  =  488441,66, 

and    hieraus : 

5) 

488441,66 


100  0,01         /        1,053^  \ 

_    95       1,0252— 1,05  V      1,0257^  V 


30000000.1,025^* 


OM— /       HQlv  |_,Q25_r4  0,01.2,025        /      }^J\ 

V   ^  0,05^      0,025  0,05(1,Ö25*^^1,05)V~1,025^V 

lg  1,053^  =0,7840041 

Ig  1,025^^=0,7935660 

N.  0,9904381 — 1  =  0,97822328, 

1  05'^^ 
1  -  Y^y^ = 1  -  0,97822328  =  0,02177672 , 

also    durch    Einführung   und   Benutzung    der   schon    angegebenen 
Werthe : 

1,0526315789  -  16 . 0,02177672  +  ^'^0957^^^ 
0M=  1,2 .  33,5658089  —  648 . 0,02177672  ' 

Ig  0,016281389  =  0,21 16914  —  2 
Ig  1,025^^4         =0,7935660 

N.  0.4181254-3=0,002618939, 
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1 ,052631 5789 — 0,34842752  +  0,002<il8939 


6)         0,0/?!  = 


40,27897073  — 14,1 1 131456 


_  070682299  __^ 
—26,16765617""  "'"'^"^'*^^' 

Ig  0,70682299  =  0,8493106—  1 
lg  26,167656   =  1,4177648 

N.  0,4315458-2  =  0,02701132. 

Hiernach  bestimmt  sich  der  Zinsfuss  zu : 

7)  ;?  =  5,402264, 

um  ein  Unbedeutendes  kleiner  als  in  No.  3),  da  n  grösser  ist. 

Will  man  nun  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Werthes  prü- 
fen, so  dient  biezu  am  besten  die  in  No.  2)§.  59.  zu  der  ersten 
Methode  angegebene  Formel.    Sie  lässt  sich  zu  dem  Ende  in  eine 

K  C 

bequemere  Form  bringen,  wenn  man,  wie  dort  angegeben ,  R=:  -|^ 

und    A  =  A^.0,0i7   setzt.    Dadurch   fällt   K  aus  allen  Gliedern  bis 
auf  eines  weg  und  man  erhält  folgende  Gleichung : 


8)  iöö=0'Op,(i+g;öj;,) 


0,0»  \   1—1,0^1- 


2n 


0,0^1 
l,Oto» 


.o,^(,_?^%).^^ 


In  dieser  Gleichung  hat  man  nun  im  Sinne  der  dort  angegebe- 
nen Methode  p  =  5,  i>  =  l,  ^=5,4,  «=36  und  1^5=1249103,1843, 
i^  =  30000000  zu  schreiben.  Hiernach  entsteht,  wenn  man  C 
belässt : 

9)  ^ -0  025  1 2l:=i^^^— 

l,05«g 
/       2^27\0,025\     ^      1,027^^  1249103,1843 

+  ü,ül ^1  —       QQ^-     J .  i^027a_i^05  +  30000000. 1,027^* 

Zur  Berechnung  bedarf  man  folgender  Werthe : 

lg  1,0536  =0,7628148 

Ig  1,027^«= 0,8330719 

N.  0,9297429 — 1  =  0,85063425 , 

lgl,027-"^«  =  0,1669281  -  l  =  lg  0,1 4686829 
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1  -  j^^  =  I  -  0.85063425  =  0,14936575, 

1  — 1,027-^ = 1  —0,14686829  =  0,85313171 , 

1,027^—1,05  =  0,004729. 

Werden  nun'  diese  Wertbe  eingeführt  und  die  begleitenden  Fac- 
toren  auf  die  einfachste  Form  zurückgebracht,  so  geht  No.  9) 
über  in : 

^       '0^_^.^,^,       135       y.r,^a.^.  ,  0,041636772 
jQQ=  g  .0,85313171  —  j^.jg  .0,14936575  +  — 10277a     ' 

lgO,Ö41636772 =0,6194770— 2 

Ig  1,027^2        =0,8330719 

N.  0,7864051-3=0,0061151213. 

Man  erhält  hieraus  durch  Ausführung  der  angezeigten  Multipli- 
kationen und  Divisionen  : 

10)  j^  =  0,94792412  -  0,004263983  +  0,0061151213 

=:  0,94977526. 

Da  nun  die  preussische  Anleihe  zu  95  begeben  ivurde  und 
C=95  ist,  so  diflferirt  das  gefundene  Resultat  um  0,00022473.... 
von  demjenigen,  das  hätte  gefunden  werden  sollen.  Bringt  man 
onn  die  gefundene  Zahl  durch  Multiplikation  mit  30000000  auf 
diese  Anleihe  zurück  und  vergleicht  sie  mit  der  8umme 

JB=  ^.30000000  =  28500000, 

welche  der  Staat  in  Casse  bekam ,  so  beträgt  dieser  Unterschied : 

D  =  28500000  -  27493257,8  =  6742,2 , 

also  eine  so  kleine  Summe,  die  bei  einer  Anleihe  von  30000000 
kaum  in  Betrachtung  kommt. 

Hiernach  stellt  sich  der  Zinsfuss,  in  welchem  diese  Anleihe 
vom  Staate  verzinst  wird,  nahe  auf  5,4  statt  auf  5.  Dieser  Zins- 
fuss bedingt  einen  Curs  von 

11)  C=^^-^  =  108 

fär  Jemand,  der  eine  Geldanlage  zu  5  Procent  machen  will.  Die 
Schuldscheine  dieser  Anleihe  werden  gegenwärtig  an  der  Börse  zu 
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104  bis  105  ausgeboten,  diess  ist  bei  einem  Staate  von  so  muster- 
hafter Finanzverwaltung,  wie  Preussen,   ein  bilJiger  Preis. 


§.61. 

Fortsetzung. 

Für  Jemand,  der  sich  an  dieser  Anleihe  durch  Ankauf  von 
Schuldscheinen  betheiligt,  stellt  sich  die  Sache  anders,  und  man 
kann  füglich  zwischen  objectivem  Zinsfnss.  der  im  vorigen  Para- 
graphen ermittelt  wurde,  und  für  den  Staat  als  Schuldner  gilt,  und 
subjectivem  unterscheiden,  der  im  folgenden  erörtert  werden  soll. 
Kauft  nämlich  Jemand  einen  Schuldschein,  so  verzinst  sich  der- 
selbe um  so  hoher,  je  niederer  der  Curs  steht.  Tritt  hiezu  der 
günstige  Fall,  dass  der  gekaufte  Schuldschein  schon  im  ersten 
Tilgungsjahre  zurückgezahlt  wird,  so  steigert  sich  der  Vortheil 
durch  den  Mehrerlös  aus  der  voll  zurückgezahlten  Summe.  Die 
Heimzahlung  kann  jedes  Jahr  erfolgen.  Daher  ist  der  Zinsfuss 
veränderlich  und  liegt  zwischen  zwei  Grenzen,  einem  Maximum, 
wenn  der  Schuldschein  im  ersten  Tilgungsjahr,  und  einem  Mini- 
mum, wenn  er  im  letzten  (37stcn)  zurückgezahlt  wird. 

Die  Grenzen  zwiiiichen  dem  grössten  und  kleinsten  Werthe  des 
Zinsfusses  bestimmen  sich  auf  folgende  Weise: 

Kauft  Jemand   die  Summe   K  zu  dem   Curse   C,  so  zahlt  er 

K  C 

'     .     Wird  nun  die  Summe  K  im  ersten  Jahre  bei  dem  Zinsfuss 

p  heimgezahlt,  so  bekommt  er  im  ersten  Halbjahre  die  halbjäh- 
rigen Zinsen  im  Betrage  von  K.Ofipi  und  im  zweiten  Halbjahre 
denselben  Zinsbetrag  sammt  dem  Kapital  K.  INennt  man  nun 
den  Zinsfuss,  worin  sich  diese  Summen  verzinsen,  o:,  und  rabat- 
tirt  die  beiden  Zahlungen  mit  l,0:i:i,  so  muss  der  so  rabattirte 
Werth  der  Ankaufssumme  gleich  sein.  Man  erhält  daher  folgende 
Gleichung : 

K.C     K.Ofipi      K.Ofipi  +  K 

oder: 

^  "■  1,0.^1  ^     1,  )a:i2  ' 
und  hieraus: 

2)  l,0:ri  =  |i  +  ^^ViCim-^pOi^pi^. 
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Wendet  man  die8e  Gleichung  auf  die  preussische  Anleihe  an, 
80  hat  man  p  =  5,  C=95,  zu  welchem  Curse  die  Anleihe  aus- 
gegeben wurde,  zu  setzen^   und  man  erhält: 

3) 

1,0a:,  =  ^  + 1^  V4 .  95 .  wi,i-^i%^  =  "-^  +  jl^v'^ägöseTaB 

=  ?^^±3f^?^=  1.051965. 

Hiernach  ist  das  Maximum  des  Zinsfusses.  in  welchem  sich  diese 
Anleihe  für  den  Theiinehuier  im  günstigen  Falle  verzinst: 

4)  ar  =  J  0,393. 

Ffir  den  Fall,  als  der  gekaufte  Schuldschein  K  im  letzten 
Jahre  n  zurückgezahlt  wird,  findet  die  zweite  oder  dritte  Methode 
des  §.  59.  zur  Ermittelung  des  Zinsfusses  ihre  Anwendung.  Wir 
wählen  hiezu  die  dritte.  Nennt  man  dann  den  hohem  Zinsfuss, 
in  welchem  sich  das  Kapital  verzinst,  p,  i\ex\  Zinsfuss,  worin  es 
vom  Staate  verzinst  wird,  </,  so  hat  man  die  Summen  (Zinse 
und  Kapital)^  welche  der  Käufer  während  der  Tilgungszeit  n 
empfangt,  in  den  Zinsfuss  q  umzusetzen.  Der  hiedurch  gewon- 
nene Werth  ist  dann  nach   dem  in  §.  59.  Gesagten   der  Summe 

JTi  =  — y; —  gleichzusetzen.     Hieraus  ergibt  sich  die  Gleichung: 
K.im      K.Ofip^      K.OfiPi  K.Ofipi  K 

oder: 


l,0(y,      ^     J,0</i2     ^—    l,0(7^2n    -ri,0y^2n 


^~U,ü/?i.        Q^^^  +  1,0^1 2„' 


und  hieraus: 

/JOO  1      \         0,Of/i 

6)  0,0;,,  =  l"C^  -  r%;W  •  l-l,0y,--2S 

Setzt  man  nun  hierin    C=95,    ^1=2,5,   n=37,   so  erhält  man 
für  das  Minimum  des  Zinsfusses  annähernd : 

TN  (\c\     -/^12?  1     \         0,025 

7)  ü,ü;?i  -  ^  g^  —  ,02574^  •  ]  —1,025-74 

1,0526315789.... —  0,1608548 
■"      33,5658089 

0,8917768   ^.,,...Q^, 
=  33:5658089  =  ^'^^^*^^^^'' 
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Hiernach  stellt  sich  die  niederste  Grenze  des  Zinsfusses^  worin 
sich  diese  Anleihe  für  einen  Theilnehmer  verzinst,    auf: 

8)  p  =  5,3136.... 

Die  Grenzen  liegen  also  zwischen  10,395  und  5,313....  Die  Rich- 
tigkeit des  in  No.  8)  gefundenen  Werthes  bestätigt  sich,  wenn 
man  ihn  nach  der  ersten  Methode  prüft.  Eine  Methode^  wodurch 
der  Zinsfuss  p  aus  den  Gleichungen 

*-^-     0,0;,       ""''  *  =  ^ pjT" 

näherungsweise  sehr  leicht  gefunden  werden  kann,  habe  ich  in 
meiner  Anleitung  S.  301  u.  ff.  gegeben^  worauf  ich  verweise. 


§.  62. 

Aufgabe. 

Folgender,  der  Wirklichkeit  entnomi^iene  Fall  soll  hier  noch 
eine  Stelle  finden. 

Bei  Begebung  der  grossherzoglicb  badischen  Lotterie-Anleihe 
vom  Jahre  1845  im  Betrage  von  14  Millionen  Gulden  fand  eine 
wirkliche  Concurrenz  einiger  Bankhäuser  statt,  die  dem  Staate  zu 
einem  bedeutenden  Vortheile  gereichte.  Eine  Gesellschaft  meh- 
rerer Bankhäuser  erbot  sich,  110^  für  jeden  Schuldschein  von  100 
zn  zahlen.  Die  Anleihe  wurde  dieser  Gesellschaft  zugewiesen. 
Der  Staat  bekam 

14000000. 1,10625  =  14875000 

statt  14  Millionen  und  hatte  einen  Gewinn  von  1487500  Gulden. 
Die  Anleihe  wurde  zu  3,5  Procent  bei  einer  Tilgungszeit  von  40  Jah- 
ren abgeschlossen.  Die  Tilgung  und  Verzinsung  geschieht  halb- 
jährlich. Diese  Bemerkungen  geben  Veranlassung  zu  folgender 
Frage,  wobei  wir  der  bequemeren  Rechnung  wegen  für  die  An- 
leihe die  Summe  10  statt  14  Millionen  und  ein  Aufgeld  von  10 
statt  10,625  Procent  wählen. 

1)  Eine  Anleihe  von  10000000  ist  unter  der  Bedin- 
gung abgeschlossen,  dass  sie  zu  3,5  Procent  verzinst 
in  40  Jahren  durch  gleiche  halbjährlich  zu  bezahlende 
Summen  verzinst  und  getilgt  werde.  Ein  Darleiher 
übernimmt  die  Anleihe  zum  Curse  110  statt  100. 

a)  Es   fragt  sich:     Wie  gross  ist  der  Zinsfuss,    wenn 
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die   Schald   durch   die  erhaltene  Sarome  in  40  Jahren 
getilgt  werden  soll. 

b)  Das  erhaltene  Aufgeld,  das  der  Staat  zu  4  Pro- 
cent verwenden  kann,  soll  sammt  den  daraus  fällig 
werdenden  Zinsen  zur  Tilgung  der  Anleihe  verwendet 
werden.  Es  fragt  sich:  reicht  dasselbe  zur  Tilgung 
und  Verzinsung  aus  oder  muss  der  Staat  halbjährlich 
ausser  den  hieraus  zu  verwendenden  Mitteln  noch  eine 
Summe  zulegen,  und  welche? 

c)  In  wie  viel  Jahren  wird  die  Anleihe  getilgt  sein, 
wenn  die  Zinse  des  Aufgeldes  zur  Tilgung  derselben 
verwendet    werden? 

Auflösung  zu  a).  Nennt  man  die  Summe«  welche  halbjähr- 
lich zur  Tilgung  und  Verzinsung  einer  Anleihe  von  10  Millionen 
bei  3,5  Procent  in  40  Jahren  erfordert  wird,  Z>,  so  hat  man  zu 
ihrer  Bestimmung: 


l)       10000000 — 1  ni'Tr^  "t"  1  ni7r^9~'~  1  ni'7r(3~i~  *'" 


1,0175  ^  1,0175«  ^  1,01753^  ••••1,0175«> 

1  —  1  0175--8O 
=  l^—^ff^ —  =  i.42,8799347, 


und  hieraus : 


2)  L  =  42^8799347  -  233209,3. 

Um  den  Zinsfnss  zu  finden,  hat  man  die  halbjährliche  Summe 
dnrch  80  Halbjahre  zu  rabattiren.  Nennt  man  äen  jährlichen  Zins- 
toBB  xr,  SO  wird  die  hieraus  sich  ergebende  Summe  dem  Kapital 
sammt  Aufgeld  gleichzusetzen  sein.     Das  Aufgeld  beträgt: 

10000000. 0,1  =  1000000. 

Hiernach  ist: 

^^^^  233209,3  233209,3  ,   233209,3 

3)  IIWUUUU^     jQ^^     +TÖ^*   ^••*  l,OjriW 


1— 10j:,-*> 

=  233209,3.»     o£ 


abo: 


l-l.Oa:,-'»  _  11000000  _ 
*>  O.0a:i       —  233209,3  "  *''*«»'«*• 
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Wendet  man  nun  die  in  meiner  Anleitung  8.  301.  gegebene 
Methode  an  und  sucht  in  der  entsprechenden  Tafel  in  der  80sten 
Horizontalreihe  die  Zahl  47,16792  auf,  so  fallt  dieselbe  zwischen 
46,407323  und  50,386657,  also  näher  an  erstere  als  letztere.  Der 
fragliche  Zinsfuss  Xi  liegt  also  näher  bei  1,5  als  bei  1,25.  Inter- 
poürt  man,  so  ergibt  sich  derselbe  zu  1,5  —  0,0477....  =  1,45  ganz 
nahe  und  der  Staat  hatte  hiernach  da»  Kapital  in  dem  Zinsfuss 
2,9  zu  verzinsen. 

Untersucht  man  nun  den  gefundenen  Werth  nach  der  ersten 
Methode  des  §.59.,  also  mit  Rücksicht  auf  No.  3)  dieses  Para- 
graphen,  nach  der  Gleichung: 

1—10145-«*» 

5)  AT,  =  233209,3 . ^^^^^       . 

so  hat  man : 

Ig  1,01 45-«^»  =  0,4998360- 1  =  Ig0,3161084, 
^  -.OQQOAOQ  1-0>3161084  _  233-209,3.0,6838916 

lg  233209,3   =5,3677459 

Ig0,6838916  =  0^349873--l 

5,2027332 

Ig  0,0145       =  0,1613680—2 

N.  7,0413652  =  10999500, 

6)  Kl  =  10999500. 

Der  so  für  K^  gefundene  Werth  ist  daher  von  demjenigen,  der 
nach  No.  3)  hätte  gefunden  werden  sollen,  nur  um  IIOOOOOO 
— 10999500  =  500  von  dem  richtigen  verschieden.  Der  gefundene 
Zinsfuss  2,9  ist  daher  ganz  nahe  genau  und  um  ein  ganz  Unbe- 
deutendes zu  gross. 

Auflösung  zu  b).  Nach  No.  2)  wird  zur  Tilgung  der  An- 
leihe halbjährlich  die  Summe  233209,3  erfordert.  Man  findet  die 
Tilgungssurome  des  ersten  Halbjahres,  wenn  man  den  halbjähr- 
lichen Zinsbetrag  der  Schuld  10000000.0,0175  =  175000  hievon 
abzieht,  und  erhält  daher: 

Ai  =  233209,3  — 175000  =  58209,3. 

Soll  nun  das  Aufgeld  von  1000000,    das  zu  4  Procent  verwendet 
werden  kann ,  zur  Schuldentilgung  während  80  Halbjahren  verwen 
det  werden,  so  ergibt  sich  die  Summe  Z,  welche  halbjährlich  hie 
für  disponibel  gemacht  werden  kann,  aus  folgender  Gleichung: 
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iftnnnnn      ^   i    ^    i    ^    i      -^       .  i-i,02-«o 

juuuuuu-  ^^^2  +  1,02«  ^  J,023  ^       1,02«*>  "~  ^'       0,02       ' 
und  hieraus: 

1000000.0,02 _   JOOOOOO 
'^  ^  ""    1  — 1,02-8«  ""  39,7445136  ~ "-^* ^,7. 

Hiernach  niuss  der  Staat  ausser  den  Zinsen  die  halbjährliche  Somnie 

8)  Ä  =  58209,3 — 251 60,7  =  23048,6 

zaschiesseii,  denn  er  kann  25100,7  aus  dem  Aufgeld  halbjährlich 
schupfen.  Aas  eigenen  Mitteln  hat  dann  der  Staat  halbjährlich 
nur  die  Summe  208048,6  zur  Verzinsung  und  Tilgung  zu  ver- 
wenden, um  in  40  Jahren  die  ganze  Schuld  zu  tilgen. 

Dass  diese  Werthe  richtig  sind,  ergibt  sich  aus  folgender 
einfachen  Prilfung: 

25160,7        0,0175        +  ^^^'^ '       0,0175    - 

=  25160,7.42,8799347  +  208048,6.42,8799347 

=  1078889,3  +  8921 110,6  =  9999999,9. 

Auflosung  zu  c).  Da  das  Aufgeld  zu  4  Procent  benutzt 
werden  kann,  so  beträgt  die  Tilgungssumme  eines  jeden  Halb- 
jahres 1000000.0,02  =  20000.  Sie  wächst  in  diesem  Falle  nach 
dem  früher  Gesagten  halbjährlich  um  2  Procent.  Die  Anleihe  wird 
daher  getilgt  sein,  wenn  die  halbjährlich  verwendbaren  Summen 
der  Schuldsumme  gleichkommen.     Diess  führt  zu  der  Gleichung: 

I  02«  —  1 

9)  10000000  =  20000.-^^02 

Hieraus  bestimmt  sich  die  Zahl  der  Halbjahre  (n)  durch 

,0^  Ig  11        1,0413927 

lu;  n  —  lg  j  02 — 0,0086002 ""  *^^^"ö^- 

Die  ganze  Anleihe  wird  also  allein  durch  die  Zinsen  des  Auf- 
geldes in  61,5  Jahren  getilgt  sein,  wobei  der  Staat  in  dieser  Zeit 
nur  die  Zinse  der  Anleihe  halbjährlich  im  Betrage  von  175000 
zo  zahlen  hat. 

§.  63. 

Allgemeine  Bemerkungen   über  Staatsanleihen  und  die 
Tortheilhafteste   Art  ihrer  Tilgung. 

Der  Zweck  der  Aufnahme  einer  Staatsanleihe   ist  die  Befrie- 

13* 
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rfipiing  irgend  eines  ein  tretenden  Beililrlnipses,  dps  nicht  ans 
laorcnilen  Einnahmen  gedeckt  u  erden  kann.  Diese  Bedärfnisee 
können  verschiedener  Natur  sein  und  in  mancherlei  VerhältniNsen 
ihren  Grund  hahen,  tvndurch  sich  nnhl  aiich  die  Arl,  ^ie  zu  til- 
gen, bedingen  wird.  Hieher  s^ehTiren  Auiißahen  von  vorübergeh- 
ender Naiar,  tvie  der  einmalige  Ansfall  in  den  Jahreseinnahmen 
nnd  ein  dadurch  entstehemies  Delicit,  oder  Ausgaben  fQr  Wei- 
hende Einrichtungen,  wie  die  Anlage  der  Ei^enliahnen.  Verkehrs- 
wege, Cultarverbesserungen,  Herstellung;  von  (!eliSiiden,  Einrich- 
tung neuer  Induf'trie- Anslalten  u.  s.  w. 

Es  kunn  nun  nicht  die  Absicht  sein,  biet  auf  eine  Eritrtemiig 
dieser  Bedilrfnisse  einzugehen,  da  unsere  Aufmerksamkeit  nur 
daran r  gerichtet  ist,  die  vnrih ei Ih älteste  Einrichtung  derTilgun^s- 
plane  anzn  deuten. 

Nach  den  in  diesem  und  in  dem  vorhert^ehenden  Kapitel  an- 
gestellten Untersuchungen  treten  liau|itsiichtich  drei  Tilgungsplfine 
hervor,   die  Berücksichtigung  verdienen: 

a)  Tilguugsplitne,  bei  «eichen  die  Zahlungssumnien  ahnehroen, 
h)  solche,  hei  ivelchen  die  Zahlungssuninien  zunehmen,  und 
c)  solche,    hei  welchen  dieselben  gleich  gross  sind. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  rm  ersten  Falle  die  Gegenwart  und 
die  ihr  zuiiächsf  liegende  Zeit  mehr  als  die  spätere  Zukunft  b&- 
labtet  und  die  Steuetkraß  der  Staatsangehörigen  rn  ungleichem 
Maasse  in  Anspruch  genommen  wird.  Dasselbe  gilt  umgekehrt 
im  zweiten  Falle,  in  welchem  die  Gegenwart  und  die  ihr  zunächst 
Folgende  Zeit  auf  Kosten  der  späteren  Generation  erleichtert  wird. 
Beiden  Uufileicliheilen  begegnet  die  dritte  Tilgungsart,  indem  dl«) 
frühem    und    spätem   Generalionen   gleichförmig  belastet   werden. 

Die  erste  Tilgungsarl  ist  die  ungewöhnliche,  und  e»  ist  mir 
nicht  bekannt,  dass  ein  derartiger  Tilgungsplan  von  den  Finanz- 
verwaltungen  gewählt  wurde.  Dennoch  mOehle  es  Fälle  geben, 
worin  diese  Tilgungsart  gerechtfertigt  wäre,  namentlich  dann, 
wenn  ein  vorübergehender  Ausfall  in  den  Einnahmen  durch  eine 
Anleihe  gedeckt  werden  soll.  IVIan  kann  wohl  verlangen,  dass 
wenn  der  Fall  eintritt,  dass  die  Einnahmen  üur  Deckung  der  lau- 
fenden Verwaltungskosten  nicht  hinreichen,  die  Gegenwart  ge- 
halten sei,  ihre  Bedürfnisse  aus  ihren  Mitteln  durch  Einhebung 
vorübergehender  höherer  Steuerbetrfige  zu  bestreiten.  Ut  diess 
aber  nicht  möglich  oder  wird  dieser  Weg  nicht  betreten,  so  ist 
es  billig,  dass  die  Jetztzeit  in  diesem  Falle  stärker  heiastet  werde, 
als  die  Zukunft,    und  sich    nicht  auf  Kosten    der  spätem  Genera- 


tion  erleichtere.      Jedtiiralls  dürften    Tilguiigspläiie   mit   Hachsen- 
.       deo  Sumiiien    liier   nicht  gutvählt  werden.     Ein   Gleiches  t;i1t   bei 
solchen  Eitirichluiigeii  oder  X'erbeuserungeii,  nelciie  h;iu(ils;iijhli.h 
im  Inlererise  der  Ges{eiin'art  hegrSndet  sind. 

Häufiger  wird  die  zweite  Art  geivrihlt,    wiirnarh  die  Anleiden 
darch  Ktei^ende  Zahtungesumqien   getilgt   tverden.     Dies«   ist  der 
j      Fall    bei   der  grusäherzogüch   badischeii  Eisenbahn- Anleihe    vom 
Jabre  1845  (§.56.)  und   auch  bei  der  Lotterie-Anleihe  vuni  Julire 
I       1840,    worüber  das  Nähere  in  meiner  „Theorie  der  Lotferie-An- 
I'      leben"   nachzusehen  ist.     Diese   Tilj{ungsart   ninst    zum   Theil    in 
'      der  Neigung  einer  Pinanüverwaltung  liegen,   die  Befriedigung  der 
dem  Staate  obliegenden  Schuldigkeilen  der  spSlern  Generntinn  zu 
äheranttvnrleu.     Dnch  ist  abgesehen  von  dieser  Miiglichlceil,  nicht 
zn  verkennen,  dass  diese  Tilgungsweise  bei  vielen  Fsllen    in  der 
Sache  be;,'ründet  ist.     Hieher  gehören  alle  Anleihen,  die  für  bii.-ien- 
bahnen    oder   solche  ^'erbeäfieru^gen    und  Einrichtungen   gemacht 
werden,    deren   Vnrtheite  und  Erträgiiiäse  sich  erut  voilEitfandig  in 
der  Zukunft   entwickeln,    also  auch   dieser    zu    gut  kommen.     Es 
ist  daher  gerechtferligt,    dass    die   spätere  Generalion    eine   dem 
grossem    Vorltieil  entsprechende   grossere   Belastung  übernehme. 
Ferner  ist  nicht  zu  übersehen,   dass    mit  Verbesserung   der  Ver- 
kehrswege sich  die  Industrie  und   der  Verkehr  und    dadurch  die 
Steuerkraft  hebt,  nnd  daher  der  Zukunft  eine  gnlsüete  Belastung 
ungeniuthet  »erden  kann. 

Weniger  als  der  zweite  ist,  so  viel  mir  bekannt,  der  dritte 
\^eg  betreten.  Hierher  gehört  die  prenssisehe  Anleihe  vom  Jahre 
1859  (§.  58.),  die  durch  gleiche  Zahlnngssuninien  getilgt  wird. 
Sie  dürfte  sich,  ribwohl  »eriig  benutzt,  ab  sehr  vortheilhaftern  eisen. 

Betrachtet  man  nämlich  den  Staat  im  Allgemeinen,  als  nicht 
einem  bestimmlen  Zeitraum  aogehörig  und  in  seinem  Bestehen 
nicht  an  einzelne  Jahre  geknüpft  und  eingeschlo.tsen,  sondern  als 
von  einem  liüliern  Standpunkte  aus  diu  zeillichen  Bedürfnisse 
benbacbtend  nnd  ihre  Berrledigung  überwachend,  die  Wünsche 
und  Hoffnungen  der  Zukunft  i'iber  den  Interessen  der  Gegenwart 
nicht  vergessend,  und  umgekehrt,  ausgleichend  nach  allen  Be- 
ziehungen, bestündig  in  zeit-  und  sachgemNüser  Entwiclcelung 
begriffen,  n\s  einer  und  derselbe  in  allrn  Verhüllnissen  und  Zei- 
ten, so  dürfte  eine  gleichförmige  Belastung  seinem  Wesen  und 
4er  Forderung  seiner  Interessen  am  sachgemHsseslen  entsprechen, 
und  jedenfalls  derjenigen  vorzuziehen  sein,  welclie  eine  Zeilpe- 
rlude vnr  der  andern  erleichtert,  wenn  nicht  entscheidende  Gründe 

.  Ausnahme  bedingen.     Treten   d'*^e  aber  maassgebend  ein. 
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80  wird  nach  dem  Gesagten  im  einzelnen  Falle  immer  die  rich- 
tige Ausgleichung  gefunden  werden  können.  Wird  in  einem  sol- 
chen Falle  ein  Tilgungsplan  etwa  mit  steigenden  Zahlungssummen 
für  einen  grossem  Zeitraum  gewählt,  so  dürfte  dahin  zu  wirken 
sein ,  das8  sich  dieselben  nicht  schliesslich  zu  einer  solchen  Hohe 
erheben,  dass  die  Durchführung  illusorisch  gemacht  und  selbst 
wieder  eine  neue  Anleihe  erfordert  wird,  um  dem  Staate  die  Ein- 
haltung seiner  Verpflichtungen  zu  ermöglichen.  Hiedurch  würde 
die  Tilgung  der  Anleihe  nicht  erwirkt,  sondern  auf  einem  spätem 
Zeitraum  hinausgeschoben. 

Diese  Bemerkungea  finden  z.  B.  ihre  Bestätigung  bei  der  Til- 
gung der  badischen  Lotterie-Anleihe  vom  Jahre  1840  im  Betrage 
von  5  IVliHionen  Gulden,  die  einen  Zeitraum  von  25  Jahren  umfasst. 

Diese  Anleihe,  ist  auf  den  sehr  günstigen  Zinsfuss  3,5  basirt, 
wird  aber  nach  einem  so  ungünstigen  Plane  getilgt,  dass  die  an- 
fängliche Schuld  von  5000000  nach  16  Jahren  sich  auf  die  Höhe 
von  5503176  Gulden  steigert,  anstatt  zu  sinken,  und  die  eigent- 
liehe  Kapital  -  Abtragung  in  die  letzten  8  Jahre  des  Tilgungsplans 
zurückgedrängt  wird.  Diess  hat  zur  Folge ,  dass  die  letzten  acht 
Zahlungssummen  zusammen  5971675  (nahe  6  Million  Gulden)  und 
die  drei  letzten  je  eine  Million  in  runder  Zahl  betragen,  während 
eine  Reihe  von  Zahlungen  in  den  früheren  Jahren  nicht  einmal 
die  Zinse  der  Schuld  absorbirt. 

Auf  das  Unvortheilhafte  solcher  Tilgungspläne  habe  ich  schon 
in  meiner  „Theorie  der  Lotterie  -  Anlehen"  pag.  43.  u.  ff. 
aufmerksam  gemacht  und  verweise  deswegen  dorthin. 

Ist  nun  ein  Tilgungsplan  auch  auf  ganz  ungünstige  Weise 
entworfen  und  festgestellt,  sso  kann  allerdings,  wie  ich  schon  in 
meiner  Anleitung  gezeigt  habe,  und  wie  auch  aus  den  in  diesem, 
dem  ersten  und  dritten  Kapitel  aufgestellten  Sätzen  hervorgeht, 
nachgewiesen  werden,  dass  die  nach  ihm  fälligen  Zahlungssummen 
(Zinse  und  Tilgungssummen)  immer  auf  den  Werth  der  aufge- 
nommenen Schuld  zurückführen,  wenn  sie  in  demselben  Zinsfuss 
rabattirt  werden,  worin  die  Anleihe  verzinst  wird.  Objectiv  er- 
gibt sich  also  hieraus  kein  Nachtheil  für  den  Schuldner.  Den- 
noch kann  eine  Schuld  nach  verschiedenen  Tilgungsplänen  zurück- 
gezahlt werden,  und  es  wird  sich  zeigen,  dass  in  dem  einen  oder 
andern  Falle  eine  grössere  oder  kleinere  Gesammtsümme  in  dem 
nämlichen  Zeitraum  gezahlt  werden  muss,  wenn  man  sämmtliche 
Zahlungssummen  unter  einander  vergleicht,  während  die  Rabatti- 
rung  in  dem  einen  oder  dem  andern  Falle  immer  auf  die  gleiche 
Summe  führt.  Im  zweiten  und  driften  Kapitel  wurde  schon  in 
den  bezüglichen  Fällen  hierauf  hin<;ewiesen. 
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Es  ist  nun  klar,  dass  jeder  Privatmann,  der  eine  Schuld  zu 
tilgen  hat,  denjenigen  Tilgungsplan  vor  dem  andern  wählen  wird, 
welcher  von  ihm  im  Laufe  der  Zeit  die  geringeren  Zahlungssum- 
men fordert.  Eine  sorgföltige  und  sparsame  Finanzverwaltung  wird 
wohl  dasselbe  thun.  Es  dürfte  sich  daher  der  Mühe  lohnen,  den 
nähern  Nachweis  über  die  vortheilhafteste  Einrichtung  der  Til- 
gungspläne  zu  geben. 

§.64. 

Fortsetzung. 

Zur  Lieferung  dieses  Nachweises  nehmen  wir  die  Elemente 
aus  dem  dritten  Kapitel  und  vergleichen  die  verschiedenen  Til- 
gungspläne nach  dem  in  §.  63.  gegebenen  Schema  unter  einander'. 

a.     Tilgungspläne    bei    gleichen    Ab tragssummen. 

Geschieht  die  Tilgung  und  Verzinsung  jährlich  und  8oll  die 
Cresammtsumme ,  welche  Im  Laufe  der  Tilgungszeit  zu  zahlen  ist, 
bestimmt  werden,  so  hat  man  die  in  No.  1)  §.  32.  angegebenen 
Werthe  zusammen  zu  zählen.    Hiernach  erhält  man  : 

=  w^  -{-niK — (n  —  l)-rt).0,()p. 

Geschieht  die  Tilgung  jährlich  und  die  Verzinsung  halbjährlich, 
so  ergibt  sich  die  Gesammtsumnie  für  die  fälligen  Werthe  aus 
der  Gleichung  No.  8)  §.  32.  und  man  erhält : 

Ä2  =  «i4  +  2nir.  0,Opi  -  2  ^^^^^  ^ .  0,Oyj, . 
Da  nun  2.0,0/71=2.0,0^=0,0^  ist,   so  entsteht: 

2)  Sa  =  w^  +  wir.0,0/?—  ^^i"^^^  ^.0,0p. 

Nach  No.  l)  und  No.  2)  ist  Si^zS.^.    Diess  führt  zu  dem  Satze: 

3)  Wird  eine  Anleihe  durch  gleiche  Abtragssummen 
getilgt,  und  geschieht  die  Tilgung  jährlich,  die  Ver- 
zinsung   aber    jährlich    oder    halbjährlich,    so    ist    die 
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Summe  sämmtlicher  nach  den  beiden   Tilgungsplänen 
fälligen  Zahlungsleistungen  gleich  gross. 

Gei4chieht  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich  und  bo, 
dass  die  halbjährliche  Tilgungssumme  die  Hälfte  der  jährlichen 
Ai  =  ^A  ist,  so  kommt  die  Gleichung  No.  12)  §.  32.  in  Anwendung 
und  die  Summe  sämmtlicher  nach  dem  Tilgungsplane  ßllllg  wer- 
denden Zahlungen  ist: 

4)  «3  =  InAy  +  2nir.  OM  -  ??i2^1)  ^^  ^^^ 

Nun  ist  2ili  =  .4,  2.0.0^1=0,0;?,  (2«-l).ili=2(n-i)i4i=(n-4)J, 
und  hieraus  durch  EinfOhrung: 

5)  Sg  =  «i4  +  nK,  Ofip—nin  -  i)  -^.Ofip 

=  n^  +  M  (Z  -  (n — i)  ^) .  0,0p. 
Vei^leicbt  man  nun  Si  oder  S^  mit  S^  und  bemerkt,   dass 

(K-{n-\)  ^)0,0p  >  {K-  («-i)|)0,Op 


oder 


(ir-  ^  +  ^)o,Qp  xjr-i^ + i)  0,0p , 


SO  folgt  hieraus: 

6)  Wird  eine  Anleihe  durch  gleiche  Abtragssum- 
men  getilgt  und  geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung 
halbjährlich  und  so,  dass  die  halbjährliche  Tilgungs- 
sumroe  die  Hälfte  der  jährlichen  Tilgungssumme 
{Ai=.^A)  beträgt,  so  ist  die  Summe  sämmtlicher  nach 
dem  Tilgungsplane  fälliger  Zahlungsleijitungen  klei- 
ner, als  wenn  die  Tilgung  jährlich  und  die  Verzinsung 
jährlich  oder  halbjährlich  in  der  gleichen  Zeit  ge- 
schieht. 

Derselbe  Satz  gilt,  wenn  die  Abtrags-  oder  Tilgungssummen 
um  gleich  viel  zu-   oder  abnehmen. 

Schon  in  §.  33.  und  §.  36.  u.  s.  w.  wurde  im  besondern  Fall 
auf  diesen  Satz  hingedeutet.     Hier  findet  er  sich  bewiesen. 
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b.     Tilguu^splätie,    bei    »eichen   die  Abtrags-   oder 
gungssuntmeii     in     einer     geometrischen     Pro^resi 


Geschieht  die  Tilgung  und  Verzinsung  jührlich,  so  ergibt  sich 
für  die  Summe  aller  nach  dem  Til^udg-splane  erlWderlichen  Zah- 
lungsleistungen aus  INo.5)§.  39.  durch  Tolgende  Gleichung: 


7,  Ä.=.-I.^ö»-- +"*■"■'»/' 


A.assp  L^^^-rl.^rl-^ 


wenn  A.Qfip,  um  die  Reihen  zu  verrollständigeii,  zu-  und  abge- 
iShIt  tvird.  Ist  n  keine  ganze  Zahl,  so  muss  noch  die  Restachuld 
Sn  zugezählt  nerden. 

Geschieht  die  Tilgung  jährlich  und  die  Verzinsung  halbjäbr- 
lich,  so  enlsleht  au«<  No.  16)  §.  SU.  für  die  Gesammtsumme  aller 
nach  dem  Tilgungsplan  faltiger  Zahlungsleistungen: 

**> 
.  l,Oic"-I       2J.0,0p,     1,0m."  — I      2w^.0,0p, 

0,Oic 


=  nK.O,Op-{  A 


V      Ö.Öw^+      0,0m     ■ 


Auch  hier  ist  erl'orderlichen  Falls  die  Restachuld  Sn  zn  berQck- 
sichtigen.  Aqs  No.  7)  und  No.  8)  folgt,  dass  $i  =  S,  ist  Der 
in  No.3}  aufgestellte  Satz  gilt  auch  hier. 

Geschieht  aber  die  Tilgong  und  Verzinsung  halbjährlich,  so 
bommt  ]No.  21)  @.  39.  in  Anwendung.  Setzt  man  nun,  um  eine 
Vergleichung  mit  No.  7)  und  Xo.  8)  zu  gewinnen,  den  Procent- 
satz, um  welchen  die  Thetlungssumme  halbjährlich  wächst,  iO|  =^, 
und  die  halbjährliche  Til^-ungssumnie.  ilie  vorerst  in  Frage  steht, 
Ax,  so  ist  die  Ge^animtsumuie  aller  Zahlungsleistungen: 

l,Ow,^— I       ^    0,Qpi  \Sho^ 


Si,=-2niC.0.0pH'^i 


O.Ow,  'O^Oio,'    0,0w, 

— jj-Tj f.\i\    verrollstSiidigung  der  Reihen 

wird.     I 
Gleichung  in  folgende  Viber: 


!2w^i.0,0p, 
0,Owj      ' 

und    abge- 


zählt wird.     Da  nun  2.0,0/,, -0,0;,.   ^  ^^jöS'*'*' *''S«'"<'i''8e 


^ 
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wobei  noch  erforderlichen  Falls  S^  zugezählt  werden  mass. 

Vergleicht  man  nun  No.  9)  mit  No.  7)  oder  No.  8),  so  ist  zu 
bemerken,  dass  es  sich  in  beiden  Fällen  um  Tilgung  einer  und 
derselben  Anleihe  K  in  dem  gleichen  Zeitraum  n  handelt,  und 
dass  <lie  Anleihe  getilgt  sein  wird,  vvewn  die  sämmtlichen  Til- 
gungssummen der  Anleihe  gleich  gekommen  sind.  Hiernach  hat 
man  für  No.  7)  und  No.  8): 

l,Ow«— I 


K^A, 


0,Otr 


und  lur  No.  9) : 


und  hieraus : 

^"^  ^-     0,0«;     -"^^       0,Oiri 

Wendet  man  den  Inhalt  dieser  Gleichung  auf  die  Beurtheilung 
des  Werthes  von  Si  und  S^  in  Beziehung  auf  ^$3  an,  so  zeigt 
sich  in  No.  7),  No.  8)  und  No.  9)  dass  die  beiden  ersten  Glieder 
einander  gleich  sind  und  dass  daher,  wenn  «$3  von  Si  oder  S^ 
verschieden   ist,    der   Grund   des   Unterschiedes   in    dem    dritten 

nA.^fip  2nAi .  0,0p  ..  « 

Gliede  — tt-tz — —  und  — ttj: — —  liegen  müsse.  Um  diess  zu  be- 
stimmen, dient  die  Gleichung  No.  ]0).  Aus  ihr  erhält  man,  wenn 
die  rechte  Seite  mit  2  multiplicirt  und  dividirt  wird  ;i 

hOw^—l      ^AiAfiwi^-l     ^       l,0tO|g«— 1 
^      0,0  w     ""        2.0,0w?i        '^^'^''      Ofiw      ' 

and  hieraus: 

A         1,0«»!*»  —  1 


II) 


2Ai  "~    l,Ow»~J 


Da   nun,  ^wie  früher  gezeigt   wurde,    l,Otri*»  —  1  >  l,Ofi^ —  1, 

wenn  wi=^^w,  so  ist  auch  A  >  2Ai  oder  -^^  Ai',   folglich   auch 

nA.O.Op  (MDlp 

0,Otr     >  ''"''» •  O.Ow" 

Hieraus  folgt,  dass  auch  in  dem  vorliegenden  Falle  iS\  >  S^ 
ist.  Es  gilt  daher  auch  der  in  No.  6)  aufgestellte  Satz  jedoch 
unter  der  Voraussetzung: 
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12)  dass  die  Tilgungssiimme  des  ersten  Halbjahret« 
kleiner    als    die    Hälfte   von   der    des   ersten  Jahres  in 

No.  7)  oder  No.  8)  ist,    J,  <  ^  • 

Die  frühere  Voraussetzung,  dass  Ai=^-^,    ist  nicht  zulässig, 

vrie  sich  leicht  zeigt.  Setzt  man  nämlich  Ai  =  iA  in  No.  9),  so 
geht  diese  Gleichung  nach  den  gehörigen  Veränderungen  in  fol- 
gende über: 

da  2.0,0wi=0,0w  ist.  Es  wird  daher,  da  l,Otri*«— 1>  1,0«©»- 1 
ist,'54>  S^  sein.  Dieses  Resultat  steht  im  Widerspruch  mit 
No.  10),  weil  offenbar 

l,Ofg»— 1      A_   l,Otgi^— 1  _      lOwi^  —  1 
^'     0,0w     ^  2         0,0«©i      """*•       0,0«u 

ist,  also  nicht,  wie  No.  10)  verlangt,  gleich  gross  sein  kann. 

Wird  dennoch  Ai  =iA  in  No.  21)  §.  39.  oder  in  No.  9)  dieses 
Paragraphen  gesetzt,  so  ist  die  nothwendige  Folge,  dass  27t<7? 
sein  muss,  um  der  Gleichung  No.  10)  zu  genügen,  und  wenn  der 
Tilgungsplan  No.  21)  §.  39.  in  Kraft  bleiben  soll.  Ist  aber  27i<9i, 
dann  wird  auch  der  Satz  No.  6)  wieder  in  Kraft  treten. 


c.     Tilgungspläne,    bei    welchen    die  Zahlungssummen 
(Zinse  und  Tilgungssummen)  gleich  gross  sind. 

Die  zu  gewinnenden  Resultate  ergeben  sich  in  diesem  Falle 
sehr  leicht,  wenn  man  beachtet,  dass  sofort  nach  No.  14)  §.  39. 
der  Zinsfuss  und  der  Procentsatz,  um  welchen  die  Tilgungssum- 
men steigen,  einander  gleich  sein  müssen.  Setzt  man  daher  j9=:«o, 
so  hat  man  bei  jährlicher  Tilgung  und  Verzinsung^  aus  No.  7): 

14)  5i  =  nK.  0,0p  +nA  =  n  (K.  0,0p  +  A) ; 

bei  jährlicher  Tilgung   und  halbjährlicher  Verzinsung  aus  No.  8) : 

^nA  0  Ol) 

15)  ÄB  =  2wir.0,0/?i  +—^'^  =  n(K.Ofip  +  A); 

bei  halbjährlicher  Tilgung  und  Verzinsung  ans  No.  9) : 

16)  Ss  =  2nK,0.0pi  +2nAj  =  n(K.O,Op  +  2^,), 

und  es  ist  Si  =  S^;   S^  ^^  Si  =  S^*  da  Ai  <i^  ist.     Diese  Sätze 
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rechtfertigen  sich  auch  einfach  dadurch,  dass  K.(^fip  {■  A  in  den 
beiden  ersten  Gleichungen  die  jährliche  und  K.^^fipi-^-Ai  in  No.  16) 
die  halbjährliche  Zahlungsleistung  ausdruckt  und  A^  <^\Ai  sein  muss. 

Hieraus  entnimmt  man  folgenden  allgemeinen  Satz : 

17)  Die  halbjährliche  Tilgung  und  Verzinsung  einer 
Anleihe  ist  unter  den  genannten  Bestimmungen  vor- 
theilhafter,  als  die  jährliche  Tilgung  bei  halbjährli- 
cher oder  jährlicher  Verzinsung,  denn  die  aus  ihr  hervor- 
gehenden Gesammtzahlungen  belasten  den  Schuldner  in  geringerem 
Maasse,  als  die  jährliche  Tilgung  mit  jährlicher  oder  halbjährlicher 
Verzinsung. 

Der  hier  nachgewiesene  Vortheil  geht,  wie  man  sieht,  einzig 
aus  der  Einrichtung  des  Tilgungsplans  hervor  und  empfiehlt  sich 
von  selbst  allen  sorgfaltigen  Finanzverwaltuogen.  In  den  meisten 
mir  bekannten  Tilgungsplänen  ist  diese  Einrichtung  nicht  zur  Aus- 
führung gebracht,  ob  sie  gleich  im  Interesse  des  Staates  liegt 
und  sich  leicht  in  der  Wirklichkeit  ausführen  lässt,  ohne  die  In- 
teressen der  Staatsgläubiger  im  Mindesten  zu  verletzen. 


§.  65. 

Anwendung. 

Das  Gesagte  soll  an  besondern  Fällen  nachgewiesen  werden. 
Wir  wählen  hiezu  die  schon  behandelte  badische  und  preussisehe 
Anleihe. 

Wird  die  badische  Anleihe  im  Betrage  von  10  Millionen  Gul- 
den bei  4  Prncent  in  einem  Zeiträume  von  44  Jahren  durch  gleiche 
Abtragssummen  getilgt,  so  ergibt  sich  die  Gesammtsnmme,  welche 
bei  jährlicher  Tilgung  und  jährlicher  oder  halbjährlicher  Verzin- 
sung auf  die  Heimzahlung  verwendet  werden  muss,  nach  No.  I) 
und  No.  2)§.  64.,  wenn 

jr=  10000000,   ^  =  4,    n  =  44,    .4  =  ^^J^  =  227272,72 
gesetz^t  wird.    Es  entsteht: 

1) 

44  43 
Äi  =44.227272,72 +  44. 10000000.0,01  +  -yV--^-7*^^'^'72.0,04 

=  10000000  +  17600000  ~  4600000 
=23000000, 
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bei  halbjährlicher  Tilgung  und  Verzinsung  nach  No.  4)§.  64.,   da 

.        10000000      „....«.       ., 
Ai  = ^ =  lJo6oO,oo....  ist: 

2) 

S8  87 
Ä8  =  88. 1 13636,36  +  88. 10000000 .0,02  -  '^^.  1 13636,36. 0,02 

=  10000000  +  17600000  -  8700000 
=  18900000. 

Nach  dem  vom  Staate  auii^estellten  Tilgungsplane  ist  zu  zahlen 
bei  jährlicher  Tilgung  und  halbjährlicher  Verzinsung  nach  No.  8)  §.64.: 

3) 

Äi  =44.10000000.0,04  f  50000  -^^g C'^^Sös) 

+  44. 50000.  ^g|  +  Ä44 

=  17600000+50000. 199,7580319.i  +  ^^^—  + 12098,406 

=  17600000  +  3329300,5315  +  1466666,66....  +  12098,406 
=  22408065,604. 

Würde  diese  Anleihe  unter  den  nämlichen  Bedingungen  durch 
halbjährliche  Tilgung  und  Verzinsung  zurückgezahlt,  so  wäre  die 
Tilgongssumme  des  ersten  Halbjahres   für  ti7|  =3: 

_ 10000000.0,03      10000000  _ 
"^^  ""       1,038«  ~  1        ""  415,9853932  "~  ^^^>^ » 

IglOOOOOOO    =7,0000000 

Ig  415,985393  =  2,6190781 

N.  4,3809219=24039,30. 

Durch  Einführung  dieses  Werthes  in  No.  9)  §.  64.  entsteht : 

4) 


1  0388 1 

,^  =  44 .  10000000 . 0,04  +  24039,3 .  '^^^^  - .  J  +  88 .  24039,3 . 


=  17600000  -f  3333333,33  -{■  1410305,6 
=  22343638,9. 
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Wfirde  die  Anleihe  durch  gleich  grosse  Summen  in  44  Jahren 
zurfickgezahlt  werden,  so  hat  man,  um  die  Gesaramtsumme  der 
Zahlungen  bei  jährlicher  Tilgung  und  jährlicher  oder  halbjährlicher 
Verzinsung  zu  erhalten,  zuerst  die  Tilgungssumme  des  ersten 
Jahres  A  bei  4  Procent  zu  bestimmen.     Es  ist: 

,     10000000.0,04 _  10000000      ,^^,,  ,^ 
^  ~       1,0444—  1       - 1 15,4128769  ""  «*^*^«^' 

Ig  10000000  =  7,0000000 
Ig  115,41287  =  2,0622542 

N.  4,9377458  =  86645,6. 

Durch   Einfuhrung    dieses   Werthes  in   No.  14)  oder  No.  15)  §.  64. 
entsteht : 

5)  «1  =  44  (lOOOOOOO .  0,04  -f  86645,46)  =  44 .  486645,46 

=  21412400,24. 

Geschähe   unter    dieser    Voraussetzung    Tilgung   und   Verzinsung 
halbjährlich,  so  hat  man  die  Tilgungssumme  des  ersten  Halbjah 
res  A^  zu  bestimmen.    Sie  ist: 

10000000.0,02      10000000  _  .^^,  ^o 
^^  —       1,0288  - 1       -  235,6177011 ""  ^'^^*'*^' 

lg  10000000  =  7,0000000 

Ig  235,61770  =2,3722080 

N.  4,6277920  =  42441,63. 

Durch  Einführung  dieses  V^erthes  in  No.  16)  §.  64.  entsteht : 

6)  Äg  =  44(10000000.0,04  +  84883,26)  =44.484883,26 

==  21334863,44. 

Aus  der  Vergleichung  der  gefundenen  Resultate  ergibt  sich, 
dass  in  den  verschiedenen  Tilgungsplänen  die  Werthe  der  S^ 
(halbjährliche  Tilgung  und  Verzinsung)  einen  Vortheil  gegen  die 
der  1^1  (jährliche  Tilgung  und  jährliche  oder  halbjährliche  Ver- 
zinsung) zeigen.  Bei  der  Heiinzahlung  durch  gleichheitliche  Til- 
gungssummen No.  1)  und  No.  2)  tritt  diess  am  stärksten  hervor, 
wobei  jedoch  zu  bemerken  ist,  dass  in  diesem  Falle  die  Gegen- 
wart und  die  ihr  zunächst  liegende  Zeit  stärker  und  zu  Gunsten 
der  spätem  Zeit  belastet  werden  würde. 

Die  in  No.  3) — No.  6)  gefundenen  Werthe  ordnen  sich  in  der 
Reihenfolge,  wie  sie  hier  zusammengestellt  sind.    Der  vom  Staate 
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festgestellte  Tilgungspinn  erfordert,  nach  No.  3)  im  Ganzen  die 
Summe  von  22408065,6,  \^ährend  eine  einfache  Umänderung  in 
einen  Tilgungsplan  mit  halbjährlicher  Verzinsung  und  Tilgung  nach 
No.  6)  nur  eine  Summe  von  2] 334863,44  erfordert,  also  im  Gan- 
zen die  nicht  unbeträchtliche  Erleichterung  von  )063202,]6  gewährt 
haben  würde.  Vergleicht  man  nun  mit  diesen  Resultaten  den  in 
§.56.  No.  7)  und  No.  8)  gegebenen  Tilgungsplan,  so  schliesst  sich 
hieran  der  weitere  Vortheil,  dass  die  Jahresleistungen  nicht  die 
bedeutende  Höhe  erreichen,  wie  diess  dort  der  Fall  ist,  wo  sie 
sich  schliesslich  bis  über  600000  erheben.  Allerdings  stehen  die 
Zablungssummen  der  ersten  Jahre  etwas  br»her.  Dieser  Unter- 
schied beträgt  aber  höchstens  etwas  über  30000,  der  sich  ubri- 
gens  durch  die  steigenden  Summen  in  No.  8)  §.  56.  bald  ausgleicht. 

Wendet  man  nun  diese  Sätze  auf  die  preussische  Anleihe 
vom  Jahre  1859  an,  so  ist  die  Summe,  welche  in  36  Jahren  bei 
jäbriicher  Tilgung  und  halbjährlicher  Verzinsung  erfordert  wird, 
nach  No.  15)  §.  64.,  wenn  «=36,  /?=:5,  ^==300000  gesetzt  wird  : 

7)  S,  =  36  (30000000 . 0,05  +  300000)  +  S^ 

=  64800000  +  1249103,1843  =  66049103,184. 

Geschähe  die  Tilgung  und  Verzinsung  halbjährlich,  so  kommt 
No.  16).  §.64.  zur  Anwendung  und  man  hat  zuerst  Ay  zu  b.estim- 
men.     Es  ist: 

_  30000000. 0,025      30000000  _,^^^,,... 
»  "^       1 ,0257«—  1       -  19Ö, 6891225  "~  ^^^^'^^^ ' 

Ig  30000000  =  7,4771213 

Ig  196,689122  =  2,2937803 

N.  5.1833410  =  152524,9, 

und  durch  Einführung  entsteht : 

8)  «3  =  72  (30000000 . 0,025  +  152524,9)  ==72. 902524,9 

=  64981792,8. 

Der  Werth  von  i4i=:  152524,9  ist  in  No.8)  grösser  als  iJ  =  150000. 
Diess  rührt  von  dem  Zutritt  der  Restschuld  «$30=:  12491 03,18  her. 

Würde  man  /l,  =1^=150000,  die  Hälfte  der  jährlichen  Til- 
gangssumme  wählen,  so  würde  sich  der  Tilgungsplan  nach  dem 
10  §•  64.  Gesagten  etwas  modificiren.  Dann  ist  zuerst  die  Til- 
gUDgszeit  zu  bestimmen.     Sie  ergibt  sich  aus : 

1,025^-1  _  30000000  _ 
0,025      —     150000    —  ^""' 
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und  beträgt  nach  den  Tafeln  73  Halbjahre  oder  35,5  Jahre^  während 
der  vom  Staate  angenommene  Tilgungsplan  36,723  Jahre  nach 
No.  6)  §.  58.  umfa88t. 

Berechnet  man  hiernach  die  zur  Heimzahlung  der  Anleihe  er- 
forderliche Gesammtsumme,  so  hat  man  die  Restschuld  fiSr  das 
36ste  Jahr  zu  bestimmen.     Sie  beträgt: 

Sri  =  30000000  —  150000.       q  95  - 

=  30000000  -  150000.196,6891225 
=  496631,625. 

Die  Gesammtsumme  beträgt  daher  nach  No.  16)  §.  64. : 

9)  A4  =  36  (30000000 . 0,05  4  2.1 50000)  +  Sy« 

=  64800000  +  496631,625  =  65296631,625. 

Aus  der  Vergleichung  dieses  Werthes  mit  Si  in  No.  7)  er- 
gibt sich  eine  Verminderung  von  nur  752471,559  Thir.,  die  jedoch 
noch  immer  nicht  unbedeutend  ist. 

Die  beiden  hier  betrachteten  Anleihen  sind  nicht  von  beträcht- 
licher Grosse.  Es  ist  aber  klar,  dass  bei  Anleihen  von  100  and 
mehreren  Hundert  Millionen  sich  dieser  Vortheil  bedeutend  stei- 
gert. Jeder  Staat  kann  sich  diesen  Vortheil  aneignen,  denn  es 
ist  nur  eine  Umänderung  in  der  Tilgungsvreise  und  der  Einfüh- 
rung halbjährlicher  statt  jährlicher  Tilgung  nöthig,  und  diess  kann 
zu  jeder  Zeit  geschehen. 
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VI. 

Allgemeine  Theorie    der  Krümmungslinien. 


Von 

dem    Herausgeber. 


§.  1. 

In  der  Abhandlung  ThI.  XXVIII.  Nr.  VIII.  habe  ich  die  Theo- 
rie der  Krümmung  der  Flächen  »o  weit  entwickelt,  als  dieselbe 
die  Krümmung  der  ebenen  Flächenschnitte  betrifft.  Den  Haupt- 
zweck jener  Abhandlun<^  habe  ich  mit  den  Worten  bezeichnet: 
„dass  die  betreffenden  Formeln  und  Gleichungen  sämmtlich  in 
einer  solchen  Weise  entwickelt  werden  sollten,  dass  sie  ohne 
irgend  welche  Coordinaten- Transformation  eine  unmittelbare  Ad- 
weodung  auf  alle  besonderen  Arten  der  Flächen  gestatten 'S  ^o- 
bei  ich  zugleich  die  allgemeinen  Formeln  sämmtlich  so  dargestellt 
habe,  dass  sie  unmittelbar  aus  der  in  der  Form 

/(ar,  y,  2)==0 

gegebenen  Gleichung  der  Fläche  bloss  durch  partielle  Differen- 
tiation der  Function 

abgeleitet  werden,  wogegen  man  früher  meistens  die  Gleichung 
der  Fläche  unter  der  Form 

2  =  f(x,y)  oder   z  —  fix,  y)^0 

zu  Grunde  gelegt,  und  die  Formeln  von  den  partiellen  Differeo- 
tialquotienten  von  z  nach  a:  und  y  abhängig  gemacht  hat.  Dass 
aber  die  Gleichungen  der  Flächen  ursprünglich  unter  der  letzte- 
ren Form  nur  sehr  selten,  sondern  bei  Weitem  am  Häufigsten 
unter  der  ersteren  Form  gegeben  sind,  und  dass  also  hier  eine 
Lficke  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Flächen  auszufällen  war, 
unterliegt  wohl  keinem  Zweifel.    In  der  vorliegenden  Abhandlung 
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wili  ich  nun  zur  VerFollständigung  der  früheren  die  in  so  vielen 
Beziehungen  wichtige  allgemeine  Theorie  der  Krfimroungslinieo 
der  Flächen  nach  ganz  ähnlichen  Gesichtspunkten  behandeln,  was 
ich  in  meiner  ersten  Abhandlung  nur  unterliess,  um  derselben 
eine  nicht  zu  grosse  Ausdehnung  zu  geben.  Eine  solche  Behand- 
lung der  allgemeinen  Theorie  der  Kriimmungslinien  scheint  mir 
für  die  höhere  Geometrie  Bedürfniss ,  da  die  Form  der  Gleichung 
der  Fläche: 

die  man  namentlich  bei  dieser  Theorie  immer  nur  zu  Grunde  ge 
legt  hat,  doch  jedenfalls  keineswegs  im  Allgemeinen  die  primi- 
tive Form  ist  und  manche  Unbequemlichkeit  hat,  wenn  man  auch 
bei  der  Anwendung  auf  besondere  Arten  der  Flächen  allerdings 
häufig  wieder  auf  die  letztere  Form  wird  zurückkehren  müssen, 
wo  sich  aber  die  erforderlichen  Formeln  immer  ganz  unmittelbar 
und  mit  der  grüssten  Leichtigkeit  aus  den  ganz  allgemeinen  For- 
meln, die  ich  im  Folgenden  entwickeln  werde,  ableiten  lassen 
werden.  Auch  iverde  ich  die  immer  lästigen  Coordinaten- Trans- 
formationen, wie  etiva  die  häufig  in  Anwendung  gebrachte  An- 
nahme der  Berührungsebene  der  krummen  Fläche  in  einem  ge- 
wissen Punkte  derselben  als  eine  der  Coordinatenebenen  im 
Folgenden  ganz  vermeiden,  uni  mich,  was  mein  Hauptzweck  ist, 
immer  ganz  im  Allgemeinen  zu  halten.  Oass  sich  diese  Abhand- 
lung unmittelbar  an  meine  oben  erwähnte  frühere  Abhandlung 
anschliessen  und  die  in  derselben  gewonnenen  Resultate  als  be- 
kannt voraussetzen  wird,  brauche  ich  nach  dem  Bisherigen  wohl 
nicht  erst  besonders  zu  bemerken.  Bevor  ich  jedoch  zur  Theorie 
der  Krümmungslinien  selbst  übergehe,  schicke  ich  einige  Betrach- 
tungen über  einen  anderen,  mit  derselben  unmittelbar  zusammen- 
hängenden Gegenstand,  —  nämlich  über  die  sogenannten  conjo- 
girten  Berührenden,  —  voraus,  und  werde  auch  in  dieser  Abhandlung 
Alles  auf  ganz  strenge  Gränzenbetrachtungen  zurückführen. 

In  letzterer  Beziehung  erlaube  ich  mir,  bevor  ich  zu  meinem 
eigentlichen  Gegenstande  übergehe,  noch  eine  schon  in  dem  Ein- 
gänge zu  der  Abhandlung  über  die  Theorie  der  Berührung  und 
Krümmung  der  Curven  in  Tbl.  XXX.  Nr.  XL.  gemachte  Bemerkung 
hier  zu  wiederholen  und  von  Neuem  auf  dieselbe  hinzuweisen.  Für 
mich  wenigstens  hat  nämlich  bei  allen  diesen  ganz  allgemeinen 
geometrischen  Untersuchungen  über  Curven  und  Flächen  Das  bei 
Weitem  das  meiste  Interesse,  dass,  wie  in  dem  Gebiete  der  Zab» 
len,  auch  im  Räume  unter  gewissen  Bedingungen  oder  Vor- 
aussetzungen ihrer  Lage  nach  ganz  bestimmte  räumliche  Objecto 
existiren,    welche  als  die  Gränzen  anderer  ihrer  Lage  nach  ver- 
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änderlicher  räumlicher  Objecte  zu  betrachteu  und  aufzufassen  sind^ 
denen  diese  letzteren  unter  den  in  Rede  stehenden  Voraussetzun- 
gen oder  Bedingungen  sich  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu 
jedem  beliebigen  Grade  nähern,  mit  denen  dieselben  immer  ge- 
nauer und  genauer^  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit 
zusammenfallend  gemacht  werden  können.  Nach  meiner  voll- 
vollkommensten Ueberzeugung  ist  diese  Auffassungs weise  aller 
dieser  Dinge  die  allein  richtige  und  w^abre,  auf  sie  muss  als  die 
allein  sichere  Grundlage  immer  zurückgegangen  werden ,  wobei 
man  sich  auch  in  der  schünsten  Uebereinstimmung  mit  allen  ähn- 
lichen Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  der  Zahlen  befindet. 
Auch  gewährt  diese  Auffassungsweise  allein  wirkliche  Ceberzeu- 
gang  und  wahre  —  aber  auch  vollkommene  —  innere  Befriedigung. 
Daher  kann  ich  auch  alle  anderen  Behandlungsarten  dieser  Gegen- 
stände ^  etwa  durch  das  sogenannte  Unendlichkleine,  wozu  man 
in  neuerer  Zeit  wieder  öfters  gegriflfen  hat,  —  mögen  dieselben 
auch  die  Betrachtung  hin  und  wieder  abkurzen,  —  nicht  billigen 
und  denselben  meinen  Beifall  nicht  schenken,  weil  sich  bei  mir 
immer  mehr  und  mehr  die  Ueberzeugung  befestigt,  dass  auch  bei 
allen  diesen  Betrachtungen  im  Gebiete  des  Raumes,  eben  so  wie 
im  Gebiete  der  Zahl,  die  Gränze  das  wesentliche  und  eigentliche 
Element  ist,   auf  welches  es  allein  ankommt. 


§.  2. 

Die  veränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  werde  ich  auch 
in  dieser  Abhandlung,  wie  in  Tbl.  XXX.  Nr.  XL.,  wieder  stets  mit 
kleinen  deutschen  Buchstaben  bezeichnen.    Sind  nun 

A'{x-a')  +  B'{ti-b')-[-  C'(}^c')=:i) 
die  allgemeinen  Gleichungen  zweier  Ebenen  und 

X     ^     Y    -^     Z 

die  Gleichungen  ihrer  Durchscbnittslinie,  so  müssen ,  da  (fgh) 
einen  beliebigen  Punkt  dieser  Durchscbnittslinie,  welche  in  beiden 
gegebenen  Ebenen  zugleich  liegt,  repräsentirt,  dessen  Coordina- 
ten den  beiden  Gleichungen 

A{f^a)  +  B(g--ö)+C(k--c)  =  0, 

A'(f-a')  +  B'ig^b')  +  C'(Ä-c')  =  0 

14* 
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genügen;  alle  diese  beiden  Gleichungen  erfüllenden  Werthe  von 
fyQyh  können  aber  auch  für  die  in  Rede  stehenden  Coordina- 
ten  gesetzt  werden.    Setzen  wir  nun  ferner: 

y-/'    <?— jy_  I— ^_  r 

so  ist: 

t==f+GX,    tf=g+G¥,    j  =  Ä+GZ; 
also: 

A(f—a  +  GX)  +  B(g-b+GY)  +  C(h-c  +  GZ)  =  0,. 
A'(f—a'  +  GX)  +  B'ig-b'+GV)  +  C"(Ä-  c'  +  6'Z)=0; 
folglich,  weil 

A(f-a)  +  ß(g-b)  +  C(A-c)  =  0, 

A'if-«')  +  ti'(9—b')  +  C'(Ä-c')  =  0 
ist: 

AX+BY+CZ=:0. 

A'X  +  B'l  +  C'Z  =  0. 

Bezeichnet  nun  0  einen  gewissen  Factor ,  so  ist: 

z  =  0(.4Ä'  — i?i4'); 

und  nach  dem  Obigen  sind  also  die  Gleichungen  der  Durch- 
schnittslinie unserer  beiden  Ebenen: 

r-f x^—g I— A 

BC'-CB'  -^  CA'  -  AC  ""  AB'^BA' ' 

^^  fy  9»  ^  naturlich  immer  den  beiden  obigen  Gleichungen  genu* 
gen  müssen.  Da  diese  Form  der  Gleichungen  der  Durchschnitts- 
linie zweier  Ebenen ,  von  der  ich  im  Folgenden  Anwendung  machen 
werde,  nicht  ganz  gewöhnlich  ist,  so  habe  ich,  grösserer  Deut- 
lichkeit wegen,  dieselbe  hier  besonders  entwickelt. 

§.3. 
Wir  denken  uns  nun  eine  beliebige,  durch  die  Gleichnng 

1)  ....••  .   rot,tf.})=o 
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charakterlsirte  Fläche ,  and  bezeichnen  einen  beliebigen,  aber  be- 
stimmten Punkt  auf  derselben,  durch  {xyz),   wo  also 

2) f(x,y,z)^Q 

ist.  Nun  denke  man  sich  auf  der  Fläche  eine  beliebige  Curve 
gezogen,  welche  durch  die  Gleichungen 

3)    .    .    .    .      /•(jr,t?,|)  =  0,     F(jr,t),|)  =  0 

charakterisirt  sein  mag;  nimmt  man  dann  noch  an,  dass  diese 
Curve  durch  den  Punkt  {xyz)  gelegt  sein  soll,  so  muss  auch 

4) F(a:,y,2)=0 

sein.  Wenn  wir  die  Functionen  f{x,y,z)  und  F(a;,  y,  z),  jede 
für  sich,  überhaupt  als  Functionen  dreier  von  einander  unabhän- 
giger veränderlicher  Grössen  x,  y,  z  betrachten  und  als  solche 
behandeln,   so  soll 

5)  .     .     .     .      u=f(x,y,z)y     U=:F{x,y,  z) 

gesetzt  werden. 

Die  Gleichung  der  Beruhrungsebene  der  Fläche  in  dem  Punkte 
(xyz)  ist  bekanntlich : 

du  Su  Su  ^ 

6)  .    .    .   äi(r-^)  +  ^(V-»)+ä;(f-»)=0*). 

Ein  zweiter  Punkt  der  Fläche  sei  (^i^i 2:1)9  so  dass  also 

7) f(^i»yi»H)=0 

ist,  und,  insofern  f(xi,  yi,Zi)  als  eine  Function  dreier  von  ein- 
ander unabhängiger  veränderlicher  Grössen  Xi^  yi,  z^  betrachtet 
und  behandelt  werden  soll,  in  ähnlicher  Weise  wie  oben 

gesetzt  werden  soll.  Dann  ist  die  Gleichung  der  Beruhrungsebene 
der  Fläche  in  dem  Punkte  (xiyiZi)  wie  oben: 

9)  •  .    fe^«^— i)+|(^-s'.)+|^(f-«,)=o. 

Soll  aber,  wie  wir  jetzt  annehmen  wollen,  der  Punkt  (^1^1  Zi) 
zugleich  in  der  auf  der  Fläche  gezogenen  Curve  liegen,  so  muss  auch 

10) F(^i.yi,Zi)^0 


•)  M.  8.  Tbl.  XXX.  Nr.  XL.  S.  425.  Nr.  61). 
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sein,  wo  wir,  wenn  F(a!i,  yi,  Zi)  als  eine  Function  dreier  von 
einander  unabhängiger  veränderlicher  Grössen  Xi,  jf | ,  Z|  betrach- 
tet und  behandelt  wird,  setzen: 

11) üi  =  F(a:|,3^x,r,). 

Bekanntlich  ist  nach  dem  Taylor* sehen  Lehrsatze: 

du  Su  Su 

^i  -  f^=  g^  (^1-^)+ g^  (yi -y)+ -g^C^i -«) +1«; 

wo  die  Reste  t  und  H  in  Bezug  auf  die  Grossen  a:i — o?,  ^i — y, 
Zi  — z  von  der  zweiten  Ordnung  sind.   Insofern  nun  nach  dem  Obigen 

M=0,  ui=0;     C7=0,   üi=0; 
also  auch 

«1— M  =  0,     I7i  — t7=0 

gesetzt  werden  muss,  ist: 

du      Su    yi—y      du  Zi—z       t 

öa:       8y  '  a^i  —  ar      8z  "  oji  — an      Xi  — x        ' 

also,  indem  man  den  Punkt  (^i^iZi)  sich  auf  der^  auf  unserer 
Fläche  gezogenen  Curve  dem  Punkte  {xyz)  immer  mehr  und  mehr 
nähern  lässt^  da,  weil  die  Reste  t  und  Jt  in  Bezug  auf  .r|  —x 
von  der  zweiten  Ordnung  sind, 


isf: 


Lim =0,     Lim =0 

x-i  —  X  X\  — -ar 


0.T      oy         Xi — X      oz  Xi — X 

ox       cy         Xi  —  X       oz  Xi  —  X 


woraus 
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8m   dVJdu    du 

a^i -— a?     ÖM   8ü      öt«  8t7* 
8if     dl        dz'  dy 

du    dü^du    du 

l^ini  ^^""^  =  ^'  dy      dydx 
Xi — X     du  du     du   dU 
dy '  'Sz  '^dzdy 

folgt. 

Wenn  die  Grossen   X,  T,  Z   so  bestimmt  nerden,   dass  sie 
den  beiden  Gleichungen 

du   *,  8m  w,  8m  ^  ^ 

genügen,    so    sind    nach    dem    vorhergebenden   Paragraphen   die 
Gleichungen  der  Durcbschnittslinie  der.  beiden  Berflhrung^ebeneo : 

X-X  9— Y  }— Z 


du   du|      dr(  dui      du   du^      du  dui      du    du|      dn  du| 

dy '  dzi      dz  '  3^1      dz  *  dxi      dx'  dz|       da; '  d^i      dy'  da:, 

Nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze  ist: 

d«,       dUj   d«M,  ,.9^,  ^.^«/  x.o 

d^  =  d^  +  d^  (^•-^>+did^^»  -*>+didi^*'  -*>  +  '^^ 

du,    d« .  d«u,       ^^d»»/        xj^3%^       ^  ^  „ 
%^  =dü^  +  d^%(*»-*^+^(*'-2'>+%&<*' -^>  + '^s" 

du,       du       d*u  X  ,  8*«  /  \  ,  8^  /  X  .  D 

•     d^  =  dz  +  dzdi  ^^'  -^> +%di  <2'i  ^»> + S?  (*'  -  ^)  +  ß« ; 

WO   die    Reste    Rx,  Ry,   R%   io  Bezug  auf  die  Grössen   Xi  — x^ 
y\ — y*  h — 2  ^^"  ^^^  zweiten  Ordnung  sind.     Also  ist: 

8m   8mi      8m  8mi  __^      /du    Shi      du     dht  \ 

dy   dzi       dz  *  dyi  ""      \dy  '  dzdx      dz  '  dxdyj  ^  ^ 

(du    8^M       8m   8^\ 
dy'd^z'^dz  d^y^y^-y^ 

,ßudH       8m    8«M\ 

A.^R         ^R 
8y     *""8z^2/' 
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du   dui      du    Bui_     /du  ShA       du     8»m  \ 
.   fe*a^'"8S  &,  ""     Kdz'dx^^^'dzdxJ^'^''''^^ 

^du     d^u       du    8*M 


(8t«     dht       du    8*m\ 
/du    dhi      du    8*u\ 


du  _       ^  ö 


ai£   attiSw  Swi_     /du     dhL^        du  ö%\ 

,  /8m    8«m     8i«    8*t«  \,  . 

+  V8^8p~%'äS8y>/^»^""^^ 


(Ott      Ö*M        CM      On«  \ 
dk'd^z'^Fy'dzda:)^'^^^^ 


.8m  8m 

+  8i^2^-"8^^'* 

uud  ueil  nun,  wovon  der  Grand  unmittelbar  aus  dem  oben  ße« 
merkten  erhellet,  wenn  man  den  Punkt  (^i^iZi)  sich  auf  der  auf 
unserer  Fläche  gezogenen  Curve  dem  Punkte  (xyz)  immer  mehr 
und  mehr  nähern  lässt: 

Lim-^=0,    Liin-^^=0,    Lim— '— =  0 
a?!  —  a:  Xi'—x  Xi  —  x 


ist,    so  ist: 


8m  dMx      8m    8mi 
Lim  8y '  8zi  "^  8t  *  dy^ 

X  — Xi 

du    diht       du    8*M 
dy  *  dzdx      dz  '  dxdy 

/du    8%     du  dht\ ^ .    yi—y 

\di/   dydz      dz  '  dy^J         Xi  —  x 

(du  8*M     8m    8*m\w  .     Zi  — z 
^\d~y'd?^dz'd^zr''^^^^x 

du  8m|       8m  8m| 


Lim 


dz  *  8arj        dx '  dzi 


X\  ^""  X 

du   dhi      du     d^u 

dz  '  dx^     dx  '  dzdx 

'du    S^u      du    d^u 


\dz  *  dxdy      dx '  dydz)        Xi^^x 
/du    dH      du    d^u\,.     Zi"2Z 
+  V82'8^''8S*&^/    ^"^1-^' 
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3t«     8*M      8m  8^ 

/8m    8*m     8m    8^m  \    .  ^1 — y 

\8.r*8y*     hy' hxhy)  x^ — x 

/du    8«m_^8m  ^"^1  .  hlZl- 

\8ar'8^8z     By'dzdxJ  Xi—x^ 

ich,  wenn  man  die  aus  dem  Obigen  bekannten  Ausdrücke  von 


Lim  ^^  2t  und  Lim-^ 


2i  Z 


Xi — X  Xi — X 

ibrt : 

8m   8mi      8m   dMi 

/8m   8t/_8M  ^_R\i^    ^'^x'^'^^'Wi 
\dy    82       dz'  dy J  Xi  —x 

_     /8m  8t7^8M   SV\  /du    8^_8w    S^\ 
\By'  Sz      82  *  dy  J  \dy '  828a:     dz  '  dxdyj 

/du   dü^du    dü\/du    8^_8m   8*m\ 
\dz  '  dx       dx'  dz  /  \dy '  8^82      82  '  ^*/ 

/8m    8C7_8m  8C7\ /8m  8%_8m    8^\ 
\dx'  dy        dy*  dx  /  \dy '  82*       82 '  8^82/ ' 

8m   8mi      du    dui 

(du  dV       du  d  V\  -  .    82^*  dxi      dx  '  dzi 
dy  'dz        dz  '  dy  /  Xi  —  x 

—     /8m  817 _  8m  dü\  /du   8%  _  8m    8«m  \ 

~"      \dy  'dz         dz'  dy  /  \dz'  dx^       dx  '  dzdx) 

/du  du  _du   dJJ\/du    Shi_^du    8%  \ 
\82  '  dx       dx'  dz) \dz  ' dxdy     dx ' dydzj 

/du   8J[7     8m  dJO\  /du    dhi  ^du   Bhi\  , 

\dx '  dy      dy'  dxj  \dz  '  dzdx      dx  '  dz^  ) 

du    8Mi       Sm  8«i 

(8m  dl]_       du  8 f7\  -  ,     dx ' dyi       dy ' Sa^x 
dy  'dz        dz  '  dy  J  Xi  — o; 

\dy    dz         dz'  dyj  \dx *  80:8^      dy ' dx^J 

/du  dü^du   8t7\  /8m   8^      8m    8«m  \ 
"•■  V82  '  dx        dx'  dz)  \dx ' dy^      dy'dxdy) 

/du   d£_^du  dü\  /du   ^       du    dNL\ 
^\dx'  dy      dy'  dx)  \dx' dydz  "  dy' dzdx)' 
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Für  X^  Y,  Z  kunoen  nach  dem  Obigen  alle  Wertbe  gesetzt 
werden  y  welche  den  beiden  Gleichungen 

|(X-.)+|(Y-,)+|(Z-,)  =  0. 

genügen.    Für 

werden  diese  beiden  Gleichungen,  insofern  sie,  was  noch  frag- 
lich bleibt 9  für  die  Werthe  x,  y,  z  von  X,  Y,  Z  wirklich  er- 
füllt sind : 

du  .  ,      du  du  ^ 

g(x.-.)+|(y.-y)+fj(z.-,)=0; 

und  die  erste  ist  also  zanäcbst  oflEenbar  erf&llt.  Was  die  zweite 
betrifft,  so  ist  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze: 

ü'—di^^"  dj^-s^^^^'  g^-y^+^«' 

wo  die  Reste  Rx,  Ry  %  R%  in  Bezug  auf  die  Grossen  Xi — x, 
yi—y,  Xi'—z  von  der  ersten  Ordnung  sind;    also  ist: 

du  .  du ,  .      du . 

=  3-  (a?i-ar)  +  g-  (y.  -y)  +  5-  (*,  -i) 
+  ß,'(x,— a;)  +  Äy'(y,  -y)  +  Ä.'(t,  -i), 
und  die  Grusae 

ä^  (^.  -*)  +  ^  (»,  -y)+sr,  ('•  -  *> 

nähert  sich  folglich  der  Null  als  Gränze,  wenn  der  Punkt  (xiy^Zi) 
dem  Punkte  (xyz)  sieh  nähert.  Hieraus  sieht  man,  dass  man, 
bei  dem  Uebergange  zur  Gränze,    in  der  That 

X=a:,    Y  =  ^,     Z  =  z 
setzen  kann. 

Weil  man  nun  die  obigen  Gleichungen  der  f)iir<;hscbnitt$linie 
der   beiden    oben    betrachteten   ßerühruns:sebenen    offenbar    auch 

CT" 

unter  der  folgenden  Form  darstellen  kann : 
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du    du|      du   du| 
\dy'  dz        dz'  dy  J'  xi — x 

5j:^y 

du  Sm]       du  dui 

'du  du     du  ßü\     dz' dxi      dx' dzi 


/du  dJJ^dji  ßü\ 
V8v  *  8z        dz ''  8y  /  ' 


^ ?:iZ . 

8t£  dui  du  dui 
fdu  du  du  d ü\  dx ' 8yi  dy  dxi 
\dt/  'dz       dx'  dy  J  '  Xi  — x 

so  erhält  man  nach  allem  Bisherigen  als  Gränzgleicbungen  dieser 
Gleichungen,  unter  der  Voraussetzung,  dass  in  der  auf  der  ge- 
gebenen Fläche  durch  den  Punkt  (xyz)  gezogenen  Curve  der  Punkt 
(xiyiZi)  sich  dem  Punkte  (xyz)  immer  mehr  und  mehr  nähert^ 
offenbar  die  folgenden*  Gleichungen : 

12) 

jr  — a? 

/8m   817     8t£  dü\/du  dhi     du    dhP). 
\dx '  dy      dy'  dx  J\dy'  82*      dz  '  dydzj 

f^  ^^^  ?^V??f    ^«      Su    Shi\\ 

\dy  'dz       dz'  dy  J  \dy '  dzdx     dz '  dxdyj\ 

du  du     du   dü\/du    d^u      du  8V 


ydz'  dx      dx'  dz  J  \dy ' dydz      dz  " 


\ 


/du   dü_du  dü\/du  _8^_8m   82m\ 
\dx '  dy      dy'  dxj  \dz  '  dzdx      dx '  dz^J 

/du  8t7_8M  ?C7\/8m  8%     du    d^u\ 
^\dy'  dz       dz'  dyjydz'dx^'^dx'dzdxj 

/du  dü^du   dü\  /du  dhi      8m  8^ \  ] 
\dz    dx      dx'  dz  J\dz'dxdy     dxdydzj  > 

?-2 


8m   8t7_8M  8C7\/8m    8^m      8m  8^mY 
dx '  dy      dy'  dx)  \dx '  dydz     dy' dzdx)  ^ 


l 

/du  dü^du  dV\/du    d^u^_du  8«m\| 
\dy  'dz       dz'  dy  )  \bx '  dxdy      dy '  8^:*/ 1 
/8m  8ü^  8m  8f^/8M   8«M     8t«    8^m_\1 
+  \dz '  dx    'dx '  dz)\dx  '  dy^'^dy ' dxdy)^ 
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Betrachtet  man  x,  y,  z  sämmtlich  als  von  einer  einzigen  vei 
änderlichen  Grösse,  die  wir,  wie  schon  in  ThI.  XXX.  Nr.  XL 
auch  jetzt  wieder  etwa  durch  fp  bezeichnen  wollen,  abhängig 
was  wegen  der  beiden  Gleichungen 

f{x.y,z)  =  Q,     F(x,y,z)  =  0 

verstattet  ist,  so  ist  bekanntlich  : 

du  Bx     Bu  dy      du   9^ .. 

dx'  dq>      By'  dg>      Bz  '  8g>        ' 

BJÜ  Bx     3ü  B^     BU  &  _Q. 
8x  '  B(p      By  '  Bg>      Bz  '  Bg>        ' 

und  folglich,  wenn  6r'  einen  gewissen  Factor  bezeichnet : 

Bq> ""        \By '  Bz       Bz'  By  )  * 

By  _^,/Bu  Bü     Bu   Bü\ 
Bg>^^  ^Bz^Bx^B^Wj' 

^-gY—  — — -  —V 

8q>  """       \Bx '  By      By'  Bx  J ' 

also  können  die  Gleichungen  12)  auch  unter  der  folgenden  ein 
fächeren  Form  dargestellt  werden,  wo  man  sich  für  9>  immer  auci 
eine  der  drei  Grössen  Xy  y,  z  selbst  gesetzt  denken  kann: 


13) 


X  —  x 


(Bu    8%        Bu    dhi  \  Bx 
By '  BzBx       8z  '  BxByJ  Bfp 

/Bu  ^_^Bu  ^u\8y^ 

\By  *  8^82       Bz '  By^J  Btp 

/Bu  Bhi      Bu   B^u\  Bz 
\By'Bz^        82  *  ByBzJ  Bq> 

^-y 

/Bu    8*1«       8»     S^u\  Bx 

\  82; "  Bx^      Bx  *  BzBxJ  Bq> 

.fBu    8*M^     8m    8*m  \  By 
\Bz'  BxBy     Bx '  ByBzJ  Btp 

./'BuShi,      Bu   8%\  82 

■''V82'828a:"'8ar*822y8<p 


f  — 2 


/8t«    8*M        Bu  B^u\Bx 
\Bx '  BxBy      By '  Bx^J  Bq> 

/Bu   8hl  _  Bu    B^\  By 
\Bx '  By^       By '  BxBy)  Bq> 

f       /Bu    8^_8«f    8*M  \  Bz 
\       \Bx' ByBz       By^' BzBxJ  Bq> 
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oder  auch  kurzer,  mit  Weglassung  des  Symbols  tp,  wenn  man 
sieh  nur  stets  erinnert,  dass  in  den  Differentialen  da;,  dy,  dz  die 
Grossen  x,  y,  z  sämnitlich  als  Functionen  einer  gewissen  verän-. 
derlichen  Grösse,  die  auch  eine  dieser  Grössen  selbst  sein  kann, 
betrachtet  werden  messen ,  unter  der  Form : 

14) 


/du    dhi^du    dhi  \ 
Kßy'dzda:     dz  '  dxdyj 

/8m    8^      du  a«M\ 
^Kdy'dydz  "dz'dyV^ 

/8m  dhi      du    8*ti\^ 
^Kdy'd^"  dz'dydzr'' 

^—y   

/8m  8^  _  8m    dhi\ 
\  dz '  dx^       dar '  dzdxj 

fdu    8*M       8m    8^\  ^ 

V  82  dxdy      dx '  dydz)  ^ 

/du    c%_8m  8%\ 

V  82  *  8z8a:      dx '  82*/ 

?  — 3; 

/8m     8%    _  8m  Shi\^    y 
\dx  '  dxdy       dy '  dx^J       j 

/8m   8*m__8m    8^m  \g 
\dx '  dy^      dy  *  dx  dy)  ^ 

/du    8^_8m    8%\ 

\dx '  dydz      dy '  dzdxJ 

Die  durch  die  Gleichungen  12)  oder  13)  oder  14)  charakteri- 
sirte  Gerade  nennt  man  die  der  durch  die  Gleichungen 

cfaarakterisirten     Curve     conjugirte      Berührende     der 
Fläche   in    dem    Punkte    (ayz)» 


§4. 
Wir  wollen  jetzt  der  Kürze  wegen 
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iß) 


/du    Sht^^du    S^u\dx 
~~      \dy'BzSa;      dz  '^dy/dg> 

/du  ^  Jdu  8^\% 
"*■  \dy'dydz      dz' dyV  dq> 

■*"  Kdy'dz'^        dz\dydzjd<p' 

/du  8«m_8m    3^u\dx 

\dz  '  da;^      da: '  dzdxj  dq> 

/du    dhi       du    8%  \  dy 
\dz  '  dxdy     dx  *  dydzj  d(p 

fdu    S^u        du    d^u\  & 
V  8r '  dzdx       dx  '  dz^J  dq>  * 

^ /du     d^u       du  d^u  \  dx 

\dx '  dxdy     dy '  dx^J  dq> 

/du   3*M     8m    8*tt  N  dy 
\dx '  dy^     dy '  dxdy)  dcp 

/du    d^u      du    dht  \  fe 
\dx  *  8^82      dy  *  dzdx)  dtp 

setzen  9   so  dass  also  die  Gleichungen  der  conjugirten  Berühren- 
den die  folgenden  sind : 

*^^ "A"--nr"-"ir' 

Dann  überzeugt  man  sich  zuvörderst  mittelst  der  Gleichun- 
gen 15)  auf  der  Stelle  von  der  Richtigkeit  der  folgenden  Gleichung 
oder  Relation: 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  15)  leicht  der  Ausdruck : 

dx        hy      r^dz  _/du    d^u      du    dH\/dx\ 
^     "dtp        8y        8<jp      \dy  *  828^:      82 "  dxdyj  \dq>J 

/du    dhi       du     dhi\/dyy,/du    d^_^du    8^\/8£Y 
'^ydz' dxdy     dx' dydzJ  \d(pj      \dx ' 8^82      dy ' dzdx/  \dq>/ 

j  8m    dhi      du    8*M       /8*M      8*m\  8m  i  dx  dy 

f  8a:  *  dzdx     dy '  dydz      \dx^     dy^J  dzS  dq)'  8g? 

I  8m    8*m       8m    dhi       /c^u     d^u\  du  i  dy    dz 

'  dy '  dxdy      dz '  dzdx      \dy^     82*  /  dx\  dq>'  dq> 

!du   dhi      du_    dhi_      /d^u     8^\8mJ  dz   dx 
dz  *  8^82     dx '  dxdy      \dz^  *""  dx^J  dy\  8g? '  5^ ' 


8 
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Setst  man  der  Kürze  iregen: 

19)    ...     .    ö*  =  (gj   ^{^)    +(8-J    > 

so  erhält  man  nach   einigen^   keiner  Schwierigkeit  unterlieffenden 
Reductionen  au8  15)  die  Formeln: 

20) 

dy        da:  dtp         dz    89^' 

8  — 
R— — r— —  0^0    S.T  _  8tf    dG 
dz       '  dy^  dq>        dx'  dq> 

8- 
r  — —  4  — —  «^«    8^^8tf  8Ö 
8.r      '82""     ^     897        8y  *  8<jp 

und  hieraus  al^o  : 

S9       d.T '  8gt'    ' 
fl— 


8g>      8^  8gt)' 
^^  dz     du  d&^ 

oder  nach  gehuriger  Entwickehing  der  Quadrate  auf  der  rechten 
Seite  des  Gleichheitszeichens: 

=-IC|)^(|)^C|)"-ßl)'! 

Nach  einem  am  Schluss  dieses  Paragraphen  in  der  Anmer- 
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kung  bewiesenen  allgemeinen  arithmetischen  Satze  ist  nun  wegen 
der  Gleichungen  17)  und  22): 

23) 


AHB«+C« 


Die  Gleichungen  der  Berührenden  unserer  auf*  der  Fläche  ge- 
zogenen Curve  in  dem  Punkte  (xyz)  sind  bekanntlich  *) : 

^    '    '  dx  dy  dz 

d(p  0(p  d(p 

Bezeichnen  wir  nun  die  von  dieser  Berührenden  unserer  Cnrve 
in  dem  Punkte  (a^yz)  mit  der  conjugirten  Berührenden  eingeschlos- 
senen Winkel  im  Allgemeinen  durch  oo ;  so  ist^  wenn  G"  und  C?" 
gewisse  Factoren  bezeichnen,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 
16)  und  24),   nach  bekannten  Formeln: 


also: 


cos (0=  G"p.  &"A  +  G"^.  6"^B+  6'"!^.  G'^C, 


cos«  =  6-G''^(a|+b|+c|). 


Nun  ist  aber   bekanntlich : 


«"l^)'+(|)'+(|)'(='.    <^<*HBHCS  =  h 


also: 


und  folglich : 

25) 

dg>        dg)        dq> 

WO  man  fSr 


•)  M.  •.  Tbl.  X\X.  >r.  XL.  S.  367.   \r.  3). 
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die  Ausdrücke  18)  und  23)  zu  setzen  hat. 

Nach  einer  hekannten  allgemeinen  Formel  findet  man  aus  der 
Gleichung  25)  ferner  sogleich  den  Ausdruck : 

26) 

(^^8^"^a^)  +^'^a(p-"^8^^  +(^8^-"^8^^ 


SID  O 


KS)"+(l)"+(l)'ä"'*+''Hc  ■ 


WO,  wie  man  nach  einigen  Transformationen  und  Reductionen  findet : 

27) 
8m  g8t«  Jbu  Jbu 


dy      „8^ 8m    _8z 

89         dg>       8<jp  *  dg> 


du  /dx    _Sx  8^    _8y  81       Bz\ 

dz  \dg) '  dg>  dg>'  dq>  8g>  *  8y  /  * 

8m  ^Sm  8m  8m 

p  8z       ^dy 8m     da:     Bu  fBx     Bx  By    _By      8z      Bz\ 

Bq>         Bq>       Bcp'  Bq>       Bx \Bq> '  Bq)  Bg>'  Bq>       Bq>'  Bq)J* 


8^-  8^-  8—  8^ 

8x  82  8m      8^     8m  /Bx     Bx  ,  8y      ^^  ■  ^      ^^\ 

^89  Bg>       Bq>'  Bcp       Biß  \d(p     ccp        Bq>'  Bq>       Bq>     Bcp  J 

ist.     Also  ist: 

\B(p)  {^Bq>J  ^Ve^y  +v'8^y 

;s8m  «8m  8m 

_2@^-  ^^^%    J±A.h   JMth    J£\ 
Bcp'Bcp\Bcp'    Bcp       Bcp'  Bcp      Bcp'  Bcp  J 

^Bu^  ^Bu  ^Bu 

^2/8^     Bx     By      By      82      8z  V 
\Bcp  'Bcp      Bcp'  Bcp      Bq>'  Bcp  J  ' 

Anmerkung. 

Wenn  Ax-[-By-{-Cz  eine  beliebige  lineare  Function  der  drei  ver- 
änderiicheo  Grossen  o;,  ^,  z  ist,  so  ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 

Theü  XXXVn.  15 
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(Ax  +  ßy-i-Cz)^ 
=  (4«  +  Ä«  +  C«)  (ar«  +  2^«  +  2«)  —  ( J  V- 2i4Äa:y  +  Ä«.r«) 

—  (ß«z«  -  2BCyz  +  C2y«) 

—  (C*x^  -  2CAza;  +  ^«z«), 
also : 

(Ax  +  By^  Cz)^ 
=  (/4«  +  Ä*i  C«)  (a:H.vH2*)-(^y-Äa:)«-(&-Cy)«-  (Ca:- /Ix)«. 
Findet  nun  aber  zwischen  den  drei  Grössen  x,y,i  die  Gleichung 

Ax^^  By+Cz  =  0 
Statt,  so  ist  immer: 

(.4«+^+C«)(a:«  +  y«  +  t«) 

also : 


und 


^«  +  Ä«  +  (J^ 


§.  5. 
Auf  der  durch  die  Gleichung 

29) f(^,y>  2)  =  0 

charakterisirfen  Fläche,  wo  naturlich  f{x,y,z)  eine  gegebene 
Function  von  x^y,  z  ist,  die  wir,  wenn  wir  sie  als  eine  Function 
der  drei  von  einander  unabhängigen  veränderlichen  Grössen  x^y^z 
betrachten  und  als  eine  solche  behandeln,  wie  frfiher  durch  u 
bezeichnen,  also  unter  dieser  Voraussetzung 

30) u  =  f(x,y,z) 

setzen,  wollen  wir  uns  eine  Curve  gezogen  denken,  und  uns  duo 
die  Frage  vorlegen,  wie  eine  solche  Curve  beschaffen  sein  muss, 
wenn  die  durch  jede  zwei  einander  benachbarte,  d.  h.  unendlich 
nahe  liegende  Punkte  derselben  gezogenen  Normalen  der  Fläche 
sich  schneiden  sollen,  wobei  wir  es  übrigens  vorläufig  noch  ganz 
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unentschieden  lassen,  ob  ein  solches  continuirliches  Schneiden 
der  Normalen  einer  Fläche,  die  durch  eine  stetige  Folge  von 
Punkten  der  Fläche  gelegt  sind,  im  ganz  strengen  geometrischen 
Sinne  überhaupt  muglich  ist  oder  nicht. 

Bezeichnen  wir  zwei  Punkte  unserer  Curve  im  Allgemeinen 
durch  {xyz)  und  (^i^i^i)»  so  sind,  wenn  wir  auf  ähnliche  Weise 
wie  oben 

31) «i=/'(^i>yi.2i) 

setzen 9  die  tileichunc^en  der  beiden  Normalen  der  Fläche  in  die- 
sen Punkten  bekanntlich^): 

du  du  Sm    ' 

dx  Sy  dz 

32)    .    .    .    .       ' 

x—xi_t)-yi_}—zi 

dui  dui  dui 

dxi  Syi  dzi 

Sollen  nun  diese  Normalen  sich  schneiden,  so  muss  es  einen  bei- 
den gemeinschaftlichen  Punkt  (XY2^  geben,  für  welchen  man 
also  die  Gleichungen 

du  du  du  * 


dx  dy  d 


z 


hat.     Also  ist: 


dux  dux  du\  ^ 

dxx  dyi  dzi 


folglich : 


^du  8«i  du  dui 


•)  M.  8.  Thf.  XX\.  Nr,  XL.  S.  426.  Nr.  62). 

15* 
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Multipliciren  wir  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

dte  dt/|      dn  di^i       iu  iw^      Su   diti       Su   dui      du   dui 

dy  dzi      Bz    dyi  *     dz  '  Bxi      Bx '  Bzi  *     Bx  '  3»/i      By  '  Bxi 

und  addiren  sie  dann  zu  einander,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

/8t«   Bui      Bu   Bui\ 

/Bu  8m|       Bu  Bui\.  f 

(Bu   Bui      Bu  Bui\ 

welche  die  Bedingungsgleichung   ist,   die  erfüllt  sein  muss,   ^^em^ 
die  beiden  Normalen   sich  schneiden  sollen. 

Weil  der  Punkt  (xyz)  als  einer  hestinnmten  Curve  auf  der 
Fläche  angehurend  betrachtet  wird,  so  ist  es  versfattet,  sieb 
X,  y,  z  als  Functionen  einer  und  derselben  beliebigen  Veränder 
liehen  q)  zu  denken,  und  anzunehmen,  dass,  wenn  cp  die  Verän- 
derung Jg>  erleidet  oder  in  g?  -f  Jq)  übergeht,  die  Coordinaten 
X,  y,  z  in  Xi,  yi,  Zi  übergehen;  dann  werden  wir  unter  diesen 
Voraussetzungen  die  obige  ßedingungst^leichung  des  Schneidens 
der  beiden  Normalen  der  Fläche  in  den  Punkten  (xyz)  und  (xjyiZi) 
derselben  auch  unter  der  Form: 

Bu  Bui      Bu  Bui  ^ 

By '  Bzi      Bz '  Byi    Xi  — x 
Afp  Aq> 

Bu  du]       Bxi   Bux 

Bz '  Bxx      Bx    Bzy^   yi  —  y    ^  =:  0 

Afp  '    Atp 

Bu  Bui      Bu  Bui 

Bx '  Byi      By '  Bxi   Zi  —  z 
Aq>  '    /fq> 

darstellen,  und  uns  die  Frage  vorlegen  können,  ob  es  für  diese 
Gleichung  eine  Gränzgleichung  giebt,  welcher  dieselbe  sich  nähert, 
wenn  man  Aq)  sich  der  Null,  d.  h.  wenn  man  sich  den  Punkt 
(xiyiZi)  in  der  auf  der  Fläche  gedachten  Curve  immer  mehr  und 
mehr  dem  Punkte  (xyz)  nähern  lässt.  Diese  Frage  wollen  wir 
jetzt  zu  beantworten  suchen. 

Nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatze  ist  bekanntlich: 
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ÖüC  Pf/  vZ 

wo  die  Reste  B*,  By,  Bz  in  Bezug  auf  -^9  von  der  z\v4»it€»n  Ord- 
nun£;  sind;   also  ist: 

und  folglich,   weil,   wie  gesagt,    die  Reste  H«,  Hy,  Bz  ««»  Bezug 
auf  Jq>  von  der  zweiten  Ordnung  sind^  also 


Lim^^=:0,    Lim^=ü,    Lifn^  =  0 
Jg)  Jq>  dq> 

ist: 

-,     Xt — X       dx      -.     Vi — y      8y      -.    Zi—z       dz 

Ferner  Ist  bekanntlich  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsätze: 

8^=%  +  8S8i;^^»~^>+^«^.^»-^>  +  8pi(^«-^^ +^^' 
8mi       du       dhi  X  ,  3^  ,  N  .  ^««  /  N  .   D 

wo  die  Reste  Rx,  /?y»  /?«  in  Bezug  auf  ^| — x,  y, — y,  Z| — 2, 
also  auch  in  Bezug  auf  //<]o,  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  und 
man  nur  zu  beachten  hat,  dass  Xi^yi,  Zi  aus  x,  y,  z  hervorgehen, 
wenn  man  sich  diese  Grossen  respective  um  Xi — Xy  y^ — y,  2,  — z 
verändern  lässt.     Folglich  ist: 


du  dui      du  dui /du     Ühn        du  8*m\ 

äS*8^""%*8^""     K^'dxdy'^Fy'd^)^^^'''' 

fdu    8*M      du    Shi  \ 

'^\di'd^^dy'dxdyj^^'~^^ 

fdu   j9^     8m    dhi  \ 
+  \dx  •  dydz'"dy  '  dzdx)  ^*» ""  ^^ 

8m  8m 


) 
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du   öwi      du  dui  ^      /du    &hi      du     d'^u  \ 

dy  '  dzi       dz  *  8^1  "~      \dy  '  dzdx      dz  *  dxdyj  ^  *         ' 

(du    dhi       du   8*m\ 

^Kdij'^z'^fz'di^J^y'  -y^ 

/du  8%       du    dhL\ 
,du  du 

du    dui      du    dux /du  Shi       du     dhi  \ 

dz    dxi      dx '  82|  v8z  *  dx^       dx  '  dzdxj  ^  ' 

/du    8%       du    8*m\ 
+  VäF  •  5^- 85  •  8pi>/ ^^»  ""^^ 

/du    8«M      du    3hi\ 
'^Kd'z'dzdx'dx'd?)^^'^^^ 

du  ^       du    ^ 
+  &^^""85^'*' 

du    dui      du  dui 

dx  *  dyi      dy  *  Sarj  _      /8m     8*m       8«   8*m\   Xi  —  x 
Jcp  \8'^  *  8a?8y      dy '  da^J '    dq> 

(du  8^     du    8*M  \  yi  —  y 
dx  *  8y*      8y  *  dxdyJ '     Jq> 

/du    d^u      du    8*1«  \  H  —  z 
\dx  '  dydz     dy '  dzdx) '    A^ 

du    Ry      du    Rx 

dx '  Jq)      dy '  J(p  * 

du  dui      du  du^ 

dy '  8r,        8z '  8^1  ^     /du    8*m      du    Shi  \   Xi  —  x 
Jq>  "~      \8^   8z8a:      8z  '  dxdyJ  *    Atp 

(du    8*M      du  d^u\   yi  —  y 
dy '  dydz      dz  '  dy^J  '    Jcp 

./du  dhi     du    dlhi\   Zi — z 
\dy '  82*       82  *  dydzj '   Jg> 

du    R%      du    Ru 

dy    Jq>      dz  '  /iq> ' 


also: 
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dt«  dtii      hu   Buj 


Jq> 


'  dzi /du  dhi     du    dhi  \   iVi  —  a; 

\dz  '  Sx^      dx '  dzdxj  "    Jq> 

/du    dhi      du    dhi \  y\—  y 
\dz  '  dxdy      dx '  dydz)  *    A(p 

/du    d^u       du    3*tt\    r|  —  2 

'^Kdz'däi'^dx'd^)"^^ 


du    Rx     du    Rz 

dz    Jg>      dx\dq>' 

Weil    nun,    da   Rx^  Ry,  Rz   in  Bezug   auf  Jq)  von  der  zweiten 
Ordnung  sind, 

Lim-T^  =0,     Lira -7^=0,    Lim -7^=0 

Jq>  /Jq>  nq> 

ist,   so  ist  nach  dem  Obigen: 

du    dux       du   dui 

I  .     dx'  dyi       dy  '  öa^i /du     d^u       du    dhi \  dx 

J(p  \dx  dxdy      dy  '  dx^/dq> 

/du  dhi     du    dhi  \  dy 
\dx  dy^      dy  '  dxdyj  dq> 

/du     fflti      du    dhi  \  dz 
\dx '  dydz      dy  *  dzdx)  Sqp ' 

du   dux       du    duj 

Lim  ^1^ -H^llM  ~     (^JÜL^^J^JÜL    ^\^^ 

A(p  \by '  dzdx      dz  '  dxdy/  dtp 

/du    dhi      du  S*m\  dy 
^\dy   dydz      di'dy^Jd^ 

,/dudhi     du    dhi\  dz 
^\dy'dz^'^dz'dydzjdq>' 

du  dui       du  dui 
I .     dz  '  8a?i       dx '  dzi  ^      /du  3%     8m     d^u  \  dx 
Jq>  "^       \dz  ' dx^     dx' dzdxj dq> 

/du    d^u       du    dhi  \  dy 
\dz  *  dxdy      dx '  dydz)  dq> 

/du    dht      du    dhi\  dz 

'^\E'dai''di''d^jFg>' 

Nimmt  man  alles  Bisherige  zusammen,  so  ergiebt  sich,  dass, 
wenn  Jq>  sich  der  Null  nähert,  d.  h.  wenn  in  der  auf  der  Fläche 
gedachten  Curve  der  Punkt  (^i^iZi)  dem  Punkte  (xyz)  immer 
näher  und  näher  rückte   die  Grösse: 
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du   diti      du  Bui  du   Sui      du    dui 

dy    dix       dz '  dyi   Xy — x      dz  '  8ar|      dx  *  8i|    yi  —  y 

du    dui       du  dui 
dx '  dyi       dy  *  8j?i    x^  —  z 
/i(p  Afp 


sich  der  Grösse 


(8t«    Vn      du    8*M  \  dx 
dy '  dzdx      dz '  dxdyj  dg> 

/du  8*M  du  dhi\  dy  f  dx 
\Sy '  %82  dz  '  dy^J  dtp  [  dq> 
/du  dhi^du    d^u\dz 

\dy  *  82*      dx  '  dydzj  dq> 

/du  8^_8m     d^n \ dx 

\dz  '  dx^      dx  *  dzdxj  dq> 

/du  8«tt_8M  S^u\dy\dy 
V  82;  *  8a:8y     dx  *  dySzJ  dcp  (  dq> 


dz 
dq> 


/du    8%      du   dhi\ 
^\dz'dzdx''dx'dz^J 

(du     8hi^     du    d^u\  dx 
dx  *  8a;8^     8^  *  dx'^J  dtp 
/8tt  >tt_8M    Shi\dy^    l^  dz 
\dx'  dy^     dy '  dxdyJ  dq>   [  8<3P 

/8m    8«w_8m    dhi\Sz 
\dx '  dydz     dy '  dzdxJ  89 


oder  der  Grösse 

/du    S^_Su    Shi\/dxY 
\dy*  dzdx     dz  *  dxdyJ  \dq>J 

/8tt^%^_8t«     3^\/dyY 
\dz  '  dxdy     dx '  iydzj  \dq>J 

/du     8^_8w    dhi\/dzY 
\dx*  dydz      dy '  dzdxJ  \dcpj 

__  c  du     S^  _  du    dhi  ___  /dht  _^  dhi\  du.dxdy^ 

^  dx '  dzdx      dy '  dydz       \dx^       dy^J  dz  ^  8<p  *  dtp 

_  k  ^u     d^u_  _  8m    8%  ^  /dhi  __  dhi\  du^dydz 
^  dy ' dxdy       dz ' dzdx  ""  \dy^  ""  dz^J  dx^  dtp' dtp 

_.8m     8^_8m     Shi^  _ /dhi  _d^\du  .  dz^  dx 
^  dz  '  dydz      dx ' dxdy       \dz^       dx^J dy^  dtp' dtp 

als  ihrer  Gränze  nähert. 
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Setzt  man  nun : 


( 


33) 

8m    9^m      du    Shi  \  /dx\^ 

dy '  dzdx      dz  '  dxdt/J  \d(p/ 


0, 


/'du  ^u__du    d^u \  /dy  V 
\dz  '  dxdy      dx  *  dydzj  \dq>J 

/8m    ^      8m    ShL\/dz\' 
\dx '  dydz      dy '  dzdxj  \d(pj 

.8m    8^_8m   8«m  _/8«m_8%\8m  .  8^  dy 
^  dx  *  dzdx      dy '  dydz      \dx^      dyV  dz^  dq>'  dtp 

_.8m   ^__du    Shi  _/^_^dhi\du^.dy    dz 
^  dy '  dxdy      dz  '  dzdx      \dy^     82*  )  dx^  dq>'  dq> 

_.8m   82m  _  8m     dhi       /d^u      d^u\du  .  dz   dx 
'  dz  *  dydz     dx  *  dxdy      \dz^       dx^Jdy  ^  dq?'  dcp 

so  wird  diese  Gleichun&^,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

34) f{x,y,z)  =  Q 

oder  mit  der  daraus  abgeleiteten  Gleichung 

„  8m    8a:      8m  dy      du    dz___ 

'     '    '     '     '      dx' dq>      dy'dg>      dz  ' dg>~^    ' 

eine  stetige  Folge  auf  der  durch  die  Gleichung 

im  Allgemeinen  charakterisirten  Fläche  liegender  Punkte  (xyz) 
bestimmen,  welche  so  beschaffen  sind^  dass  die,  je  zwei  suc- 
sessive  auf  einander  folgenden  Punkten  entsprechenden  Normalen 
der  Fläche  mit  der  möglichst  grussten  Genauigkeit  sich 
schneiden,  und  es  wird  also  durch  die  beiden  Gleichungen  33)^ 
34)  oder  33) ,  35)  eine  auf  der  in  Rede  stehenden  Fläche  liegende 
Curve  bestimmt,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  in  je  zwei 
successive  auf  einander  folgenden  Punkten  dieser  Curve  errichte- 
ten Normalen  der  Fläche  mit  der  möglichst  grussten  Ge- 
nauigkeit sich  schneiden.  Man  sieht  hieraus  zugleich,  dass 
von  einem  Schneiden  der  stetig  oder  continuirlich  auf  einander 
folgenden  Normalen  der  Fläche  im  strengen  geometrischen  Sinne 
nicht  die  Rede  sein  kann,  wie  dies  schon  Moigno  sehr  richtig 
gegen  Monge  bemerkt  hat '^). 


*)  iVI.  «.  Le9on8   de    calciil   diff^rcnticl    et  de   calcul    inte- 
gral pnr  Moigno.     Tome  1.    pag    384.    No.  (99..   wo  \!oigno  sehr 
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Curven  von  der  in  Rede  stehenden  Beschaffenheit,  die  also 
im  Allgemeinen  immer  durch  die  Gleichungen  33)»  34)  oder  33),. 
35)  charakterisirt  werden,   wo 

Ar,t>,|)  =  0 

die  Gleichung  der  Fläche  ist,  auf  welcher  diese  Curven  liegen, 
hat  man  Krümmungslinien  genannt,  aus  einem  Grunde,  wel- 
cher sogleich  näher  erläutert  werden  wird. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  33),  35)  kann  man  eine  der  drei 
Grössen 


richtig  sagt:     ,,En  partant  de  cette  double  propri^t^,  on  serait  tent^  de 
döfinir   avec  Monge   les   lignes  de  courbure  des   lignes  qui  renferment 
la  suile  des  points  d'une    surface  pour   lesqnels   les  normales   infiniment 
▼oisines  se   rencontrent  successivement ;    mais   cette   d^finition   est 
r^ellement    d^fectueiise,    parce   qiie   de  fait  deiix   normales   ne  se 
rencontrent   pas,    qiielque  voisines   qii'on   les  stippose.    Ce  qui  est  vrai, 
c'est  qne  ie  rapprochement  des   normales  correspondantes  k  denx  points 
tr^s  Toisins  pris  sur  une  ligne  de  curbure,  est  plus  intirae  que  dans  toute 
antre  direction;    comparöe   an    petit   arc   qni   s^pare   ces  deux  normales 
sur  la  surface,  et  que  nous  suppos^ront  etre  un  infiniment  petit  du  pre- 
inier  ordre,  leur  plus  courte  distance  serait  un  infiniment  petit  du  second 
ordre ,  tandis  qu'eiie  est  en  g^nöral  du  premier  ordre  on  de  m^me  ordre 
que  Tarc.''     Uebrigens  bemerken  wir,  dass  Moigno  seine  Entwickelnng 
der  Theorie  der  Krümmungslinien  gar  nicht  auf  diese  eigentliche  oder 
primitive  Definition  derselben  gründet,  sondern  auf  eine  Eigenschaft  die- 
ser Curven,  welche  wir  weiter  unten  in  §.8.  beweisen  werden,    und  die 
er  pag.  380.  No.  198.   seines  Werkes  auf  folgende   Art  ausspricht:    „On 
appelle  ligne  de  courbure    d'une  surface   courbe  tonte  ligne  qui,    ^tant 
tracöe  sur  cette  surface,  est  tangente  cn  ce  point  ä  une  section  normale 
de  plus  grande  ou  de  moindre  courbure.^'      Auf   die    in    Rede   stehende 
primitive  Definition  ist.  wie  wir  glauben,  von  uns  zuerst  in  völlig  stren- 
ger und  nberzengender  Weise  in  der  vorliegenden  Abhandlung  die  Theo- 
rie   der   Krümmungslinien   gegründet    und    in    neuer,    ganz   allgemeiner 
Weise  entwickelt  worden.     Die  anderen  Schriftsteller,  welche  von  dieser 
Definition   ausg^elien,    bedürfen   aus  dem  angegebenen  Grunde,    so   Weit 
unsere  Kenntniss  reicht ,  sämmtlich  mehrfacher  Berichtigungen,  nament- 
lich  Brandes    in   seinem    Lchrbuclie    der    höheren    Geometrie. 
ThI.  U.  S.  210.  und  S.  211.,  der  übrigens,  wie  ziemlich  überall,  so  auch 
hier,    seinem    Vorbilde   Monge   blindlings   folgt.     Solche   Fehler  haben 
ihren  Ursprung  hauptsächlich  in  dem  Gebruuche  des  sogenannten  Unend- 
lich-Kleinen  und    alles  deänen,    was  damit   zusammenhängt,    vorzüglich 
in  dem  Unterlassen  ganz    strenger  Gränzenbetrachtungen ,    die   allein   zu 
völliger  Ueberzeugung   bei  dergleichen  Dingen  zu   führen  geeignet  sind. 
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dx       dy  *      dz 
ogj       dg>  *     dcp 

eliniinireo.     Wählen  wir  dazu  die  dritte,  so  liefert  uns  zuvorderst 
Hie  (ileichung  35)  die  folgenden  Ausdrucke : 

\dzj   '\d(pj  -       Idx'dgj  ^   d7j'B(p\     ' 
du  dy    dz \du    dx  Sy     du/dy\^l 

du    dz    8?  __  jc>2«/ö^Y  ,  ÖM   8^  Syi 
dz'd(p'd(f'^      \dx\d(pj  ^dy'dcp'd^y'' 

welche,   in  die  Gleichung  33),   nachdem  man  dieselbe  mit  (  ^) 
niultiplicirt  hat,  eingeführt,  zu  der  folgenden  Gleichung  tiihren : 


'd^ (du    dhi^_du    S^\/dx\ 
dzdx      dz '  dxdy)  \d(pj 


/duy  /du 
\SzJ  W 
.fSuy/du    d^u       du    ^u\(dyy 
\  dz)   \dz  '  dxdy      dx  *  dydzj  \dq>J 

/Sm    dhi^^du    a%\/8M   dx      8m  %y 

\dx  *  dydz      dy '  dzdx)  \jbx '  dq>      dy'  dq>) 

f^\  J8m    8%  _^8m   8«m  _/dhi      cl^u\dul  dx   dy 
\dz)    |8a:'8z8^       8^*83^82      \dx^'^  dyydz\d^'d^ 

.duKdu  ^±_du    dhi       /d^udhi\dul 
dzfdy'  dxdy      dz '  dzdx      \dy^     82*/  dx  f 

idu   dx  dy      du  fdyV 
}  dx '  dg> '  dg)      dy  \dq>) 

Sti  l  8m    8%      8m    8*m       /Slhi     Bhi  \dui 
dzidz'  dydz      dx '  dxdy      \dz^  *^  8a;  v  %  ' 

j  8m  /dx\^      du  dx  dy  i 
^  dx  \dq>)       dy'  dq>'  dg>^ 

=  0. 

Ordnet  man  diese  Gleichung  gehörig  nach  den  Potenzen  und  Pro 

dx  dy 

ducten  von    0—  und  -^ ,   so  findet  man  als  Factoren  von 

oq)  ocp 


die  Grössen: 

./8mY     f^J^y^f^Ji   8*M      8m    8^m  \|8"i/8"\'      f^JiYi 
^\di)  ^\dz)  ^Kdx'dySz^  dz'dxdyrdy^dz)   "Kjdx)  ^ 


dzdx 


(dhi     8*m\8m   8?/  8m 
d^^d^Jdi'dif'Jz 
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und 

"^KS^J  ^\SzJ  ^KdtfSzBx      dzdxdy)     dxi\Jdz)       \dy)^di^ 


(8*M     3^m\8m    8?«  8m 
8?'*%V8i*  8^*82*  . 


oder  die  Gnisseii : 


i  \dx)  +  V8;//  ^  \fiz)  ^  V8i  •  8^82 "  82  *  dxdy) 


du   du  /du     dhi       du    dhi        du  8^\ 

dx '  dy  \dx '  dzdx       dy '  dydz       dz  '  dz^J 


du  du /du   dht       du    dlhi       du    Slhi\ 

dy '  dz  \dx '  dx^      dy '  dxdy      dz  '  dzdxj 


und 


^  ^duy      /duy      / duy  .  /du    8^      du    dhi  \ 
"  i  \d^J  +  \dyj   +  V  82/   ^  V8;/  *  828:r  ""  dz  '  dxdy) 

du    du  /du    dhi       du    dhi      du  8^\ 

dx "  dy  \dx '  828a:      dy  *  dydz      dz '  82*  / 

du   du  /du     dhi       du  ^u      du    d^u\ 
"  di'JzKßi'd^y'^dy'd^^^  Jz'dydzl 

wSetzen  wir  aber  wie  früher  in  19): 

z^«    fduy  ,  /duy  .  /duy 

so  ist: 

80_8ii    8^      8m  ^u       du    dhi 

dx      dx '  dx^  ^  dy '  dxdy      dz '  dzdx ' 

8Ö_8m    8^m^      8m  8^m     8m    8^m 
dy      dx'  dxdy      dy '  dy^      dz '  dydz " 

8Ö_8m    Shi_   .du    8^      8«  S^. 

dz  ~  dx  *  828a:       dy '  dydz  ^  dz '  82* ' 

«-]    und  (^  )     sind  also: 

^^  ^  \dx '  dydz'^  dz '  dxdy)  '^dy\dx  '  82  ""  82  *  dx)  ^ 
und 

fl(^  ^_8m    dhi\^du/du  d&^du   8e\ 

\dy '  dzdx      dz  *  dxdy)      dx  \dii'  dz       dz    dyj' 

dx    du 
Ferner  ist   der  Factor   von    ö~"  *  o    >    ^'«c   man   leicht  findet : 
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,   .  /Buy        /Suy  .  (Bhi    du      Jdu    Shi  \ 
.  i/8«\*       /8ti\*  .  du  S^u 

^KsW  ~w  ^y:S^' 

oder,    wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

~"  ^  V9^/   •*"  V8^y   +  \dzj  ^  \ßji^'  dz'^^'djjdz) 

+  ?  V8^/        V%y    '  Vor  •  dzdx  +  %   0^32  +  8z  •  dzO 
du    ca  /du    d^fi      du     dhi       du    d'hi  \ 

dx '  dz  \dx '  dx^     dy "  dxdy      dz '  dzdxj 

du  du /du     d^u       du  d^u      du    d^u\ 
dy '  dz  \dx 'dxdy      dy '  dy^      dz ' dydzj  ' 


also: 


/8«M   8m       du    dhi \  /d^u    du  _  du    3hi\ 

""       \dy^  'dz       dy'  dydzJ  +  ^  \dx^    ~dz       ~dx    dzdxJ 

dx  \dx  'dz       dz'  dx)  dy  \jdy    dz        dz  '  dy  J 

dx  du 

Folglich  hahen  wir  zwischen    ^—  und   pp    die  Gleichung  : 


36) 

'dx\ 
ßcpj 


./du    ^_Bu    Bhi_\         du/du   de_^du  Se\./l 
^  \dx  '  dydz      dz    dxdy)         dy  \dx  'dz      dz  '  dx)  ^  \c 
s/Bu    8^_8«    82m\         82^/ei«  dS^du  8@\  . /% V' 
^  \dy  dzdx      dz  '  dxdy)  dx\dy  'dz       dz'  dy )  ^  \dq>) 

Kdu    d^u  _8m  d^u\         du/du  86      du  80\-|  \ 
dx'd^      dz'dx^J^'*^dy\dy' dz^dz'dyjjldx   dy 
Kdu    8^       du  dhi\        Su^/du   dS     du  8Ö\-|(89  8^ 
dy'dydz'^  dz'dyy^'*^dx\dx'dz'^dz'dx)}) 

=0. 

Man    kann    diese  Gleichung   auf  verschiedene  andere   Arten 
aosdrfickeo,  woröber  wir  jedoch .  nur  Folgendes  bemerken  wollen. 

Es  ist: 
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/du    8%«      8w  i!»LY8fY    /8m    8^m      811    8^  V^V^ 
\da:  *  dydz     dz  '  da;dy/\d(pj      \dy  '  dzdx      dz '  dxdy/\d(p  )  \ 

r  /8>  ??  _  ??    _8!?i'\       /8!?   du  _du    Vhk\  '^djc    dy\ 
'■  L  Vöo:*    82       8i '  828^/       V83^*  *  8z      5^'  8y8zy  J  8g) '  aJp ' 

/8tt  8£_8tt   8^\  j/8tt   8e_^8M80\8a:    /8tt8e_S^8e\8y. 

~  \8^ 'dq>~'  dx' dq>)  ^ \dx '  82       8z*8ar  Jd(p    \ dy  dz       dz' dy/dqr 

=  0 

oder : 

/du    dht^_du    d^u  \fS^y      /du  ^      du  8*«  V^V 
\8a:'8y82      dz' dxdyj\d(pj        \dy'dzdx      dzdxdy/\d(p) 

l'fdfhA   du       du    ^\_f^   8m_  8«    8%\-|8j?   dy^ 

+  L V85« 'dz'^  dx' dzdxj      V V '^^      8y  •  8^8zy J d<p  ' dq> 

i  /du    dx      du  dy       du    dz\  86 

/du  dx_du   dy\  \  \d'x'd^^difFq>  '^  Fz'd^Jdi 

Kdy'dtp     dx'dcpj  j  _  /dS    dx     S<&    dy      dS^  dz  \  du 

'  \dx    dcp      dy    dq>      dz  *8g>/  82 


0 


=  0, 


also,   weil 


du   dx     du,  dy^      8m82  8©  8a?     80  dy    d&   82_86 

dx  '  d(p      dy '  d(p      dz  '  dq) '"'    '     dx*  dg>      dy'  8<p     dz    dg)      dtp 

ist: 

37) 

,       /du    dhi  _du    dhi  \(^^\ '      (du  dhi      du  8hl  \  /dy  V^ 
I       \8:r '  8^82      dz  '  dxdyJ\dq)J        \dydzdx      dzdxdyj  \dq>J  | 

)      lY—    ~— —     8^M\       /d^u  du      du    8^\-l8a?   dy 
L  \dx^  'dz      dx'  dzdx)       \8^*  'dz      dy'  dydz)  J  8(p  *  8g> 

/8tt  dx       du   8y\8M  80_^^ 

\8y  * 8g)       dx' 8g)/  82 '  8g) "^   ' 

Nun  ist  aber: 

du    8*M        8m   '8% 
8  /'S«  ,  8tt\  ^  82 '  dxdy      dx '  8y8z 
dy  \bx  '  dt)  "~  /8m'\  ^ 

8«    8*M       du    8^M 
8^  /8m  .  8tt\ 82  8ar8^     8^  *  8280: 

dx  \Jy  '  dz)  "~  78m\^ 

V82/ 
und 


e 
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St«  a«tt        8«     8*tt 


3  /3tt  .  8t«\  __  82  '  5^       ix '  dzdx 
diKßx'biJ-  TSttV 


%  \8y     82/  /8m  \ - 


8m  8^u       8fi   8% 
8  /8u     8?/\ 82  *  dy^       dy '  8^82 

also  nach  dem  Obigen: 

8yV8:r'82/W        8:rV8y'82;W    f  Sm 

_|^/8w.8m\   _    l/?!f.M"l  Sx   dy   '   ^^ 
L  8a:  \8^  '  82/  8y  \8y  *  82/  .1  8g?  *  8g) 


oder: 


\8y * 8g>      dx' dq>) dq> ~~    ' 


du 

82 


oder: 


t8  /811  .8m\    dx       d_  /du  ^8m\    Sy~Mdx 
du  \dx  '  dzj  '  d(p      dx\dx'  dz)  '  8©!  8qp  ,  „„ 

[8  /8m  ,  8m\  8^        d_  /8m  ^  8m\   8a;"|  dy 
dx  \dy  '  dz)  '  dtp       dy  \by  '  82/  *  89JI  8g) 

/8m  dx      8m    %\8Ö_^ 
V8y   8g)      8a: '  8g)/  8g) ""    ' 

L8  /8m  ,  8m\  8.2:      8  /8m  ^  8m\   8y"  |8a: 
d^dx  '  dz)  '  8g?      8a:\8a:  *  82  /  *  8g)Ü8g) 

8Ö       )_rA/^.??'\   ^^lf^'^\   Sx-ldy 
wv.  8g) V       L.dx\dy  '  82/  '  8g)      8y\8y '  82/  *  dq>A  dcp  )  du 

0  "^  du  dx      du    dy  '         '  dz 

%'8^"~8^8^ 

Es  ist  aber: 

80 

8g)    ^  8.02  *    8g)   ""  0«'  ^^dtp"     0  ' 


also: 


i     I  -?./'?!i.??''\  8£_8/8m.8m\   dy^dx^ 
)     L8y\8a:  *  dx) '  8g)     8a:\8a: '  dzj '  8g)  Jö^  / 

)     P^/8m,8mN  ^_1/S«.8»\  8a:n|8^  ( 
4JN  ^^'^'^  2  ^     L8a:V8y  •  82/  •  8g)      83^  V8y '  82/ '  dq>Adq>  )    8m 
8g)  8m  dx     du   dy  '  dz 

dy '  dq>      dx'  dtp 
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oder : 

L      r^/8M.8tt\   dx       S_/du,Su\   dy-ndx 

1      L^yXdx  *  dzj '  dtp"  Sx\dx  dz)  '  d^Jdq>\ 

X  "  uA^y  '  dz)  •  äy      dy\8j, '  dzJ '  dg>Jdq>)  du 

42)  dl.&^='l ö«  Bx_dud^ -fe^^' 

8^  *  dq)      dx '  dq> 
also: 

(     r  ^  ^^"  •  ^"^  —       - 1—'^\  SynS^ 
1     L9y \8^  *  SzJ'dq>      dx\dx '  dzj'dg>jdq)i 

I     j    3  /du ,  3tt\  3^     _^/^** .  ^''^  8j?'l8jyl 
^'l^  I  £^^     Ol    '^  Läy\8y  '  Jz/ d(p'~' dy\Fy '  W'8yj8y>   8« 

43)  /.ö«=2|  8^~8^^"^^  8i^^- 

8y   dq>      ex'  dq> 

Setzt  man  x  iür  9,  so  ist: 

;  8  /du  ,  8m\      ^  /8i£ ,  8i£\    ^  \ 

%  8y  \8ar  *  82  /      dx  \dx '  dz)  '  dx         1 

.1W..2     ,,.    '^L8i^\%'W     8a:V8y'8i>/'8a:J8^)  81., 

44)/.e^==2|    -       -    — dV^-^dl -äi^^- 

dtj      dx  '  dx 

§.7. 

Wenn  die  Gleichung  der  Flache  unter  der  Form 

45)     .     .     .      z  =  f(x,y)    oder   z — f(x,y)=:0 

L^egehen  ist,  so  ist  u  =  z  —  f{x,  y)  zu  setzen^  und  es  ist  folglich: 

du df{x,y)^      ^       du_      df(x,  y) dz       Bu ^ 

dx  dx      '^'^dx*     dy"'  dy  "~  8y  *     8r~~    ' 

d^u  _     d^z      dhi__     8^      ?!?_n- 

8^:2- ""8.r*'     dy^"      dy^'      82«"""' 
8«M  8«2  8«M  _  d^u  _ 


dxdy  dxdy*     dydz "~    '    828^ 

Weil   nun  hiernach  und   nach  19): 

-.8© du    8*u  8w    8*?£_     8m    8^m 82    d^z      dz    d^z 

dx      dx' dx^  dy ' dxdy      dz  ' dzdx      dx   dx^      dy ' dxdy ' 

80_8m      8«m       du  dhi       du    dhi^_dz     d^z_        dz   &h 
dy      dx'  dxdy     dy  *  dy^       dz '  dydz      dx '  dxdy       dy '  dy^ ' 

^dS du     8*i£      du    d^u       du   d^u  _  ^ 

dz      dx   dzdx      dy '  dydz  '  82  *  82^  ~" 
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ist,  ao  erhält  man  aus  der  Gleichung  36)^  nachdem  man  dieselbe 
mit  6  multiplieirt  bat^  die  folgende  Gleichung: 

\  hxiy  Bi/  \8a?  *  8ar*       8// '  BxBy)  \  \Bg>J 

f  8a: 8^  8a:  \8a: '  dxBy     dy'  dy^J  S  \dtpj 

Laa:«**   +8jyV3a:'aar83,  +  S.ya3,VJ  /  3^    dy 

Xjdy^  dx\dx' dx^     dy' dxdy/A  '* 

also,  weil  nach  dem  Obigen  und  nach  19) 

ist: 

40}  .  .  ,[1  t\^g^y  hxdy'^dx'dy'dx'^^\h(p) 
.,      /SzV   J«!^      82    82    S^./Bi/Y 
'^^\^^\ByJ  hxdy'^dx'dy'dy^^\dg>J 

und,   wenn  man  x  (är  q)  setzt: 
47)  .  .  \i^-^\^f^J  iSxdy-'dx'^'dy^^yß'xJ 

+  '[1  +  (ä^j  Ist»  -t*  ^  fe;  ]  8p^  gJ  '  =^  >• 

''^^^'*'\dxj  hxdy"^  dx    dy'^^ 

Ferner  ist: 

8^/8m.8ii\     _  8*2^       8  /du , 8ii\  B^z 

By  \3x '  8z J         BxBy '     Bx \8y '  F2/  ~      BxBy* 

B^fBu,Bu\_      8^2        _8/8?«.8«\  8^, 

also  nach  40),    indem  man  x  für  q>  setzt: 


=  0, 


*)  Diese  Gleirhiiiigf  stimiiit  ganz  mit  dvr  von  Brn n de»  a.  a.  O.  S.  211. 
gegebenen  Gleichong  überein ;  die  oben  ge^en  denselben  gemachte  Be- 
merkung betrifft  seine  Methode,   nicht  das  Resultat. 

Theil  XXXVII.  16 


t'  -  tt.^^  :      Aim?mnm\^  71b*w-*» 


^  «^ 


~  t  j-  —  5—  rt 

ri  er  • 


W 


tad  foMidi 


T»f 


T  —  -  rx  —  r-s-  -ry 


i— CX -r— Cl 


Cm-.cx — Cs-  .ry 

51,   .  ct.eß=i-E? ^ — , 

cy  Gx  ^ 

br: 

a)...a...(-^)%(|^)-.=/-|-°^~fc 

■an  leicht  fiadet: 


ond  folglich: 


er 


»l-s— ^g-^y=<|«— a-»+a;^- 


/ 


iko  nach  51): 


4 
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der: 


8/.e«z=2-V 


8^      8j?  *  hx         hy      dx  dx 
»Iglicb : 

53)    ...    .    8/ö*  =  8^tH-(|y  +  (|p'l 

_      /dz      dz   d^Y     _8£li£Lfl 


der : 

54)  .  .  a/.-_>8f4_>^>L=     8£_8f^a^, 


(Ö2      8z  SyA*         82 
8^      8a: '  dxj  dy 


2 

8a? '  dx^ 
dz        dz    dy 
dx'  dx . 


der  auch 


55)    .    .  8/.  ^  V  ^KbQ  Ksl)    l   _  ^3i-8x«  p^ 

82      8£  Sy  (       8r      8z   8y 

dy      8a:  öa:  ^        8^      8.r*8a; 

§.8. 

Wir   wollen   uns  jetzt   mit   der   Aut'lu8ung  der   Gleichung  36) 
eschäftigen^  und  setzen  zu  dem  Ende: 

^^^ 8^  =  ^3'8^' 

vo  natürlich  nur  von  einer  Bestimmung  der  Grosse  Gy  die  Rede 
iein  kann.     Der  Kürze  wegen  wollen  wir  noch 

57) 

/8m    8^_8«    ^^\^_^(^^  ?®_^1«  ^^\ 

~  \8^ '  828a:      dz '  dxdyj        dx  \fiy  *  dz      dz'dyj' 

/8m    dhi^       8m   dhi\         du/du  80      8m  d&\ 
'^"Kdx'dzdx'^  dz'dxy^^dy\dy'h  "  dVdyJ 

KÖM    8%     8m  8^\        8m/8m   80     8m  80\( 
8^*8^82  ""8r8^V^+öa:V8x*82  "är  Wl  ' 

/8m    8^_8m    8^m  \        8m/8m   80_8ti  80\ 
'  ~"  \8ar  *  8^82      82  '  dxdyJ         dy\dx  'dz       dz'  dxJ 
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8©       a«z       S«z    Sy      /ff^z        S^z     dy\d^ 
Äcy.  dw_ dxdy     dy^  *  dx_^  \dx^     dxdy '  dxj dx 

^  '   '  "S"""  "8r~8z   dl/  ' 

dy     Bx  *  dx 
oder : 

49)      -^= g-  g^- 

5-  oar  —  ö~  C« 
Es  ist  aber: 

^dz     '8^z.    ^   S^z  .       ^dz       d^z  .    ^3^1 

also: 

d&_^Fy'^^~^Fx^^ 

•  •    e-   8i.      81.     ' 

oy  ox  ^ 


50) 


und  folglich: 


51)    ...    .     8/.®«  =  2 


8  K-  .  VX 8rr"  .  8// 


Q-  o.r  —  K-  oy 
oy  ox  *' 


oder: 

Nun  ist,    wie  man  leicht  findet: 

=80-  .Sx — 8 Q- . 8«  —  w-  S^y, 
oy  ox    ^      ox    ^ 

und  folglich: 

also  nach  51): 

St„        8*.      +81-        81 -■  ' 
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oder: 


8^     dx*  dx         dy     dx'  dx 
folglich : 

53)    ...    .    3/.ö«  =  8/ll+(|y  +  0 


3 
1 


oder : 


bif      dx   dx 


54)    .    .   ^'•-Y8z~87"%Y~=8i_  &    j^^-"' 

\8^      8a: *  8ar/  dy        dx*  dx . 


oder  auch : 


2 


82  •  8*y 


8:       8z    8jy  i        8:       8z    8^ 

8^      dx' dx  '        dy      8.r*8ar 

§.8. 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit   der  Auflösung  der  Gleichung  36) 
beschäftigen^  und  setzen  zu  dem  Ende: 

^^> 8^-^2(ä^' 

Wo  natürlich  nur  von  einer  Bestimmung  der  Grösse  Gy  die  Hede 
Kein  kann.     Der  Kürze  wegen  wollen  wir  noch 

57) 

/8m   8*1«  _ 8m    8!w_'\  q _ 8m /8««  8e_8M  8©\ 
~"  \8^  *  828a:      82  *  dxdyj         dx  \^y  'dz      dz'  dy  J' 

/8m    8^_8m  8^\q,8m/8m  80_  8m  dS\ 

""  \dx '  didx        dz '  dx^J         dy  \dy  'dz        dz'  dy  J 

K8m    8«M     8m  8^\^  ,  8m/8w  8®     8"  8^M 
8i^  %8^"'8^'8W        8arV8:r'82  "  dz' dxj\  ' 

/8m    8^_8m    d^u  \         du/du   80_8m  8©\ 
^  ~"  \8ar  *  8^82     82  *  dxdyJ         dy\dx  'ST      82 '  dxj 
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setzen,  wodurch  die  Gleichung  36)  folgende  Gestalt  erhält,  indem 
man  zugleich  die  Gleichung  56)  benutzt: 

AGy^  +  BGy  =  C. 

Löst  rnan  diese  Gleichung  auf,  so  erhSit  man : 

-B±VWTTÄC 


58) 6?v  = 


2A 


««T  .1  LI        ^..  ,    du    dx      du  dy    .  du   dz       ^  . 

Weil  nun  bekanntlich   q---ö — h  q-'ö^  + -q- 'ö"  =  0  ist,    so 

ox   o(p      oy  o<p       oz  oq> 

ist,    wenn  wir 

«»)  •  • i=«.| 

setzen : 

60)  61) 

Die  beiden  Werthe,  welche  Gy  und  G'^  haben  kann,  wollen  wir 
jetzt  von  einander  unterscheiden,   und  demzufolge 

^^     Z'»  -  2^1  —■"2/4+         2^ 

62)   {  

^^  "  2^1  "-"""2^"         2.1 

so  wie  entsprechend: 

setzen;  dann  erhalten  wir  leicht  die  Formeln: 

W)       .       .       .         Gy'  +  Gy'^-^,       Gy'Gy'^-^ 

und 

|(c.'  +  e.')=-2|-|(e,'te,-). 

also  nach  64): 

/?L*V/^"/^w/_/'3«V       ß  8m   9«       C   /8uY 

y^dzj  ^^  *'*  ~v85/  "  /ia:i  8y~  ^"  W  ■ 
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Ans  diesen  Fonneln  erhält  man  leicht  die  Relation: 

66)  ....    (^)'(1  +  G/ <?/  +  <?.'<?.") 

-  A  ' 

oder: 

67)  ...    .      (^y(l  +  G,'G/+€;.'G,'0 

~  A  * 

oder: 

68)  ...    .      (^y  (1  + <?s,' Gj,"  +  G,' C) 

—  A  ' 

ivelche  wir  nun,   den  Zähler  des  Bruchs   in  67)  auf  der  rechten 
Seite  in's  Auge  fassend,  zuvörderst  etwas  näher  betrachten  wollen. 

Wir  unterscheiden  in  diesem  Zahler  den  &  als  Factor  ent- 
haltenden Theil  von  dem  0  nicht  als  Factor  enthaltenden  Theile. 
Der  Factor  von  0  in  dem  ersten  dieser  beiden  Theile  ist,  wie 
man  leicht  findet: 

(Sil    8%      8«    8*««  "V  J /8m  V  .  /8«\^     f^^W 
^'didx     dx'^zjWjdx)    ^\dy)  +VW  I 

^dy'dzdx\dx)    +W    I  ^ dx' dydi\\di)   +\d^J  [ 
du  du  /du   dht      du    8^u      du    dlhi  \ 

_8ie  3ie/8tt   _8*w  ,  8»  dhi     du    &Hi\ 
Sz    dx  \dx  dxdy     dy  '  dy^      dz  *  dydzj 

/Suy /du    dht^      du    d^u\ 
'^KdzJ   \dy' dzdx'^  di' dydz)  ' 

also  offenbar: 

_8ti^/8M    80_8tf   de\ 
dz     \dx '  dy      dy'  dxj 

Der  0  nicht  als  Factor  enthaltende  Theil  unsers  Zählers  ist,  wie 
man  sogleich  übersieht: 


I 
/ 


242  Grüner t:    Aiigemeine  Theorie 

du /du  de     du  d&\  .  /duy      /8tt\«      /8u\*  . 

^dx\dlf'  dz'^dz'dtfj  f\dxj  "*^W  "'^vai/  ^ 

SM  /8ii   8©     8m  80\  .  /duy      /duy  j  /8t«\% 
+  8jyVaa;'8i  "82    8a7>/?\,8:ry    +W   "'^  V&  J   ^' 

also    offenbar : 

82       \dx '  dy      dy'  dxj 
Folglich  ist  der  ganze  Zähler: 

8z      \8.T  *  8y      8y '  8a;/      82      \Jbx *dy     dy'  dx) ' 

d.  h.  der  Zähler  verschwindet,   und  wir  haben  daher  die  folgen* 
den  Gleichungen : 

/8m\*      /du\^        ^du    du      .    /duY .  /8m\*      ^ 
oder: 

70)  .  .  (^-Q(-g-j  =-^(äi/  +^8^%  +  ^fe>)  ' 
oder: 

/duV      ^du   du        _/8m\* 

Zugleich   haben   wir  nach  66),  67),  68)  die  merkwürdige  und 
wichtige  Gleichung: 

72) 1  +  Gy'  Gy"  +  Gz'  Gz"  =  0. 

Nach  69)  ist : 


du   du       ,  /8m  \*      /duY        ^  /duY      /duV 


also: 


und  folglich: 
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oder,   wie  sogleich  erhellet: 

Auch  ist  nach  71)  oflfenbar:  • 

») («'+"<^)(e)XI)' 

Nach  diesen  beiden  letzteren  Gleichungen  ist  also: 

=.<..c.e.-.(|y-<i|)V(|)-(|)' 

----(!)•  ©■©■• 


2 


<«'+"'^'-(fe)'(rj'Cs) 

und  durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man  die 
Gleichung : 

=  „..c.«.-.(|)--oO-,.Ö|)'(|)- 
^„.-c,e.-.(|)%c0-.«.(|)-, 

woraus  sich  unmittelbar  das  wichtige  Re.^ultat  ergiebt,  dass  die 
GrusiKe  B^ -\r -iÄC  stets  positiv  ist,  folglich  die  obigen 
Werthe    von    Gy    und    G%    stets    reell    sind. 

Da  es  nach  dem  Bisherigen  fSr  jeden  Punkt  (xyz)  unserer 
Flüche  zwei  reelle  Werthe  von  Gy  und  zwei  entsprechende  reelle 
Werthe  von  G«  giebt^  so  werden  jedem  Punkte  {xyz)  un- 
serer Fläche  offenbar  zwei  Krümmungslinien  ent- 
sprechen. 
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» 

Weil  die  Gleickur.eee  der  BtriWgaif   der  KrflUMigriUi 
in  Packte  fxyz^  im  AlIcemeiBeB  bekaiDtiich  *) 

ex  gr  CS 

r<;p  cty  c^ 

folglicfa   far   die  beiden  in  Rede  stehenden  KiünmangsUiiteD  ii 
nach  dem  Obigen  leicht  toii  selbst  Terstiodlicber  Bcseicbnung 

(fe)     (4)     \h)      \^)      \%)      (s^) 

sind,  wo  man  sieb  nacb  dem  Obigen 

\cfpJ  ""    *   \cy/  *     Vc<jr/  ""     •   \dfpj 

gesetzt  zu  denken  hat.,  und  weil  also  wegen  der  Gleichung  ß) 
offenbar 

ist;  HO  ergiebt  sich  nach  bekannten  Sätzen  und  Gleichoogen  dar 
analytij^chen  Geometrie  das  wichtige  Resultat,  dass  die  bei- 
den in  Rede  stehenden  Kruniroungslinien  in  dem  Pankte 
(ar^z)  jederzeit  aufeinander  senkrecht  stehen. 

Wenn  wir  die  Winkel»  welche  die  Beriihrenden  der  dem  Ponlcte 
(xyz)  entsprechenden  Krummungslinien  mit  den  positiren  Thellen 
der  Coordinatenaxen  einschliessen ,  durch  0,  g>,ö  bezeichnen;  so 
haben  wir,  weil  deren  Cosinus  sich  bekanntlich  wie  die  Differen* 

tialqaoticnten  g- >    -^-f   g-  zu  einander  verhalten,  zur  Bestiromaog 

der  Cosinus  diener  Winkel  nach  35)  und  33)  augenscheinlich  die 
beiden  folgenden  Gleichungen: 

du       ^  .  8m  Su       -     ^ 

da:  oif  Ol  v«,. 

•)  M.  n     I  li'.   \\\.  j\r.  XTi.  S.  367.  Nr.  3). 


lier  KrümimwitaHten. 


/du    e»«  _  hu   ^it\ 
\9y   di&E      Äs    dxBifJ 


/dt> 


5a;   9^9s 

a«  g'ttN 

&y '  dzdxj 

_  s  ^£   ^  _  ^"   ^"  _ 

*  Sx  '  SiSj;      % '  BffSr 

.8«    5*M 


/e«M      d*n\du. 
S*k\9m  . 


■  8«    5»«       du    d^u       /d^u     S»K\9«,  _i 


lati  sogleich  übersieht, 
,  welche  nir  in  unserer 
ng   der  Flächen  fär 


und  ausserdem  die  bekannte  Gleichung: 

Diese  Gleichungen  stimmen  aher, 
vollkommen  überein  mit  den  Gleichungen, 
„Allgemeinen  Theorie  der  (Crv 
jedes  beliebige  rechtwinklige 
ThI.  XXVIII.  S.  184.  zur  Beatimmung  der  Lage  der  INormaUchnitte 
der  griissten  und  kleinsten  Krümmung  der  Fläche  in  dem  Punkte 
(itjf:)  gefunden  haben,  «voraus  sich  also  die  merkwürdige  Eigen- 
scbaft  der  Krümmungslinien  ergiebt,  dass  in  jedem  Punkte 
der  Flüche  die  Richtungen  der  beiden  diesem  Punkte 
entsprechenden,  auf  einander  senkrecht  stehenden 
Krämmungslinien  mit  den  bekanntlich  gleichfalls  auf 
einander  senkrecht  stehenden  Normalachn  itten  der 
grü»sten  und  kleinsten  Krüniniiing  in  diesem  Punkte 
Kusammenfallen.  Dieser  merkwürdigen  EigensrhaFt  wegen 
bähen  die  Kriünmungelinien  ihcen  Nanietj  erhalten. 

Für  irgend  eine  Curve  sind  nach  16)  die  Gleiebungot  der  cmv. 


jugirten  Berührenden  in  den 
und  nach  18)  iet  allgemein : 


Punkte  (^■.71)'! 


A  ^-  +  B  ^^  +  C  —  —  ^^    ^ü  _  ^  ^*l\  f^X 
dip        d<p        dip       \ßi/  Bidx      8z   ZxdyJ  \Bq)/ 

/du    Shi^      du     ö'«"\/'^y  .  /'S«     3^«_Sw    ^'A^t^'-Y 


*  8y '  fl;rÖj 
jS«     8% 

1 8i  ■  8«ai 


'  dff  ■  eySr  " 
_du    S^ 

dl    Sidjr 

dx   dxdy 


'  5:^/  dx 
J^\dti 

dxydy 


%    9k 

dq)    dtp 
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Ist  nun  die  in  Rede  stehende  Curve  eine  KrOmmungsIinie^  so 
versehwindet  nach  33)  die  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens stehende  Grosse,  und  in  diesem  Falle  ist  also 

woraus  sich  unmittelbar  die  neue  merkwürdige  allgemeine  Eigen- 
schaft der  Krümmungslinien  ergiebt,  dass  in  jedem  ihrer 
Punkte  die  entsprechende  conjugirte  Berührende  der 
Fläche  auf  ihnen  senkrecht  steht. 

'  Auf  diese  Weise  haben  wir  jetzt  die  wichtigsten  allgemeinen 
Eigenschaften  der  Krümmungslinien  sämmtlich  streng  bewiesen, 
und  die  allgemeine  Theorie  dieser  merkwürdigen  Curven  für  jedes 
beliebige  rechtwinklige  Coordinatensystem  entwickelt. 


VII. 

Bf  i  8  c  e  1  1  e  n. 


Zwei  Sätze  von  höheren  arithmetischen  Reihen. 

Von  Herrn  Beallehrer  Dr.  J.  G.  Molitor  inEttenheim  im  Grossherz.  Baden. 

I.  * 

Ist  eine  arithmetische  Reihe  der  mten  Ordnung  gegeben  mit 
der  Constanten  Differenz  d^,  eine  zweite  von  der  nten  Ordnung 
mit  CDn  =  ^2»  ®i"^  weitere  von  der  rten  Ordnung  mit  CDr  =  i^ 
u.  s.  f.9  und  diese  werden  gliedweise  multiplicativ  verbunden^  so 
ist  die  so  erhaltene  Reihe  von  der  (m-f-n-f  f -f  •••0^®')  Ordnung 
mit  der  constanten  Differenz: 

r<rk  1.2.3....(w-f  n-f  r -f  ....)     •     »     « 

C/i(m+«+r+....)  =  |  2....m.l.2....n.l.2....r....'^*''«-^»-- 

II. 

Ist  Ol,  a^,  Os»—*  ^'°^  Reihe  der  mten  Ordnung  mit  der  con- 
stanten Differenz  ö,  so  ist: 

fli«,    «a»,    «8«,.... 

eine  Reihe  der  (nm)ten  Ordnung  mit  der  constanten  Differenz: 

1.2.3  •••  •  Tnn 


(1.2. 3. ...w)« 


d». 


^^ — cZ^.        ^^^ 


Till. 

Ueber  das  bestimmte  Integral 

logz 
Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  P,  ff^olfers 

:ii  Berlin* 


Die  Veranlassang  zur  Bestimmung  dieses  Integrales  fand  ich 
bei'm  Studium  von  L.  Euler's  Integral -Rechnung,  Thl.IV*  Sup- 
plement V.  pag.  261.  u.  f.  Ich  schicke  hier  einige  kurze  Paragra- 
phen dieses  Werkes,  unter  Hinzufögung  weniger  Bemerkungen, 
voran,  theils  weil  dieselben  an  und  für  sich  interessante  Betracht- 
ungen enthalten,  theils  um  zu  zeigen,  wie  ich  zu  meinem  Ver- 
fahren gekommen  bin.     Am  a.  O. 

§.  2.  wird  das  einfachere  Integral 

J  logs 

0 

betrachtet  und  gezeigt,  dass  dasselbe  einen  bestimmten  Werth 
habe.     Setzt  man  nSmIich 

log  z       ^  * 

80  stellt  unser  Integral  fydz  den  Flächeninhalt  einer  Curve  dar, 
deren  Abscisse  z  und  Ordinate  =^  ist,  und  es  wird  diese  Fläche, 
iron   z=0  bis  2  =  1  ausgedehnt,  wenig  grosser  als  i  sein.     Es 
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•/  lOgSr 


ü 


wird  för  z  =  0^  auch  die  Ordinate  ^=0;  für  2  =  1  aber  nimmt 
die  Ordinate  y  =  -j zunächst  die  Form   ^  an.    Wenn  man  nun 

nach  bekannter  Weise  statt  des  Zählers  und  Nenners  ihre  Diflfe- 
rentialquotienten  setzte  erhält  man  sogleich  ffir  2=1 

3^  =  2=1. 

Um  von  der  Gestalt  der  Curve  eine  Vorstellung  zu  bekommen, 
bilden  wir  noch 

dy      «log« — 2  +  1 

dz""      ^(logz)«  ..  ; 

Für  2  =  0  wird  dieser  Ausdruck 

dy 1  1  1 

dz  "■  logO     (Iog0)2  +  O(logO)«  • 

Die  beiden  ersten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  verschwinden 
offenbar ;  um  uns  von  dem  Werthe  des  dritten  eine  deutliche  Vor- 
stellung zu  machen,  setzen  wir 

log  2  =  —  f,    wonach    2=:-^» 
mithin  für  2  =  0 »  £  =  oo  wird.    Wir  haben  nun  allgemein 

1  eC      *+f  +  2!+3l  +  "' 


offenbar  =od,  wenn  2=0  oder  {;=qo   ist.     Wir  haben  daher  Im 
Anfangspunkt  der  Abscissen 

und  es  steigt  die  Curve  daselbst  senkrecht  über  die  Abscissen- 
axe  empor. 

Für  21=1  nimmt  -^  die  Form  q  an,  nach  vollzogener  Diffe- 
rentiation des  Zählers  und  Nenners  erhält  man 
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0  " 

« 

woraus  sich  die  Neigung  der  Curve  im  obern  Endpunkte  gegen 
die  Abscissen  -  und.  Ordinatenaxe  ergiebt. 

Für  die  mittleren  Abscissen  wird,  für  2  =  e-^, 

wenn  also  z  sehr  klein  und  g  sehr  gross  ist,  wird  sehr  nahe 

] 

Dieser  Werth  ist  demnach  weit  grösser,  als  die  Abscisse  z,  und 
wenn  man  die  entsprechende  Curve  verzeichnet,  deren  Anfangs- 
punkt durch  A,  Abscisse  z  =  l  durch  AB,  Ordinate  ^  =  1  durch 
ßC  bezeichnet  werde;  so  wird  man  sehen,  dass  der  Flächenin- 
halt AMCB  zwischen  der  Curve  AMC,  Abscisse  AB  und  Ordi- 
nate iSC  wenig  grosser  als  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABC=i 
sein  wird. 

§•  3.  Neuerdings  aber,  als  ich  mit  andern  Untersuchungen 
beschäftigt  war,  habe  ich  wider  Erwarten  gefunden,  dass  dieser 
Flächeninhalt  gleich  dem  hyperbolischen  Logarithmen  von  2,  also 

=  0,6931471805.... 

sei.     Dieses  Resultat  hat  sich  auf  folgende  Weise  ergeben. 

Da  in  Wirklichkeit 

zo-l 

Ist»  weil  durch  Differentiation  auf  beiden  Seiten 

dz Oz^^dz dz 

entsteht  und  beide  Ausdrücke  für  z  =  1  verschwinden ;  so  schreibe 
ich  statt  0  den  Bruch  t>    wo  i  eine  unendlich  grosse  Zahl  be- 

zeichnet.    Es  wird  alsdann 

1 
logz  =  i(x*  — 1), 

also  die  Ordinate 

2-1  1—2 

3f  =  — 1 = T' 

1(2^—1)  iXl  — ZO 

17* 
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0  ° 

so  wie  die  Integral- Formel 

'1  (1  -  i)dz 


ni^zh 

0 

1 
Setzt  man  jetzt  z^=zx,  so  wird 

wobei  man  bemerke,  dass  für  beide  Grenzen  der  Integration  2=0 
und  2  =  1  zugleich  auch  x=zO  und  ar  =  l  wird.  Da  ferner 
dz'=>ix^-'^dx  ist,  wird  die  Integral -Formel 


0 

§.  4.    Da  nun  aber 
\—x^ 


J  1-^ 


— o;») 


so  erhält  man 


=  1  +  a?  +  a;«  +  .r»  +  . . . .  +  a:«-i , 


P x^-^ dx{\-- xi)  _xi      a:»+^      a:'H-a  a?«»-^ 

,/  1  — ar  "^  l  ^1+1+1+2+  •••  +  2t-l' 

Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  verschwindet  für  a?=0,  und  es 
wird  daher  der  gesuchte  Werth: 


/ 

0 


1(Z-1M2_1  1  J_  J_ 

logz     ~i+i  +  l"'"i+2 +  •••"*■  2i-l' 


wo  i  unendlich  gross,  und  daher  die  Anzahl  der  Glieder  in  Wirk- 
lichkeit unendlich  ist.  Nichts  desto  weniger  wird,  weil  die  ein- 
zelnen Glieder  unendlich  klein  sind,  diese  Reihe  eine  endliche 
Summe  haben,  welche  man  folgendermaassen  auf  eine  gewöhnliche 
Reihe  zurückführen  kann. 

§.  5.    Die  gefundene  Reihe   kann  betrachtet  werden  als  die 
Differenz  der  folgenden  zwei  harmonischen  Progressionen : 


^  =  l+i  +  i+...  +  T 


2£—  1 ' 
1 


l —  1 
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1— ^ d 

0  ö 

indem  At-  B  die  gefundene  Reihe  darstellt.  Weil  aber  die  An- 
zahl der  Glieder  in  der  Reihe  Az=2i — 1  und  in  der  Reihe 
B=zi — 1^  also  jene  doppelt  so  gross  als  diese  ist;  so  kann  man, 
um  eine  regelmässige  Reihe  zu  erhalten,  die  einzelnen  Glieder 
der  Reihe  B  sprungweise  von  dem  zweiten,  vierten,  sechsten, 
achten  u.  s.  w.  Gliede  der  Reihe  A  subtrahiren,  auf  welche  Weise 
man  gleichzeitig  zum  Ende  beider  Reihen  gelangen  wird.  Genau 
genommen,  ist  diess  nicht  streng  richtig,  indem  A  nur  dann  doppelt 
so  viele  Glieder  als  B  haben  würde,  wenn  das  letzte  Glied  in 
ersterer 

1 
2t—2 

wäre.  Da  indessen  i=co  ist,  so  wird  in  jedem  Falle  das  übrig- 
bleibende Glied  (j^T  als  verschwindend  klein  anzusehen  sein.  — 
Man  erhält  auf  diese  Weise 

v4-Ä  =  l  — 4+J— 1+i  — i+....  in  inf., 
und  da  aus 

I0gf0=tl?  —  l—i(w  —  l)a+i(t0-l)3— !(«,-.  1)4^..... 

für  «0  =  2 

log2  =  l— J  +  i-J  +  .... 
folgt,'  so  wird  offenbar 


/ 


log  2 


log2. 


§•  6.    Eine  ähnliche  Schlussfolge   kann   der  allgemeinen  Inte- 
gral -  Formel 

(Z«— 1)^2 


/ 


log  2 

angepasst  werden,  und  man  wird  endlich 


/ 


O 

finden. 


So  weit  habe  ich  den  Inhalt  der  angeführten  Paragraphen, 
dem  Wesen,  wenn  auch  nicht  dem  Worte  nach  hier  mitgetheilt, 
rnuss  aber  bemerken,  dass  eine  ganz  ähnliche  Schlussfolge,  wie 
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o  ® 

in  §§.  3. — 5.^  mich  nicht  zu  der  in  §.  ß.  aufgestellten  allgemeineD 
Formel  hat  gelangen  lassen. 

Setzt  man  z.B.  m  =  2,  so  folgt  zwar  aus 

(2*— 1)^2 


f 


log  2 


1 

indem  man  wie  vorhin  in  §.3.  logz  =  t(z^ — 1)  und  z=:a:^  setzte 


/ 


iogz      —i+i  +  l"*"*  •   '*'3t— 1* 

o 

welche  Reihe  man  ebenfalls  als  den  Unterschied  der  harmonischen 
Progressionen 


i— 1 

betrachten  kann.    Es  wird  daher  auch  in  diesem  Falle 

^  (22-,l)d2 


J  iogz 

0 


=  A'-B; 


allein  ich  habe  nicht  ermitteln  können,   wie  man  den  Werth  von 
A — B  auf  die  Form 

log3=  1-^.2 +  i.2a  —  i.28  +  .... 

bringen  soll.     Dagegen  ist  es  mir  gelungen,  die  Richtigkeit  der 
in  §.  6.  aufgestellten  allgemeinen  Gleichung 

0 

darzuthun,  und  zwar  auf  eine  ähnliche,  jedoch  theilweise  von  der 
obigen  abweichende  Weise.    Diesen  Beweis  will  ich  hier  fuhren. 

Aus  dem  vorausgesetzten  Integrale 

(z'"—\)dz 


f 


logz 
eliminireo  wir  vermittelst  der  obigen  Gleichung 

logz  =  i(2*  —  1) 


I — *       ' 

nicht  wie  in  §.2.  logi^  sondern  umgekehrt  z;  wir  haben  zu  die- 
sem Ende 

2  =  (l  +  -logz)«     und    2"»  =  (1 +-log2)"»*» 
und  es  geht  der  Ausdruck  (1)  über  in 


M 


Tlogz)"»*~l}rfz 

(•2)  -/  — h^i^ — 


Hierbei  muss  daran  erinnert  werden,  dass  i  eine  unendlich  grosse 
Zahl  bedeutet.  Der  Zähler  in  (2)  wird  daher^  wenn  wir  die  Bi- 
nomial-Coefficienten  nach  der  vielfach  angewandten  Weise  be- 
zeichnen : 

(l  +  vlogz)'»«^l==m^vlo-z+(^i)^.-(logx)2+(;,iO^ 

+  ,...  in  inf., 
oder  weil  z.  B. 

.      J       ffliXmt— l)(mi— 2)    i^Km—pm^.)     ^3 
mh'iz-  i;2.3  13-  1.2.3    "      ""3!* 

wegen  i  =  qo,  statt  (2)  jetzt 

Durch  partielle  Integration  wird  aber: 

(4) 

fdz  =1, 

fdzlogz    =zlogz — 2, 

/€?z(Iog2)*=z(log2)a— 2/rfzlogz  =  z(logz)2— 2ziogz  +  2z, 

/rfz(logz)3=z(log2)8-3/rf2(logz)2=z(logz)3-3z(logz)a+3.2.zlogz-3.2z, 

fdt(\og  z)4=:  z(log  2)*— 4/rfz(log  2)»  =  2(log  2)4-4z(log  2)»  +  4 .  32(log  2)« 

—  4!zlogz+4!2, 
u.  s.  w. 

Fiir  die  obere  Grenze  2  =  1  gehen  diese  Werthe  offenbar  über  in: 


(5) 
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/   fdz  =1, 

fdzlogz     =  — l, 

fdz  {\0g2)^= +  2, 

/cZ2;(log2)8=— 3!, 

/rf2(l0g2)*  =  +  4!, 
^x  U.    8.    W. 

Für  die  uutere  Grenze  z=0  kommt  es  darauf  an,  zu  untersuchen, 
welchen  Wertb  ein  Product  von  der  Form 

zOogz)« 

in  diesem  Falle  annimmt.    Allein  gerade  wie  oben  in  §.  2.  gezeigt 
worden  ist^  dass  für  2  =  0 

#        1 

=  Q0 


Z  (log  2)2 

sei^  folgt  sogleich 

2  (log  2)«  =  0. 

Für  die  untere  Grenze  2=0  werden  demnach  alle  Werthe  in 
(4)  gleich  Null,  und  indem  wir  die  Werthe  (5)  in  (3)  substituiren, 
erhalten  wir 


/ 

o 


^  (2"»  ~  l)dz  _         mfi     '2m^     3!m^      4!m<^ 
logz      ""'"""  2  +   3!         4!    ■•■    5! 


oder 


P^  (i"»-  l)dz      .      ,      ... 

o 

Hiermit  dürfte  der  Wunsch  erfüllt  sein,  welcher  a.  a.  O.  §.  7. 
ausgesprochen  war,  nämlich  nach  einer  andern  leichten  und  ge- 
wöhnlichen Methode,  das  vorstehende  Integral  auf  dieselbe  Summe 
zurückzuführen,  welche  Untersuchung  dort  als  eine  höchst  schwie- 
rige erschien. 

Dass  wenige  Seiten  und  Paragraphen  später  in  jenem  Werke 
dieses  bestimmte  Integral  nach  einer  ganz  andern  Methode  auf 
denselben  Logarithmen  reducirt  wird,  möge  hier  am  Schlüsse  be- 
merkt werden. 
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Ein  geometrischer  Lehrsatz. 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Böklen 

zn  Sulz  a.  N.  im  Königreich  Wiir temberg. 


Lehrsatz,  Gegeben  sind  zwei  feste  Punkte  im  Räume, 
durchweiche  zwei  bewegliehe  Gerade  gehen,  die  ei- 
nen konstanten  Winkel  mit  einander  bilden  und  deren 
kürzeste  Entfernung  ebenfalls  konstant  ist,  so  hat 
die  Kugel,  welche  durch  die  beiden  festen  Punkte 
und  durch  diejenigen  zwei  Punkte  aufden  Geraden  geht, 
die  die  kürzeste  Entfernung  derselben  angeben,  einen 
konstanten  Durchmesser. 

A  und  B  seien  die  festen  Punkte,  durch  welche  zwei  beweg- 
liche Geraden  gehen,  die  von  einer  dritten,  auf  beiden  zugleich 
senkrecht  stehenden  Geraden  in  C  und  D  geschnitten  werden,  so 
ist  der  Durchmesser  der  Kugel,  welche  durch  die  vier  Punkte 
AB  CD  geht,  gleich 

V^aß^cosec««—  CD^cotg^a; 

a  ist  der  Winkel  zwischen  den  Geraden  i^Cund  BD,  Man  ziehe 
durch  B  die  Linien  BE  parallel  und  gleich  CD,  ziehe  AE  und 
AB,  so  ist  Winkel  AEB  =  90^;  also 

AE=\fAB^^BE^  =  V^AB^-^CD^, 

Ferner  ziehe  man  CE,  so  ist  nach  dem  Obigen  ACE=zct;  der 
Hafbmesser  des  um  ACE  beschriebenen  Kreises  ist 
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AE 

r  =  coseccr.  -^• 

Da  noD  CD  senkrecht  auf  der  Ebene  ACE  steht,  so  folgt  sogleich, 
dass  der  Halbmesser  der  durch  die  Punkte  A,  E,  C,  D  bestimm- 
ten  Kugely  welche  auch  durch  B  geht,  gleich  ist 


V 


^^CD- 


4 
Also  ist  der  Durchmesser  dieser  Kugel 

V  {AB^—  CD^)co8ec'^a  +  CD^  =  V  ^Ä^cosec««—  CD^cotg^a. 

Der  obige  Satz  kann  auch   auf  zwei  andere  Arten  ausgesprochen 
werden: 

Gegeben  sind  zwei  Punkte  auf  einer  Kugel,  durch  welche  zwei 
bewegliche  Sehnen  gehen,  so  dass  die  Verbindungslinie  ihrer 
andern  Endpunkte  senkrecht  auf  beiden  steht  (ihre  kürzeste  Ent- 
fernung angibt);  so  ist  der  Winkel  zwischen  beiden  Sehnen  kon- 
stant. 

Gegeben  sind  zwei  feste  Gerade  im  Räume  und  eine  dritte 
Gerade  von  konstanter  Lange,  welche  sieh  mit  ihren  Endpunkten 
auf  den  beiden  ersten  Linien  bewegt;  dann  bat  die  Kugel,  welche 
durch  die  Punkte  der  kürzesten  Entfernung  auf  den  festen  Gera- 
den und  die  Endpunkte  der  beweglichen  Geraden  geht,  einen  kon- 
stanten Durchmesser. 

Um  den  momentanen  Drehungspunkt  der  Geraden  AB  von 
unveränderlicher  Länge,  deren  Endpunkte  sich  auf  zwei  festen 
Geraden  AC  und  BD  bewegen,  zu  bestimmen,  nehmen  wir  wie 
vorher  an,  dass  CD  senkrecht  auf  AC  und  BD  zugleich  stehe; 
oder  dass  die  Punkte  C  und  D  die  kürzeste  Entfernung  der 
Geraden  AC  und  BD  angeben.  Ferner  ziehen  wir,  wie  oben, 
BE  parallel  und  gleich  CD,  AE  und  CE;  so  ist  in  dem  recht- 
winkligen Dreieck  AEB: 

AE  =  VaB^-BE^  =  const. 

Während  der  Bewegung  der  Geraden  AB  dreht  sich  auch  die 
Linie  AE^  oder  die  Projektion  von  AB  auf  der  Ebene  AEC;  da 
nun  die  Linie  AE  konstant  ist  und  ihre  Endpunkte  sich  auf  den 
Schenkeln  des  festen  Winkels  ACE  bewegen,  so  ist  ihr  momen- 
taner Drehungspunkt  JlCvon  A  ebenso  weit  entfernt,  als  der  Fuss- 
punkt  des  von    C  auf  AE  gelallten  Perpendikels  von  E*).    Bei 


*)  Siehe  den    Aufsatz  des  Verfassers  im  Archiv:     .,lHe  Hypocj- 
cloide  mit  vier  Aesten''.     (Nr.  If.  in  diesem  Theile  S.  105.) 
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der  Bewegung  von  AB  bleibt  die  Ebene  AEB  stets  parallel  der 
Geraden  CD,  also  ist  ihre  momentane  Drehungsaxe  parallel  CD\ 
da  nun  X  ein  Punkt  dieser  Axe  ist,  so  findet  man  diese  selbst, 
wenn  man  durch  X  eine  Linie  parallel  CD  zieht;  diese  schnei- 
det AB  in  F,  somit  ist  Y  der  momentane  Drehungspunkt  von 
AB.    Wir  haben  somit  folgende  Aufgabe  gelost: 

Gegeben  sind  zwei  feste  Gerade  im  Räume,  auf 
welchen  sich  eine  dritte  Gerade  von  unveränderlicher 
Länge  mit  ihren  Endpunkten  bewegt  Man  soll  den 
momentanen  Drehungspunkt  der  letzteren  Geraden 
bestimmen. 


X. 

lieber  den  durch  drei  Punkte  einer  Ellipse  gehenden 
Kreis,  und  über  den  Krümmungskreis  der  Ellipse. 

Von 

dem    Herausgeber. 


Dieser  Aufsatz,  welcher  zu  verschiedenen  neuen  eleganten 
analytischen  Ausdrucken  führen  wird,  hat  den  Zweck,  eine  weitere 
fruchtbare  Anwendung  der  Anomalien*)  in  der  Lehre  von  der 
Ellipse  zu  zeigen,  und  zugleich  die  Theorie  des  Krüromungskrei- 
se»  dieser  Curve  aus  einem  neuen  Gesichtspunkte  darzustellen, 
welcher  sich  sehr  zu  einer  elementaren  Behandlung  dieses  Ge- 
genstandes eignet;  auf  die  Abhandlung  Tbl.  XXIV.  Nr.  XXIX. 
wird  des  Folgenden  wegen  hier  ein  für  alle  Mal  verwiesen. 


*)  M.S.  Tbl.  XXIV.  8.372. 
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Die  Anomalien  zweier  Punkte  einer  Ellipse  seien  Uq  und  Ui, 
so  sind  bekanntlich 

acostco»  ^sintiQ    und    acostci «  6sinti| 

die  Coordinaten  dieser  Punkte;    die   Gleichung  der  durch   diese 
beiden  Punkte  gehenden  Sehne  der  £llipse  ist: 

1). .  6a7cos^(2io-|-tii)-f  i?^sin^(tfo+^i)  =  cK6cos^(«o-~tt|), 

und  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  dieser  Sehne  sind: 

^a(cos2io4-costi|)  =:acos^(t<o  +  z<i)cosj(2io  —  Ml), 
^6(sio  «0  +  sin  Ui)  =  b  sin  ^(mq + «i)  cos  ^(m©  —  «i). 

Durch  diesen  Punkt  lege  man  eine  auf  der  Sehne  senkrecht 
stehende  Gerade,  deren  Gleichung 

2) ^ar+%  +  l=0 

sein  mag;   so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  A^  B  die  beiden 
Gleichungen : 

Abcos^{uQ-\-Ui)  +  Ba  sm\{uQ  +  «i)  =  0, 

i  Aa  cos  1{uq  +  Ui)  +  Bb  sin  \{u^  +  Ui) }  cos  \{uq  —  tii)  =  —  1 ; 

aus  denen  sich  leicht: 

f  a 


(a*— 6*)  cos  i(Mo  +  Ml)  cos  ^{uq  —  Mi)  * 
3)  .    .     ■ 

ß^.  b 

"''  (a*— 6^)  sini(Mo  +  Mi)cosi(Mo  —  Mi) 

ergiebt     Also   ist  die  Gleichung  der  auf  der  Sehne  1)  in  ihrem 
Mittelpunkte  senkrecht  stehenden  Geraden: 

4) 

ax by 

(a*— 6*)  cos  i(Mo+Mi)  cos  J(«o--  «i) ""  (o*— 6*)  sin  i(Mo+Mi)cos  4(mo— Mi) 

=  1, 

oder: 

Ist  nun    M.2  die   Anomalie  eines  dritten    Punktes  der  Ellipse, 
und  sind  A*,  F  die  Coordinaten  des   Mittelpunktes   des  durch  die 
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drei,  durch  die  Anomalien  uq,  Ui,  u^  bestimmten  Punkte  der 
Ellipse  gebenden  Kreises;  so  bat  man  nach  der  vorstehenden 
Gleichung  für  diese  Coordinaten  offenbar  die  folgenden  Gleichungen : 

6) 

aX  bY  ,  ^     ^,^       ,, 

cos4(«o+«,)~«n4<«o  +  «,)  =  («'-*'>'=««*(«<'-««)' 

cosi(«f+«,)-sinJ(t, +«,)  =  <«'-*')  •'"«'^«'—^' 

Bestimmt  man  aus  zweien  dieser  Gleichungen,  etwa  aus  den 
beiden  ersten,  die  Coordinaten  JSl,  F;  so  erhält  man,  weil,  wie 
man  leicht  findet, 

sin  i(tto  \-  W| )  cos ^{uq  —  Mi  )  —  sin  \(ui  +  «2)  cos  i(«i,  —  «j) 
=  —  sin  K^a — Mo)  co»  «(«a  +  «o)  • 

cos  4(?lo  +  Ml )  cos  ^(tto  —  Ml )  —  cos  ^(«1  +  2^)  COS  |(tli  —  U^ 

=  sin  \{u^  —  «o)  sin  i(Ma  +  m«) 

ist,  für  JT,  F  die  folgenden  merkwürdigen,  ganz  symmetrisch  ge- 
bildeten Ausdrücke: 

7) 

^=        -r COSi(Mo  +  Mi)cOSi(Ml  +l«2)cOSi(tl2+llo), 

F  = ^ —  sin  i(iio  +  Ml)  sin  i(wi  +  «a)  sin  \{u^  +  m^). 

Wenn  a,  ß,  y  drei  beliebige  Winkel  sind,  so  ist  jederzeit: 

4  cos  i(a + ß)  cos  i(/5 + y)  cos  i(y + d) 

=  cosa  +  cosjS  +  cosy  +  cos  (a  +  j3 -f  y), 
8)    .    . 

'       4sin  i(a  + 13)  sin  i(ß  +  y)  sin  i(y  +  a) 

=  sin  a  +  sin  j3  +  sin  y  —  sin  (a  +  jS  +  y) ; 
also  nach  7): 
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9) 
Xr=,  — j—  {cos(tCo-f  t<i4-t^)-|-(cost«o-|-costti  -f  coste2)}» 

a«  —  6« 
Y = — jr — { sin  (»0  4-  t<i  +  ^  —  (sin  m©  +  sin  «i  +  sin  u^ }  • 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  des  durch  die  drei  Punkte^ 
deren  Anomalien  Uq^  Uiy  «^  sind^  beschriebenen  Kreises  darch  R\ 
so  ist: 

jBa=  (acostto— ^*+ (Äsintto— F)«, 

Äa=  (acostii  — -X)*  +  {bBinuy  —  F)*, 
ß«  =  (acos «a  -  2^2  ^  (6sin ,^  _  7)2 . 

also  nach  7): 

10) 

12«=      {acostto cosi(Mo  +  ««i)cosi(Mi  +t'a)cos^(tta-|-tto)l^ 

•ft^sintCo  +  — ^ — ßini(«io  +  Mi)sini(Mi+«a)sini(ti2  +  tio)P, 

oder: 

11) 

jB«  =     { a  cos  Ui —  cos  i(tto  +  Wi)  cosi(t<i  +«2)  cos  J(t«f +«0)  l* 

+  {6sintii  +  — ^ — siö5(«o  +  Wi)sini(Mi+t«a)ßin5(t<a+tio)}*, 

oder: 

12) 

jBa=      {acost^s — cosi(Mo +tti)cosi(Mi+Ma)cosi(M2+tio)}* 

a«— 6« 
-f-t6sint«2  +  — g — sini(Mo+Mi)8ini(«i  +  ««2)sini(ua+Uo))** 

Aus  der  Gleichung 

jBa  =  (acostto  — ^)*  +  (68inMo— F)« 
erhält  man: 

i2*=a«costio*+6*sintto*-2(aJrcosMo  +  ÄFsinMo)+-X*+  F« 
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Nach  9)  ist  aber: 

aX  cos  tto  +  6  F'sin  ilq 


^2 ^2  ^         COSttoCOs(l«o+Ml+«2)+COSMo(cOJStto+COSMi+COStla)  J 

sinMoSin(Mo+Mi+«2)— sintio(8inMo+sint«|+sinMa)  5 


i  CQ 

C+sii 


also: 

a^costio-f  6  Fsinuo 

^2 ^2  C         cos  («1  +  Ma)  +  cos  tfo(cOS  Mo  +  cos  Ml  +  COS  IIa)  1 

^       '  —sin Mo(sin Mq  +  sin ti|  -f- s'» «2)  ^ 

und  folglich«  wie  man  sogleich  übersieht: 

a*  cos  Mo* + 6* sin  Mq* — 2(a  A  cos  2£o + ^  ^s"»  «0) 


a« 


=  —  2"'  ^^®("o  +  «1)  +  cos(m,  +  Ma)  +  cos  (113  +  m©)  —  1 1 
+  Y  ^^^'^(^  +  '^i)  +  ^®®  («1  +«^  +  cos(Ma  +Mo)  +  1 1 

= 2 JcOS(Mo+Wi)  +  COS(Mi+Mj)+COS(tt2  +  tt6)}+~~2-- 

Folglich  ist: 

13) 

!pcos  (mq+Mj  +i£«2)+(cosmo4-cos  M|  -f  cos  Ma)"!' 
L                                a  J 

psi  n  (mo-|-M| -f  Ma) — (sin  Mo -f  sin  tii  4- sin  Ma)"!  '  I 
+L  i J 

2 — {cos(«o+^)+co8(m, +Ma)  +  cos(Ma+Mo)}  +  — 2 — * 

oder  nach  dem  Obigen : 

14) 
r cos  jKmq  +  M|)  cos  \{ui  4-  Ma)cos  \{u^  +  Mo)"!' 

I  8ini(Mo  +  t<i)sini(Mi+Ma)8in|(Ma-f  Mo)"l* 
2 — l<5ös(««o+««i)  +  cos(Mi+Ma)+cos(Ma+Mo)}+-^— 
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Ein  anderer  Aasdruck  für  R^  er^iebt  sieb  auf  folgende  Art. 
Man  setze  der  Kürze  wegen: 

!U  =  cos  i(Mo  +  Ui)  cos  4(W|  +  M2)  cos  J(«2  +  «o)  > 
V  =  sin  i(uo  -p-  tt] )  sin  i(ui  -f  t^)  sin  i(u^  +  Uq). 

Dann  ist  nacb  dem  Obigen: 

fl2_Aa  1,2 A2 

fia  =  (acostto ^— ^)*  +  (^»intto  +  — ^-  ^)*» 

a«  — 6«  a*  — 6« 

R^==z(aco8Ui'-'^^-~U)^  +  (b8iuui  +  ^-~r)^, 

/22  =  (acoswa— ^= C7)2+ (6sinMa  +  — g — f")*; 

also^  wenn  man  die  Quadrate  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens entwickelt,  dann  die  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

sin  («1  —  «2)5    sin  (u^ — M©)  >     sin  (uq — Ui) 
multiplicirt,  und  hierauf  zu  einander  addirt,  weil 

cos  tiosin  (mi  — Mj)  +  costt]  sin  (% — «o)  +  co8%sin  (uq — Ui)  =.  0, 

sin  t<osin  {ui  — %)  +  sinwi  sin  (tt^ — Wo)  +  sin  Ugsin  (m,, — Mi)  =  0 

und 

sin(tfo— Wi)  +  sin(«i  —  «a)  +  sin(Ma— ?«o) 

= — 4sin!4(Mo— «i)sini(Mi— t«a)sini(«2— «o) 
ist,  wenn  man  der  Kürze  wegen  noch 

16) 
üi  =  cos«£o*sin  (mi  —  U2)-{-cosui^s\n(u2 — «o)  +  costt^*sin(t«o— Wij» 
Vi  =  sin  tCo^sin  (ui  —  Mj)  +  sin  «i*  sin  («^  —  %)  +  sin  tCf'sin  (uq — «i) 
setzt : 

d^üi+b^Vi 

i8iüi(uo—Ui)8ini(ui — «2)sinJ(tta— «o)' 

oder,  weil 

Vi+  Fi=— 4sini(tio  — Mi)sin^(t«i  — M2)sini(t«a— «0) 
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ist: 


18) |2.=.a.  +  (««^6»)«|(I?J+Q*| 

4siTlJ(Mo  — 2£|)6iD|(«l  —  M3)sini(M2  —  Wo)' 


oder: 


19)  .    . 


4sin  ^(«0  —  Ml)  sin  ^{«1  —  Ma)  sin  i(Ma— Mo) 
Durch    Addition   der  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man: 

20)  .   .  2/2«  =  a«  +  6«  +  2(a2-6«)«  |  (^)^  V  (y)'  j 

(a^--6*)|cos2tiosin(%— t£2)4-cos2M|Sin(t<2— Mo)+cos2M28ip(Mo~"^i)l 
4sin^(tio  — Mi)sin^(t<i — u^»m^{u^—UQ)  ^' 

Wenn  man  im  Vorhergehenden  u  für  v^  schreibt,  und  an- 
nimmt^ dass,  indem  die  Anomalie  u  einem  bestimmten  unveränder- 
lichen Punkte  der  Ellipse  entspricht,  die  Anomalien  Ui  und  tL^  sich 
der  Anomalie  u  nähern,  und  dann  zu  den  Gränzen  übergeht^ 
welchen  unter  dieser  Voraussetzung  die  Coordinaten  X,  Y  und 
der  Halbmesser  R  sich  nähern;  so  erhält  man  offenbar  die  Coor- 
dinaten des  Mittelpunkts  und  den  Halbmesser  des  Krümmungs- 
kreises der  Ellipse  in  dem  durch  die  Anomalie  u  bestimmten 
Punkte.  Bezeichnet  man  aber  diese  ,  Gränzen  der  Kürze  wegen 
jetzt  durch  Xy  Y  und  R  selbst,  so  erhält  man  aus  den  Gleichun- 
gen 7)  und  14)  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
und  des  Halbmessers  des  Krümmungskreises  in  dem  durch  die 
Anomalie  u  bestimmten  Punkte  der  Ellipse  unmittelbar  die  folgen- 
den Formeln: 

21)  .    .    .   A= cosm',      F  =  —  — 7 — sin«* 

'  ab 

und: 

B*  =  (««-6«)«  j  \j-^)  +  (  XV   J  -        2        *="*  '^«  +  ~~T~ ' 

also: 

Theil  XXXVII.  18 
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— 2 {^OHU^ — sin  u^)  +  — s —  (cos  «*  +  sin  m*), 

welche  Formel  man  leicht  auf  die  folgende  Form  bringt:. 

fi*  =  T«  sin  M*  +  -scos  ti* 

—  a*{  cos  M*(l  —  cos  tf^)  —2  sin  u\\  —  sin  w*) } 

—  b^  { sin  u%\  —  sin  ti*)  —  2  cos  m«(1  —  cos  w*) } . 

Aber 

cos  M*(l  —  cos  M*)  —  2  sin  m*(1  —  sin  ti*) 

=      cos  M*  sin  ?/*(!  +  cos  «*) — 2  sin  «*  cos  «*(1  +  sin  u^) 

=  —  sin  «I*  cos  M*  +  cos  m*  sin  ti*  —  2  sin  w*  cos  w* 

=  —  sinii^costf^(] — costi*) — 2  sin  ti^  cos  tt^= — 3sinM*costt*, 

sin  «*(!  —  sin  u^)  —  2  cos  m*(1  --  cos  m*) 
=      sin  M*  cos  u\  1  +  sin  M*)  —  2  cos  u^sin  m*(1  +  cos  «*) 
=  —  cos  te*  sin  m^  +  sin  «*  cos  m*  —  2  cos  m*  sin  ti* 
=  — cos  ti*sin  w*(l  —  sin  u^)  — 2  cos  w^sin  m*  =  — 3  cosu*  sin  m*; 

also  nach  dem  Obigen: 

Ä«  =  p  sin  M*  +  3a*  sin  u*  cos  m*  +'  36*  sin  ti*  cos  ti*  +  -5  cos  m*  » 

folglich  offenbar: 
cu,x  ™      (a*sini£*+6*coste*)8 

Ganz  Dasselbe  erhält  man  noch  leichter  aus  der  Formel 

/22  =  (acosM  — Jt)*  +  (6sintt~  F)«, 

nämlich,  wenn  man  für  X^   Y  ihre  Werthe  aus  21)  setzt,  aus  der 
Formel: 

Q^ ^2  ß«_^2 

R^  =  {a cos  M*)«cosM*  +  (6  +  — j^ —  sin  te*)*sin  ««, 

weil  hiernach 
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fi*  =  (a  sin  u^-i —  cos  t«*)*  cos  u*  +  (6  cos  m^  +  -r-  sin  i«*)*sin  «* 

=  («.«i„«.  +  6..c«s«^.  |(-F)*  +  (-a-)l ' 
also 

ist,  ganz  übereinstimmend  mit  dem  vorher  Gefundenen. 
Setzt  man 

^       .  y 

costf  =  -i    sinM  =  v; 
a  o 

so  erhält  man  aus  21)  und  22)  die  bekannten  Formeln: 

23) 2r=^ar»,     F=-?^j,» 

und 

24)    .    .    .   Ä"-  ^i^i  -  ^eje 


IS» 
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Elementar  >  geometrischer  Beweis  der  Grundeigenschaft 
der  kürzesten  oder  geodätischen  Linie  auf  einer  belie- 
bigen Fläche  und  darauf  gegründete  Entwickelung  der 
allgemeinen  Gleichungen  der  kürzesten  oder  geodäti- 
schen Linie. 

Von 

«lern   Heraasgeber. 


Wir  gehen  von  der  folgenden  einfachen  geometrischen  Auf- 
gabe aus: 

Im  Räume  seien  zwei  Punkte  und  eine  Ebene  gege- 
ben; man  soll  in  dieser  Ebene  einen  Punkt  bestimmen, 
welcher  in  derselben  eine  solche  Lage  hat,  dass  er 
von  den  beiden  gegebenen  Punkten  gleich  weit  ent- 
fernt ist«  und  dass  die  Summe  seiner  Entfernungen 
Ton  den  beiden  gegebenen   Punkten  ein  Minimum  ist. 

Wir  wollen  die  beiden  gegebenen  Punkte  durch  A  und  B, 
die  gegebene  Ebene  durch  E  bezeichnen.  Weil  der  gesuchte 
Punkt,  den  wir  durch  M  bezeichnen  werden,  von  den  beiden 
Punkten  A  und  B  gleich  weit  entfernt  sein  und  in  der  Ebene  E 
liegen  soll,  so  ist  klar,  dass  dieser  Punkt  in  der  Geraden  liegen 
muss,  in  der  die  gegebene  Ebene  E  von  der  in  dem  Mittelpunkte 
C  der  Geraden  AB  auf  dieser  Geraden  senkrecht  stehenden  Ebene 
E*  geschnitten  wird,  welche  Durchschnittslinie  wir  durch  L  be- 
zeichnen wollen.  Legen  wir  nun  durch  die  Gerade  AB  eine  auf 
der  gegebenen  Ebene  E  senkrecht  stehende  Ebene  E",  so  ist  der 
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Punkt  M,  in  welchem  von  dieser  Ebene  die  Gerade  L  geschnit- 
ten wird,  der  gesuchte  Punkt. 

Dm  dies  zu  beweisen^  sei  M'  ein  beliebiger  anderer  Punkt 
in  der  Geraden  L.  Man  denke  sich  MA-MB  und  M'A  =  M!B 
gezogen.  Weil  die  Ebene  £'  auf  der  in  der  Ebene  E'.  liegenden 
Geraden  AB  senkrecht  steht^  so  steht  die  Ebene  E*  auf  der  Ebene 
tj'  senkrecht;  nach  der  Gonstruction  steht  aber  auch  die  Ebene  £ 
auf  der  Ebene  tj'  senkrecht;  also  steht  die  Durchschnittslinie 
h  der  Ebenen  E  und  E'  auf  der  Ebene  E"^  folglich  auch  auf  den 
beiden  in  der  Ebene  E"  liegenden,  einander  gleichen  Geraden 
MA  und  ßAB  senkrecht.  Folglich  sind  die  Dreiecke  AMM*  und 
BM^V  bei  M  rechtwinklig,  daher 

MA<,M'A,    MB<,M'B, 

also: 

MA\MB<,WA^^M'B, 

also  offenbar  M  der  Punkt  in  der  gegebenen  Ebene  E^  welcher 
von  den  gegebenen  Punkten  A  und  B  gleich  weit  entfernt  ist 
und  der  zu  erfüllenden  Bedingung  des  Minimums  genügt. 

Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende  geometrische 
Satz: 

Wenn  A  und  B  zwei  beliebige  Punkte  im  Räume 
sind  und  JEJ  eine  beliebige  Ebene  ist,  und  man  legt  durch 
den  Mittelpunkt  C  der  Geraden  AB  eine  auf  AB  senk- 
recht stehende  Ebene  £J',  durch  die  Gerade  AB  aber 
eine  auf  der  Ebene  E  senkrecht  stehende  Ebene  E" \ 
so  ist  der  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  M 
der  drei  Ebenen  E,  E',  E"  derjenige  Punkt  der  Ebene 
Ej  welche^  in  dieser  Ebene  eine  solche  Lage  hat,  das s 
er  von  den  beiden  Punkten  A  und  B  gleich  weit  ent- 
fernt, und  dass  die  Summe  MA-^-MB  seiner  Entfer- 
nungen von  den  Punkten  A  und  B  ein  Minimum  ist. 

Umgekehrt : 

Wenn  A  und  B  zwei  beliebige  Punkte  im  Räume 
sind  und  E  eine  beliebige  Ebene  ist,  und  der  Punkt  M 
hat  in  der  Ebene  E  eine  solche  Lage,  dass  er  von  den 
beiden  Punkten^  und  B  gleich  weit  entfernt  und  dass 
die  Summe  MA-\-MB  seiner  Entfernungen  von  den  Punk- 
ten A  und  B  ein  Minimum  ist;  so  ist  der  Punkt  M  der 
gemeinschaftliche   Durehschnittspunkt    der    Ebene  E 


r 
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und    zweier    Ebenen  £'  und  £",   von  denen  die  erste  H' 
in  dem  Mittelpunli  te  Cder  Geraden  Jfi  auf  dieser  Ge- 
raden   senkrecht   steht,    die    zweite   E"  durch    dii 
rade  AB  senkrecht  gegen  die  Ebene  E  gelegt  ist. 


Du   nämlich    ; 


Ebei 


E  liegende  Punkt 
!H  von  den  funkten  A  und  B  nach  der  Voraussetzung  gleidl 
weit  entfernt  ist,  so  muss  derselbe  offenbar  nothwendig  in 
in  dem  Mittelpunkte  C  der  Geraden  Aß  auf  dieser  Geraden  senk- 
recht stehenden  Eltene  £',  also  in  der  Durcbsclmittslinie  der  Ebe- 
nen E  und  £'  liegen.  Läge  nun  aber  der  Punkt  M  nicht  aucfa 
in  der  Ebene  £",  und  wSre  also  nicht  der  gemeinschartliche  Ünrcfa-  1 
schnittspunkt  der  drei  Ebenen  £,  £',  E",  so  sei  M'  dieser  ge- 
meinschaftliche Durchscbnittäpunkt;  dann  wäre  nach  dem  vor- 
herguhenden  Satze 


MA  +  jaB<.mA  +  MB. 


Mo    iVA  +  MB  k< 

womit  also 


SatK  bewiesen  ist. 


doch    vorausgesetzt    wurde 


Wenn  nun  auf  einer  Fläche  zwischen  zwei  Punkten  in  der- 
selben [lie  Kürzeste  gezogen  ist,  »o  ist  zuvörderst  nach  einem 
bekannten  l'rincip  klar ,  dass  aucb  jeder  Theil  dieser  Kürzesten 
die  Kurzeste  zwischen  seinen  Endpunkten  sein  muss,  weil  ja, 
wenn  es  zwischen  diesen  Endpunkten  eine  kürzere  Linie  auf  der 
Fläche  als  den  in  liede  stehenden  Theil  geben  sollte,  es  natär. 
lieh  auch  zwischen  den  beiden  ersten  Punkten  eine  kürzere  Linie 


luf  der  Fläche 
innahmen,  swm 


geben  x%'iirde  als 
ungereimt  ist. 


eiche 


r  als  die  kürzeste 


1  beliebiger  Punl 
einer  beliebiger 


ietzt  M 

1  Flache 
«  Punkte 
Elemente  MA  und  MB  dieser  Kürzesten  z\ 


zwischen  zwei  gege^ 
gezogenen  KOrzestem, 
Zweibein aWer  gleicbfl 
isamnienstossen:  danB 
musa  nach  dem  obigen  Princip  der  Punkt  M  unter  allen  auf  d«t 
Fläche  liegenden,  von  A  und  B  gleich  weit  entrernten  Paukte« 
<|erjeni!;e  sein,  fiir  welchen  MA  f  MB  ein  Minimum  ist.  Denkt 
man  sii:h  al>er  die  Fläche  in  der  unmittelbarsten  Nahe  des  Punk- 
tes  M  durch  ihre  Beriihrungsehene  ersetzt  oilur  repräsentirt,  SO 
ist  klar,  dass  auch  in  dieser  Beruhrungsebene  der  Punkt  M  €tm 
solche  Lagt  haben  muss,  dass  !\/IA  \  MB  ein  Minimum  ist,  wonttu 
sich  nach  den  oben  bewiesenen  geometrischen  Sätzen  von  selbst; 
ergiebt,  dass  die  Ebene  AMB  auf  der  Berührungsebene  der  Fläch« 
in  dem  Punkte,  Jf  senkreeht  stehen  muss.  Weil  nun  aber  dtl 
Ebene    AMB   offenbar   die  Osculationsebeue    der   Curve    in    des 
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Punkte  M  ist*),  so  ergiebt  sich  hieraus  als  Grundeigenschaft 
jeder  Kürzesten  auf  einer  Fläche,  dass  in  jedem  ihrerPunkte 
ihre  diesem  Punkte  entsprechende  Osculationsebene 
und  die  Ber'ührungsebene  der  Fläche  in  demselben 
Punkte  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Mittelst  dieser  Grundeigenschaft  der  kürzesten  oder  geodäti* 
sehen  Linie  und  der  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten 
Theorie  der  Beruh rungsebene  einer  Fläche  und  der  Osculations- 
ebene  einer  Curve  ist  es  nun  leicht,  die  allgemeinen  Gleichungeii 
der  kürzesten  oder  geodätischen  Linie  aufzustellen. 

Für  jT,  t^,  I  als  veränderliche  oder  laufende  Coordinaten  sei 

die  allgemeine  Gleichung  einer  Fläche,  und  (o?,  y^  z)  sei  ein  belie- 
biger Punkt  auf  derselben,  wo  also  auch 

f(x,  y,z)  =  0 

ist^  und,  insofern  f(j:,  y,  z)  im  Allgemeinen  als  eine  Function  der 
veränderlichen  Grossen  x,  y,  z  betrachtet  wird,  der  Kürze  wegen 

u  =  f{a:,y,z) 

gesetzt  werden  soll.  Die  Gleichung  der  Berubrungsebene  der 
Fläche  in  dem  Punkte  (ac^yyz)  ist*"^): 

du  du  du 

g^(X-a:)  +  g^(t,-3,)+g^(j-,)  =  0. 

Denken  wir  uns  nun  den  Punkt  (x,  y,  z)  als  einen  beliebigen,  ei- 
ner bestimmten  Curve  auf  der  Fläche  angehörenden  Punkt,  so 
ist  die  Gleichung  der  Osculationsebene  dieser  Curve  in  dem  Punkte 

(dyS^z—dzff^yXX'-x)   \ 

+  (dzS^x — dxd^z)(tf — y)  (  =  0 , 

+  (Sxd^y^ByS^xX^-'Z)\ 

wo  man  sich  bekanntlich  x,  y,  z  sämmtlich  als  von  einer  ge- 
wissen veränderlichen  Grösse  abhängig  denken  muss.  Soll  nun 
aber  die  in  Rede  stehende  Curve,  welcher  der  Punkt  (x,  y,  z)  als 


*)  M.  «.  Tbl.  X\X.  S.  380. 
••)  M.  8.  a.  a.  O.  S.  425.  Nr.  61). 
•*•)  M.  8.  a.a.  O.S.381.  Nr.  25). 


268  Grunert:    Element.  Beweis  der  GrundeigenscA.  der  Kürzesten  etc. 

angehurend  betrachtet  worden  ist,  eine  kürzeste  oder  geodätische 
Lioie  auf  der  Fläche  sein;  so  muss  nach  dem  Obigen  in  jedem 
ihrer  Punkte  ihre  Osculationsebene  auf  der  Beröhrungsebene  der 
Fläche  io  demselben  Punkte  senkrecht  stehen,  also  nach  dem 
Obigen  in  Folge  der  allgemeinen  Principien  der  analytischen  Geo- 
metrie 

8ein.  Daher  sind  die  allgemeinen  Gleichungen  einer  Kürzesten 
auf  unserer  Fläche: 

CIL 


+  K-  {dxd^y — dyd^x) 


oder  aneh : 


du  r^         dur,         SUf.         ^ 

+  j^(Sücdh,-SySix)  I 

Der  weiteren  Ausführung  dieses  Gegenstandes  wegen  ver- 
weisen wir  auf  die  AbhandluDg  Tbl.  XXll.  Nr.  IX.;  hier  kam  es 
uns  zunächst  bloss  auf  die  obige  elementar  -  geometrische  Ablei- 
tung der  Grundeigenschaft  der  kürzesten  oder  geodätischen  Linie 
an,  auf  welcher  die  ganze  weitere  Theorie  dieser  Linie  beruhet. 
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XII. 

Ueber  die  geiqeinschaftliche  Form  aller  jener  ganzen 

Zahlen,  deren  jede  so  beschaffen  ist,  dass  der  Kreis, 

durch  rein  geometrische  Construction,  in  eine  ihr  gleich 

grosse  Anzahl  gleicher  Theile  getheilt  werden  kann. 

Von 

Herrn  Professor  Messet 

in  Marburg. 


Einleitung. 

Gauss  hat,  iu  seinen  Disquisit.  arithm.  (Lipsiae  1801^)) 
S.  592.  bis  665. 9  besonders  S.  662.  bis  665.,  gezeigt,  dass^  wenn 
m  eine  Primzahl  (und  grösser  als  2)  ist,  die  Peripherie  eines 
Kreises  nur  in  dem  Falle  durch  rein  geometrische  Construction 
in  m  gleiche  Theile  getheilt  werden  kann,  wenn  m  eine  solche 
Primzahl  ist,  welche,  bei  ganzem  nicht  negativem  Werthe  der 
Zahl  w,  die  Form  in  =  (2«  +  l)  hat**). 

Da  jedoch  das  Aufsuchen  solcher  Primzahlen,  welche  diese 
Eigenschaft  haben,  mühsam  sein  würde,  so  fügt  er  selbst  die 
weitere  Angabe  bei,   dass,  wenn  (2" 4-1)  ®>ne  Primzahl  sein  soll 

(die  grösser  als  2  ist),  sie  die  Form  [(2)^4-1]  haben  muss- 

Er  zeigt  nämlich,  dass,  wenn  n  durch  irgend  eine  von  1  und 


*)  Vergleiche  auch  IntelÜgenzblatt  der  allgemeinen  Literatarzeitung 
von  1796  Nr.  66.  S.  554. 

**)  Auch  2  ist  unter  der  Form  (2n-|-l)  als  (2^-f-l)  enthalten. 
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von  2  Terscbiedene  Zahl  £  theilbar  wäre  (also  z.H.  =3.1  oder 
=5.2  oder  =5.7  u.  a.  w.  wäre),  die  Zahl  (2« +  1)  =  (2^.^+1)  (in 
welcher  %  eine  von  1  und  von  2  verschiedene  ganze  Zahl  und  \ 
eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet)  durch  die  ganze  Zahl  (2C-f-1) 
theilbar  sein  wurde,  indem 

"^^—^  =  2Ctf-i) — 2«^-*)  +  2C(^-3)  4. , . . . 

ist,  und  (weil  $  eine  ganze  Zahl  ist)  die  Division  zu  einem  letzten 
Gliede  2^^  =  2C  im  Quotienten  führt,  also  aufgeht. 

Er  zeigt  also,  dass  in  einem  solchen  Falle  die  Zahr(2"-f  1) 
=  (2^^4-1)    durch  jede    der    beiden   ganzen   Zahlen   (2^  +  1)   und 

(2^  +  1),  von  denen  jene  >(2a+l),  d.h.  >5,  diese  ^(2o+l), 
d.  h.  ^2  ist,  theilbar,  also  keine  Primzahl  sein  würde. 

Gauss  hat  offenbar  auf  die  Primzahl  von  der  Form  (2"-f]) 
deshalb  mehr  Gewicht  gelegt,  als  auf  die  Primzahl  von  der  Form 

[(2)^4-1],  weil  jene  auch  die  Primzahl  2  um fasst,  diese  aber 
(wenn  man  nur  Werthe  von  y  vor  Augen  hat,  welche  nicht  ne- 
gative ganze  Zahlen  sind)^)  die  Primzahl  2  ausschliesst.  Auch 
wollte  Gauss  zunächst  nur  für  solche  Zahlen  m  sein  Gesetz 
aussprechen,  welche  Primzahlen  sind. 

Fragt  man  aber  nach  der  gemeinschaftlichen  Form  aller  je- 
ner Zahlen  m,  deren  jede  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Peripherie 
des  Kreises  durch  rein  geometrische  Construction  in  m  gleiche 
Theile  getheilt  werden  kann,  (gleichviel  ob  m  eine  Primzahl  ist, 
oder  nicht),  so  führen  nachstehende  Paragraphen  zu  einer,  auf  die 
Arbeiten  von  Gauss  gegründeten,  nicht  uninteressanten  Antwort**). 

§.  1.  Bedeutet  y  eine  beliebige  franse  nicht  negative 
Zahl,  so  ist  die  Zahl 


*)   Wenn    man    also    den    einzigen     nc^j^ativen    ganzen     Werth 

.y  =  — .«.  hei  welchem  (2)^^  also  anch    [(2)*^+!]    eine  ganze  Zahl  srin 
kann,  nicht  mit  berücksichtigt. 

**^  Da  die  Lehre  von  Gauss,  über  Hif  wir  liier  rnden,  nicht  allen 
denen  genügend  bekannt  ist,  denen  sie  bekannt  sein  sollte,  und  da  sie 
nicht  bloss  rein  mathematisches  lnteres.se  !tut,  sondern  aiieli  für  gewisse 
|[>hysikalisf:he  und  insbesondere  für  gewisse  krystaüograiihische  Lehren 
von  Wichtigkeit  ist,  so  kann  vorliegende  Arbeit  auch  dazu  dienen,  an 
dieselbe  zu  erinnern. 
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Py  =  [(2)«^  +  1] 

eine  gaoze  Zahl,  die  grosser  als  2  ist.  —  Es  ist  nämlich: 


bei 

der  Werth  voo  py 

1)3,=0 

2»=2o 

=  1 

(2)«" +  1=21  ^1=3 

2)y  =  l 

2^=21 

=2 

(2)«* +  1-2«  +  1  =  5 

3)y  =  2 

22/ =2« 

=4 

(2)«*+ 1=2*  +  1=17 

4)  3,  =3 

2y  =  2' 

=8 

(2)«* +  1=2«  +  1=257 

5)y  =  4 

2y=-2* 

=16 

(2)«* +1=2"+ 1-65537 

6)3>_5 

2»— 2* 

-32 

(2)*'+l*)=  2«  +  1  =4»e4B«roB«* 

y=^i 

2»  =  2«' 

1=00, 

(2)«»  +  l-2<»,+l-(2a^  +  l) 

§.  2.  Um  aozudeaten,  dass  irgend  eine  Zahl  p  entweder  aaf 
der  ersten  oder  auf  der  nullten  Potenz  vorhanden  sei,  dient  he* 
kanntlich 

das  Zeichen  piO±i)  oder  das  Zeichen  pli^-H-if), 

wo,  bei  -f  in>  Exponenten,  oder,  bei  geradem  Werthe  der  gan- 
zen Zahl  V,  der  Ausdruck  den  Werth  p^=p  annimmt,  während 
er,  bei  —  im  Exponenten,  oder,  bei  ungeradem  Werthe  von  v 
den  Werth  p^=:l  annimmt. 

§.  3.     Der  Ausdruck 

Py  =  [pyW-^^-^^^)  =  [(2)«^  +  l]Ml+(~lA) 

umfasst  daher  nicht  nur  jede  der  Zahlen  3,  5,  17,  257,  65537,  .... 
sondern  auch  die  Zahl  1. 

Es  ist  dabei  Pyzzzl,  wenn  bei  dem  betreffenden  Werth  der 
ganzen  nicht  negativen  Ordnungszahl  y  der  Werth  von  Vy,  der 
eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet  (also  >0)  ist,  einen  ungera- 
den Werth  hat.  Ist  dagegen,  bei  dem  betreffenden  Werthe  von 
y,  die  Zahl  Vy  eine  gerade,  so  ist 


♦)  (2)«*+l=2»2  +  l    ist    Uoinv    IMniKiihl,    nie  ist    =641.6700417, 
wie  Eulcr  gezeigt  hnt. 
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/>y  =  pj,  =  [(2)«»  +  l]>l. 

§.  4.  Sincl^  =  a  uud^=j?  zwei  verschiedene  (ganze  nicht 
negative)  Werthe  von  y,  so  sind 

Pa  =  [(2)«"+  l]ta+(-l)''«)  =:p„|(l-H-l)''a) 

und 

Pß  =r  [(2)«^ + i]ia+(-ir^)  =p  4(i+(-ir^) 

nur  dann  einander  gleich^  wenn 

also  jede  der  beiden  Zahlen  Va  und  vß  eine  ungerade  Zahl  ist 

Ist  dagegen  jede  der  beiden  Zahlen  Va  und  vß  eine  gerade 
Zahl^  oder  ist  nur  eine  derselben  gerade,  so  ist  Pa  verschieden 
von  Pß, 

§.  5.     Es  sei  in  dem  Ausdruck 

1)  m  eine  ganze  positive  Zahl, 

2)  X  eine  ganze  nicht  negative  Zahl, 

3)x  (2^)  die  höchste  der  Potenzen  von  2,  die  in  der  Zahl  m 
als  Factor  enthalten  ist, 

4)  bei  jedem  der  Werthe  von  y,  welche  die  ganzen  nicht  ne- 
gativen Zahlen,  von  ^  =  0  h\s  y  ^  u  sind,  stets 

und  es  habe  dabei 

5)  die  ganze  Zahl  Vy  nur  dann  ungerade  Werthe,  wenn  die 
Zahl 

keiner  der  primären  Factoren  von  m  ist,  sei  es  deshalb, 

I.  weil  unter  jenen  Primzahlen,  welche  kleiner  als  die  Zahl 
Py  sind,  solche  y,  y^ —  vorkommen,  bei  denen 

Py  \  kein  eii^entliclier  (unächter)  Brucli  ist, 
y  r  d.  h.  weil  py  keine  Primzahl  ist; 
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oder  deshalb, 

/  ein  eiipentliclier   u  nacht  er    Bruch   ist, 

vn    1  m 

IL  1)  weil  —   <  d.  h.   weil  —    keine    Primzahl    und    auch 
Py  I  Py 

V  kein  Product  aus  Primzahlen  ist, 

oder 

.T   c^.       ..    fn  lein  eteentliclier  ächter  Bruch  ist,  d.  h. 
IL  2)  weil    -         .,       w       •  * 
Py  }  weil  pyy  m  ist ; 

6)  es   habe  daher  auch  pu  einen  solchen  Werth,  der  "^m  ist. 

Diess  vorausgesetzt,  so  ist  es,  nach  Gauss  möglich,  durch 
geometrische  Construction  die  Peripherie  eines  gegebenen 
Kreises  in  m  gleiche  Theile  zu  theilen,  also  falls  ?ii>2  ist, 
ein  regelmässiges  mseitiges  Polygon  darzustellen. 

Ist  dagegen  M  eine  solche  ganze  Zahl,  welche  unter  der  so 
bestimmten  Form  von  m  nicht  enthalten  ist,  so  ist  es  nicht 
möglich^  durch  rein  geometrische  Construction  die  Peri- 
pherie eines  Kreises  in  M  gleiche  Theile  zu  theilen. 

§.  7.  1)  Die  Zahl  m,  von  der  hier  die  Rede  ist,  lässt  sich 
also  darstellen  in  Form  eines  Products  von  gewissen  Potenzen 
gewisser  Grundzahlen. 

2)  Jede  der  Grundzahlen  ist  "Tm. 

3)  Jede  der  Grundzahlen  hat  entweder  den  Werth  =2,  oder 
einen  Werth  py  von  der  Form 

in  welcher  y  eine  ganze  nicht  negative  Zahl  ist. 

4)  Die  zu  diesen  Grundzahlen  gehörenden  Exponenten  der 
Potenzen  derselben  sind  ganze,  nicht  negative  Zahlen. 

5)  Der  Exponent  x  der  Grundzahl  2  ist  entweder  0,  oder 
1,  oder  grösser  als  1,  aber  nie  so  gross,  dass  2'>m  wird. 

6)  Der  Exponent,  welcher  zu  einer  der  Grundzahlen  von  der 
Form 

Py  =  [(2)«*  +  1] 
gehört,  ist, 
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a)  falls  py  eine  Primzahl  ist^ 

entweder  =0,  oder  =1; 

b)  falls  Py  keine  Primzahl  ist, 

nuF  =0. 

7)  Da  2*r^l  und  ^"Zm  sein  muss,  so  ist: 

1)    ar^O 
und 

log2*~iogwi, 
also 

^log2^logm; 

Da  ferner  der  Werth  von  pg,  d.  h.  von  (2)*^ •\-\,~m  sein  mne«, 
so  ist 

2»log2^log(m-l), 


=  log(m— 1). 
*  <       log2      ' 


folglich 


ylog2-|ogC-^^^g2-^)  =  loglog,(«-l)-loglog2. 

also 

=  logtog(m— 1)— loglog2 

1)  y< [ip ' 

und,  da  y  nicht  negativ  zu  sein  braucht, 

2)    yJO. 
Anmerkung.     Bezeichnen   wir  einen    Exponenten,  der  nur 
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die  Werthe  0  oder  rhaben  kann,  der  Kdrze  wegen,  durch  to,  T|, 
T^,  ....  Ty  oder  Tn....^  und  wir  setzen  das  eine  Mal: 

wo  bei  jedem  der  Werthe  der  Zahl  y  von  ^=0  bis  y^u  stets 

pjy  =  [(2)*  + 1]'». 
und  das  andere  Mal: 

wo  bei  jedem  der  Werthe  der  Orduiiogssahl  n  von  it=0  bis 
nzüw  stets 

ist,  80  gelten  fiir  r«  dieselben  Gesetze ,  die  eben  für  Xy  unter 
Nr.  6.  ausgesprochen  wurden.  Es  ist  aber  die  Anzahl  der  Werthe 
^«  =  (2**-|-l)9  welche  keine  Primzahlen  sind,  beträchtlich  grosser 
als  die  Anzahl  der  Werthe  py^  welche  keine  Primzahlen  sind» 
so  dass  die  Factoren- Reihe  D)  meist  eine  sehr  grosse,  die  Fac- 
toren -Reibe  0)  dagegen  in  jedem  für  die  Praxis  irgend  wie 
in  Betracht  kommenden  Falle  gar  keine  und,  abgesehen  von  der 
Praxis,  in  Vergleich  mit  der  entsprechenden  Factoren  •  Reihe  D), 
nur   sehr  wenige    überflüssige   Factoren   enthält;    denn  die 

sechs  kleinsten  Werthe  von  ((2)s'  +  l)  sind  3,  5,  17,  257,  65537, 
4t)894t96V)8969 ,  von  denen  nur  der  letzte  keine  Primzahl  ist, 
während  in  der  Reihe  der  Zahlen  C2«  +  l)  von  (2H1)  bis  (2s*+l) 
eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Gliedern  vorkommt,  die  keine  Prim- 
zahlen sind. 

Man  reicht  z.  B.  zu   allen  Werthen  von  m,   die  kleiner  als 
42949672967  sind,  aus  mit  der  Formel: 

m  =  (2*)  .p^^o  .p^u  .p^u  ./>,'•  .f>4»«, 

und  zu  allen  Werthen  von  m,  die  T  65537  sind,  mit 

m  =  (2*) .  po^o  pi^»  .p2^»  .ps^S 
u.  s.  w.  und  es  ist  z.  B. : 


276    ffessei:  Ueöer  die  Theiiung  des  Kreises  in  gleiche  Theile, 

2=2» 
3  =  20.31 
4=2*.3o 
5=20.30.61 
6=21.31.50 
8=2».3o.5o 
10=21.30.51 
12=2«.3i.5o 
15=20.31.51 
16=2*.3o.5o 

17=20.30.50.171 
20=2».3o.5i.l7o 
24=2».3i.5o.l7o 
30=21.31.51.170 
32=2*.3o.5o.l7o 
34=21.30.50.171 
40=2».3o.5i.l7o 
48  =  2*.3o.50.17o 
60=2«. 31.51.170 
64  =  20.30.50.170 

68=2«.3o.5o.l7i 
80=2*.3o.5i.l7o 

u.  s.  w. 
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XIII. 


Ueber  die  Anzahl  congruenter  Divisoren  einer  Zahl. 

Von 

Herrn  Dr.  C.  Trauh 

in  Lahr  im  Grossherzogthiitn  Baden. 


Die  Anzahl  derjenigen  Theiler  (einer  Zahl),  welche  dieselbe 
lineare  Form  haben,  spielt  bekanntlich  in  vielen  Sätzen  der  höhe- 
ren Arithmetik  eine  grosse  Rolle.  Man  vergleiche  hierüber  die 
berühmte  Abhandliiiig  von  Lejeiine  Diriclilet:  „Rech  er ch  es 
sur  diverses  applications  de  l'analyse  infinitesimale 
ä  la  theorie  des  Nombres."  Seconde  partie.  Grelle, 
T.  XXI.  Da,  so  viel  mir  bekannt,  allgemeine  Formeln  zur  ße* 
Stimmung  der  Anzahl  congruenter  Theiler  noch  nicht, aufgestellt 
worden  sind,  so  möchte  eine  elementare  Behandlung  dieses  Ge- 
genstandes den  Freunden  der  Zahlentheorie  vielleicht  nicht  un- 
willkommen sein. 

Bevor  wir  zu  dem  eigentlichen  Gegenstande  dieser  Abhand- 
lang übergehen,  wollen  wir  die  zum  Verständniss  des  Folgenden 
noth wendigen  Sätze  vorausschicken» 


I. 

Fundamentaisätze  aus  der  Theorie  der  Potenzreste. 

§.  1. 

Ist  et  eine  Zahl,  die  mit  M  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler 
hat,  a*  der  Exponent,  zu  welchem  a  nach  dem  Modul  M  gebort, 
so  bilden  die  Reste  der  Potenzen : 

aO,  «1,  a«,  a»,  a*, . . ..  a«.. .. 

l  h«ii  XXXVII.  19 
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eine  Periode  von  a*  Gliedern,  und  man  erhält  dieselben,  wenn 
man  dem  Exponenten  %  der  Reihe  nach  die  Werthe 

0,  1,  2,  3,  ....(a'-l) 

beilegt  und  die  Reste  der  entsprechenden  Potenzen  nach  dem 
Modul  Kl  bestimmt.  Geht  man  über  den  Exponenten  8l  =  a'  — 1 
hinaus,  so  wiederholen  sich  die  bereits  erhaltenen  Reste  in  der- 
selben Ordnung. 

§.  2. 

Nimmt  man   allgemeiner   beliebig    viele   unter  einander  ver- 
schiedene Zahlen 

von  welchen  jede  mit  Jü  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  hat, 
und  bestimmt  für  jede  Combination 

21,  as,  e 8 

die  kleinste  positive  ganze  Zahl,  weiche  der  Congruenz 

X=a2l6«cS..../»(mod.ill) 

genügt,  so  sagen  wir,  es  bilden  die  auf  diese  Weise  erhaltenen 
Zahlen,  eieren  jede  mit  M  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  hat, 
eine  zusammengesetzte  Gruppe  von  Potenzresten,  und  wir  be- 
zeichnen dieselbe  mit 

*  [a,  6,  c,«...r|. 

Sind  n' j  b' ,  e',  ..../'  die  Exponenten,  zu  welchen  die  Zahlen 
Uy  by  €',..../  nach  dem  Modul  M  gehören,  und  betrachtet  man 
zwei  Combinationen 

a,  as,  s,....8, 

as  35',  £',....«' 

von  Exponenten,  für  welche  die  Congruenzen: 

a'=a(mod.oO, 
a5'=S5(mod.60, 
e'^g(mod.cO, 


8'=8(mod./0 


Statt  finden,   und  sind   die  jenen  Combinationen   entsprechenden 
Zahlen  der  Gruppe  X  und  X\  so  erhält  man 
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X='X{fAoA.M). 

Um  daher  alle  Zahlen  der  Gruppe  {a,  b^  c....(]  zu  erhalten, 
kann  man  sich  darauf  beschränken,  nur  solche  Combinationen 
ü»  S3j  S,  ....6  zu  betrachten,  welche  den  Ungleichheiten: 

c'>e^o. 


^Ng^O 


Genüge  leisten. 


Wenn  daher  im  Folgenden  nicht  ausdrucklich  das  Gegentheil 
bemerkt  wird,  so  sollen  unter: 

of,  ß,   y,  ....  A, 

^'9  ß^f  /»  —  ^'» 


21',  »',  £',....8', 


immer  solche    Combinationen    von  Exponenten  der  a,  6,  c,.,,,l 
verstanden  werden,  welche  die  ohigen  Ungleichheiten  erfüllen. 

§•  :3. 

Folgende  Sätze  sind  nun  leicht  zu  beweisen : 

1)  Das  Produkt  beliebig  vieler  Zahlen  einer  Gruppe  [a,  b,  c,.../] 
gehurt  in  dieselbe  Gruppe  von  Potonzresten. 

2)  Sind  t,  Uf  0,  eo,....  beliebig  viele  Zahlen  aus  der  Gruppe 
[a,  by  c,  ..../],  so  enthält  die  neue  Gruppe  \t,  ti,  v,  to,  ....] 
Dar  solche  Zahlen,  welche  in  [a,  6,  c,..../]  vorkommen;  aber 
nicht  alle  Zahlen  der  letzteren  Gruppe  werden  im  Allgemeinen 
aoch  Glieder  der  ersten  sein. 

3)  Nimmt  man  insbesondere  an,  es  seien  x^,  ar^,  ^3,....a:/ 

19* 
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m 

die  sämmtlichen  incongruenten  Zahlen  aus  der  Gruppe  [n^  6,  c,....  fj, 
so  sind  die  zwei  Gruppen  [xi,  0:2,9  x^y  ....o*/]  und  [a,  6»  c»  ..../J 
identisch,  d.  b.  jede  Zahl  der  einen  kommt  auch  in  der  andern  vor. 


§.  4. 
Rs  seien  wie  vorhin 

die  sämmtlichen  incongruenten  Zahlen  der  Gruppe  [a,  A,  c«..../], 
ferner 

die  Exponenten,  zu  welchen  jene  Zahlen  nach  dem  Modul  M  ge- 
hören. Ist  dann  m  der  grüsste  der  Exponenten,  so  sind  m|^  1112^ 
1113,....  r/?/  die  sämmtlichen  Theiler  der  Zahl  m.  Der  Beweis 
beruhtauf  folgenden  zwei  bekannten  Sätzen:  Sind  P,  Q,  R,  S,..» 
beliehig  viele  Zahlen,  von  welchen  jede  mit  M  keinen  gemeinscbaftp 

liehen   Theiler    hat,   ferner   p,  q,  r,  s, die    Exponenten,  zo 

welchen  P,  Q,  R,  iS,  ....  nach  dem  Modul  M  gehören,  und  sind 

])  je  zwei  der  Exponenten  relative  Primzahlen,  so  gehört  das 
Produkt  P.Q,R.S —  zum  Exponenten  p .q.r.s,...  Da  der 
Voraussetzung  nach  die  Congruenzen 

Pv  =  \ 

R^^l  >    (mod.ilf) (a) 

•       •       •       • 

Statt  finden,  so  ergiebt  sich  daraus: 

(P.<?.Ä.S....)P9^«--  =  l(mod.ill) (b) 

Es  gehöre  nun  P.Q.R.S,,,,  zum  Exponenten  x,  also 

(P.Q.Ä.  «....)'  =  !  (mod.il/), (c) 

so  folgt  hieraus  durch  Erhebung  zur  Potenz  qrs.>».  und  Berück- 
sichtigung der  Congruenzen  (a) 

woraus  hervorgeht,  dass  x ,q ,r.s„„  durch  p  theilbar  ist  (Disq. 
arith.  art.  48.).  Da  aber  diese  Zahl  zu  jedem  der  Exponenten 
9,  r,  «,....  daher  auch  zu  ihrem  Produkte  relative  Primzahl  is^ 
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so  mvLSs  X  durch  /?  tbeilbar  «ein.  Ebenso  beweist  man  die  Theil- 
barkeit  von  x  durch  die  andern  Exponenten  9^,  r,  «,....,  woraus 
dann  hervorgeht,  dass  x  ein  Vielfaches  von  p,q,r*s,..,  sein 
muss.  Da  aber  x  die  kleinste  Zahl  ist,  welche  der  Congruenz 
(c)  genügt,  so  ergibt  sich  aus  (b)  x:=zpqrs.,.,  als  Exponent' 
zu  ivelchem  das  Produkt  P.Q,R,  S,,,.  gehurt.     Sind  aber 

^)  P»  ^ »  7*»  «,....  nicht  je  zwei  relative  Primzahlen,  und  ist 
i  die  kleinste  Zahl,  welche  durch  die  Exponenten  p,  q,  r,  $,  .... 
theilbar  ist,  so  kann  man  eine  Zahl  finden,  welche  zum  Exponent 
ten  t  gehurt.  Denn  man  setze  t=:p'q'r's' ,.,,,  wo  je  zwei  der 
Zahlen  p'y  q',  r' ,  s',  ....  keinen  gemeinschaftlichen  Theiier  haben 
und  p'i  q',  r',  s',  ....  aliquote  Theile  von  /?,  q,  r,  *,....  sind. 
Ueber  die  Art  und  Weise,  wie  diese  Zerlegung  vorzunehmen  ist, 
sehe   man    Disq.  arith.  art.  73.   in    der    Anmerkung.      Die    Zahlen 

Z       9        I      i      . 
Pp\  Q^,  R^\  S*\  ....  gehören  alsdann  zu  den  Exponenten  p\  q', 

r*,  *',....,  daher  ist    nach  dem  vorigen   Satze  p\q' .r\s\..,  oder 

t  der  Exponent,  welcher  dem  Produkte 

p         q        r       % 

zukommt.  Ist  daher  m  die  kleinste  Zahl,  welche  durch  die  Ex- 
ponenten mi ,  W2,$  ms,....  mj  theilbar  ist,  und  setzt  man 

wo  die  Faktoren  ^| ,  ^2»  ^3?**'*f*/  j^  zwei  relative  Primzahlen 
und  aliquote  Theile  von  t»!  ,  m^,  m^,  ..,,mf  sind,  so  ist  die  Zahl 

iiii        m«        m^  —L 

X  =  Xx  ^^  •  Xt^* .  x^^% ....  ory"/ 

(siehe  §.3.  1))  in  der  Gruppe  [a,  6,  c,..../]  enthalten  und  ge* 
hurt  zum  Exponenten  m.  I3ni  noch  einzusehen,  dass  zu  einem 
beliebigen  Theiier  A  von  m  auch  Zahlen  der  Gruppe  [a,  b,  c, ...  /] 


77« 


gehören,   bemerke  man,    dass    X^   diesen    beiden    Bedingungen 
genfigt. 

Es  sei  x  eine  bestimmte  Zahl   aus  der  Gruppe  [a,  6,  c,  ..../J 
und  es  werde 

a^'b^'iß' . . . .  P'  =  a:(mod.  M) , 

80  sollen  hieraus  alle  Combinationen  der  Exponenten  %,  99,  £,  ....  % 
abgeleitet  werden,  für  welche  die  Congruenz 
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«2i6«cö..../»  =  a:(mod.üf) (1) 

Statt  findet.  Zur  Bestimmung  dieser  Exponenten  hat  man  daher 
auch  die  Congruenz: 

a2l6»c«..../8  =  a2i'6«'cC'..../»'(mod.ilf).    .    .   .   (1') 

Bedeutet  nun  {%)  die  Zahl  3(,  nenn  %'tjVy  und  die  Zahl  31+ a', 

wenn  %<,%\  und  haben  (33),  (S),  (:£)),....(€)  eine  ähnliche  Be- 
deutungy  so  kann  man,  weil  in  Folge  unserer  Voraussetzung 
(siehe  §.  2.) : 

a»'=l(mod.JI!f), 
6»'  =  l(mod.ilf), 


P'=l(mod.if) 
statt  obiger  Congruenz  jetzt  auch  die  folgende  schreiben: 

i,(2i)6(»)c(^)  ..../(«)  =  a'Ä'ftS'c®' ..../»'  (raod.  M) , 

in  welcher  die  Exponenten  auf  der  linken  Seite  nicht  kleiner  sind 
als  die  entsprechenden  Exponenten  der  Rechten.   Man  erhält  daher: 

also  auch 

a«Ä^cy..../^  =  l(mod.ilf), (2) 

wo  wir  der  Kurze  halber 

(35)-»'  =  ^. 

(g)-e'  =  y,    ) (3) 


(S)-8'  =  i 


gesetzt  haben.     Die   E^xponenten  <t,  ß,  y,....l  sind   alle  positiv 
und  genügen  den  Ungleichheiten : 

b'>ßto.  . 


/'>i^0. 
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Ans  jeder  Aaflusung  der  Congruenz  (1')  leitet  man  daher  vermit- 
telst der  GieiebuDgeD  (3)  eine  Auflösung  der  Congruenz  (2)  ab. 
Die  Gleichungen  (3)  können  auch  in  Form  von  Congruenzen  ge- 
schrieben werden,  wie  folgt: 

a==a  — a'(mod.a'), 

iS  =  a5-a5'(mod.6'). 

y  =  €  — €'(mod.cO,    ) (4) 


A=8— 8'(mod./0; 
un^  man  ersieht  leicht,  dass  zwei  verschiedene  Combinationen 

a,  S3,  e,  ....8, 

%ii  S5o5  So,  ....8o> 

weiche  die  Congruenz  (1)  erfüllen,  auch  zwei  verschiedene  Com- 
binationen 

a,  jS,  y,  — A, 

''^o »  Po  >  yo »  •  •  •  •  ^0 

geben  müssen,  welche  der  Congruenz  (2)  genügen,  so  dass  man 
aus  n  verschiedene  Aullösungen  der  Congruenz  (1)  ebenso  viele 
verschiedene  Auflösungen  von  (2)  erhält.  Denn  wäre  dieses  nicht 
der  Fall,  sondern 

a^ao(mod.a'), 
/5=iSo(n»od.6'), 


A^iLo(mod./'); 
80  würde  man    vermöge  (4)   zu   folgenden  Congruenzen  gelangen 

ao-a'=a-a'(mod.a'), 

3Jo— 35' =  35  — »'(mod.  60 , 


So— S'^S-S'Cmod./'); 

aus  welchen  man  erhält: 

8Io^a(mod.aO, 
a3o=35(mod.6'). 


8oS8(mod,/')- 
Da  aber 
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%>  =  %. 

»0  =  ». 


80  wfirde  sich 


8o  =  8; 
also  die  Tolikommene  Uebereinstimmung  der  zwei  Gombioationen 

a,  35,  £.....?, 

♦iO>  -öo>   ^0»  ••••v.o 

ergeben.  Die  allgemeinste  Auflösung  der  Congruenz  (!)  wird  da- 
her in  Funktion  einer  beliebigeo  Auflösung  ausgedrückt  durch 
die  nachstehenden  Congruenzen: 

a  =  a  +  a'(mod.a'), 

a5  =  l5  +  a3'(mod.6'), 

e:  =  y  +  e'(mod.c'),    } (5) 

fi  =  A  +  8'(inod./0;       ■ 

wo  31,  93,  S,....S  80  zu  bestimmen  sind»  dass  sie  den  Ungleich- 
heiten 


/'>e^o 
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genögeD.     Nehmen  wir  nun   an,  es  gebe  n  verschiedene  Combi- 
nationen  der  Exponenten  a,  /?,  )',  ....iL,  nehmlich: 

«'*  ß'*  Y>  ••••^'» 


«(«),  /J(«),  y(«),....;i(«). 


welche  die  Congruenz  (2)  erfüllen,  so  leitet  man  mittelst  (5)  ebenso 
viele  verschiedene  Auflösungen  der  Congruenz  (1)  ab,  wenn  die- 
selbe Oberhaupt  eine  zulässt. 

Denn  würden  zwei  verschiedene  Combinationen 

«",  ß'\  y",  ....r 

dieselbe  Combination  91,93,  S,  ....S  ergeben,  so  erhielte  man 
vermöge  (5)  folgende  Congruenzen: 

«'  +  3'  =  a"  +  8t'  (mod.  a') , 
j5' + 35'  =  jS'"  +  33'  (mod.  6') , 


it'  +  fi'  =  A''  +  fi'(mod./') 
and  hieraus: 

/3'  =  ß'\ 

•       •       •       • 

was   der  Voraussetzung  wiederspricht     Wir  erhalten   daher  fol- 
genden Satz : 

Bestimmt  man   in   der    Congruenz   (1)   für  jede  Combination 
9,  33,  C....S  der  Exponenten,  welche  den  Ungleichheiten 

Ä'>33^0, 
genügen,  die  Zahl  X  so ,  dass  sie  ein  Glied  der  Reihe  1,  2,  3, .... 
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....ilf—l  wird,  so  erhält  man  eine  jede  der  Zahlen  x^y  x^,  x^,  ....oy 
gleich  oft,  nehmlich  nmal,  wo  somit  n  darch  die  Gleichung 

bestimmt  wird. 

§.6. 

Sind   die  Exponenten   a\  h\  c', ..../'  je  zwei  relative  Prim- 
zahlen, so  ist  n  =  ].    Denn  es  sei 

a^Äi^cr . . . . /^  =  1  (mod.  ill) , 

so  folgt,  wenn  man  zur  Pontenz  b*&d\.,J'  erhebt, 

aa.6'cd'..../'=i(mod.  ilf). 

Da  nun  a  zum  Exponenten  a*  gehört,   der  zu  ö'c'd\,.,l*  relative 
Primzahl  ist,  so  folgt  hieraus  (Disq  arith.  art.  48.): 


Ebenso  findet  man: 


a^O(mod.a'). 

j3  =  0(mod.60, 
y^O(mod.  c'). 


A  =  0(mod./0; 

so  dass  sich  a:=zß=zyz=z  —  =  A  =  0  als  einzige  Auflösung  der 
Congruenz  (2)  im  vorigen  Paragraphen  ergiebt.  iMan  zieht  aus 
dem  vorigen  Paragraphen  auch  noch  leicht  die  nachstehende  Fol- 
gerung: 

Lässt  die  Congruenz  (2)  nur  die  einzis^e  Auflösung  a=j5=:)f=... 
...=rA  =  0  zu,  so  ist  die  Anzahl  der  incongruenten  Zahlen  der 
Gruppe  [a,  b,  c,  ....(]  gleich  a*b*c'.,.J\ 


§.7. 

Es  sei  a  der  kleinste  Exponent,  die  Null  ausgenommen,  von 
der  Eigenschaft,  dass  a^  einem  Produkte  von  Potenzen  aller  fol- 
genden Zahlen  6,  c,  d, — /  congruent  wird,  uas  wir,  ohne  die 
Exponenten  anzudeuten,  auf  folgende  Weise  ausdrucken  wollen: 

a^^(b,  c,  d, /)(niod.  M). 

Damit    aber    hieraus    keine    Verwechselung    entstehen    kann,    so 
sollen  zwei  Ausdrücke   (b,  c,  d,  ,,,,l),  deren  entsprechende  Ex- 
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pooenten  nicht  alle  übereinstimmeD,  darcb  Accente  unterschiedeD 
werden.  Eine  ähnliche  Bedeutung  wie  a  sollen  (,c,b ,....! 
haben,  so  dass: 

a^ ^=.  (6,  Cydf,.,,l 

6*  =  (c,  d,..../) 


(mod.iH). 


*'  =  (0 


Da  der  letzten  Zahl  /  gleichsam  die  1  folgt,   so  ist  1:=/'  der  Ex- 
ponent, zu  welchem  /  gehört. 

§.8. 

Bedeutet  fi:=q>{I^)  die  Anzahl  derjenigen  Zahlen ,  welche 
<  ilf  sind  und  mit  dem  Modul  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler 
haben,  so  ist  nach  dem  allgemeinen  Format  sehen  Satze: 


af  = 

bfcfät* . . . 

..U^ 

6m 

ci^dJ* . . . 

> 

C  = 

di*ef...li' 

*/*= 

/l» 

lf  = 

1 

(mod.  M) , 


woraus    hervorgeht,    dass  die    Exponenten    a,  (,  c, (  in  der 

Reihe  1,  2,  3,  ....ft  enthalten  sind. 

§.  9. 
Dieses  vorausgesetzt,  kann  man  jeden  Ausdruck 

(a,  6,  c, ....  0  (mod.  M) 
auf  die  Form  bringen: 

wo  die  Exponenten  9[',  93',  S',  ....£'  die  Ungleichheiten 

a>a'^o,  i>a5'^o,  c>e'^o. 
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erfüllen.  Ist  nehmlich  in  dem  Ausdrucke  (a,  h^  c,,.,.l)  der  Ex- 
ponent von  a  gleich  9(  und  2[>a>  so  kann  man  setzen 

wo  jetzt  für  9'  die  erste  der  vorstehenden  Ungleichheiten  Statt 
findet.    Man  erhält  daher 

a^  =  a2i'(a«)*. 

Da  nun  der  Voraussetzung  nach  a^  congruent  ist  einem  Produkte 
von  Potenzen  aller  folgenden  Zahlen  b,  C9d,..».ly  so  erhält 
man  auch: 

(a,  b,  c,....t)^a^'(b,  c,  d,,..,l){mo6.JU). 

Ist  nun  der  Exponent  von  b  in  (b,c,  di..,,l)  gleich  93,  so  zeigt 
man  auf  dieselbe  Weise^  dass 

(b,  c,d,.,,,l):=2  b'^Xc»  dy.J) 

gesetzt  werden  kann.  Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Ver- 
fahrens erhält  man  daher  folgendes  System  von  Gongruenzen  und 
Cngleichheiten: 

ia,b,c, ()  =  a^'(b,c, l)  a>a'^0, 

(6,  c, l)  =  b'^'(c,d, 0 

{c,d,.,.l)  =  c^'{d,  e, /) 


und  hieraus 

(a,  6,  c, . . . .  0  ^  a^'b^'c^' . . . .  ^'  (raod.  M) , 

wo  die  Exponenten    der  rechten   Seite  die  gegebenen  Ungleich- 
heiten erfüllen. 

§.  10. 

In  einer  Congruenz  von  Her  Form 

(a,  6,  c, l)  .3'  ^  (a,  b,  Cf. ... /)'(niod.  JU) 

kann  man,  wie  in  §.  5.  schon  gezeigt  wurde,  es  immer  so  einrich- 
ten,  dass  die   Exponenten    auf  der  rechten   Seite  nicht    grosser 
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sind  als  die  entspfecheTiden  der  Linken,  so  dass  aas  obiger  Con- 
gruenz  unmittelbar  eine  andere  von  folgender  Form: 

<r  ^  (a,  6,  c, . . . .  /)''  (mod.  M) 

abgeleitet  werden  kann. 

§.  11. 

Dieses  vorausgesetzt,   sei   nie  in   §.7.  a  der  kleinste  Expo- 
nent mit  Ausnahme  der  Null,  für  welchen 

a*  ^  (6,  c,  rf, . . . .  /)  (mod.  J/) 

gesetzt  werden  kann.    Ist  dann  auch  für  den  Exponenten  a?>0 

a*  ^  (6,  c,  d, . . . .  t)'  (mod.  ül), 

so  ist  X  ein  Vielfaches  von  a. 

Da  nehndich  in  Folge  unserer  Annahme  a:>a  sein  muss,  so 
setze  man 

wo  jetzt  a:'<a  wird,  so  erhält  man 

ax  =  /i*'(fla)f 
oder 

a^  =  a^'(6»  c,  rf, ..../)'  =  a^'(6,  c,  rf, . .    .  /)". 

Da  aber  auch  vermöge  der  Voraussetzung 

c/*^(6,  c,  d, /)', 

so  folgt 

a*'(6,  c,  d, 1)"^  (6,  c,  d, ..../)' (mod.  üf) 

und  hieraus  nach  §.  10. 

a*'  =  (6,  c,d,.,..tf. 

Nun    ist  X*  K,^9   also  diese  letztere   Gongruenz    nur  möglich  für 
a;'=0.     Es  wird  daher  ^:=<a,  d.  h.  ein  Vielfaches  von  d. 

Zusatz.    Da 

a«'=6»' c«*. .../'' (mod.  ilf), 

so  ist  nach  dem   Vorigen  a'  ein   Vielfaches  von  a.     Ebenso  zeigt 
man  dass  6',  c',..../'  Vielfache  von  (,  c,  ....I  sind. 
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§.  12. 
Zwei  Ausdrücke  von  der  Form: 

in  welchen  die  Exponenten  folgende  Ungleichheiten: 


erfüllen,  sind  nach  dem  Modul  M  nur  dann  congruent,  wenn  gleich- 
zeitig 

33=33', 

•      •       •      « 

8  =  8', 

d.h.  die  zwei  Corabinationen  ä,  33,  ©,....8;  »',  35',  6',  ....8' 
fibereinstimmen. 

Man  nehme  an,  es  seien  obige  Ausdrücke  congruent^  so  er- 
hält man 

und  schliesst  daraus  Sl=:^2l'.  Denn  wäre  dieses  nicht  der  Fall, 
60  darf  man,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  9I>S['  voraus- 
setzen, und  erhält  nach  §.  10.: 

a2i-2i'  =  (6,  c,  rf, . . . .  /)"(mod.  M) , 

was  der  Voraussetzung  widerspricht,  denn  es  ist 

a>2l-a['>0, 

da  doch  a  der  kleinste  Exponent  ist,  für  welchen 

n^ ^  (6,  c,  dy .  .,,1) 

gesetzt  werden  kann.     Da  nun  ^21=^',  so  geht  die  Congraeoz: 
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in  die  einfachere 

b^c^. . . .  /8  =  6«'c^' ..../«'  (raod.  M) 

über,  woraus  auf  dieselbe   Weise    35  =  35'   abgeleitet   wird,   und 
fahrt  man  so  fort,  so  erhält  man  endlich: 

a=a'.  35=35',  e=S',  ....8=8', 

d.h.    die  zwei    Combinationen    S[,  35,  S,  ....8;  3lS  35',  S',  ....8' 
sind  identisch. 

§.  13. 

Aus  §.  9.  und  §.  12.  folgt  nun: 

Die  Anzahl  der  nach  dem  Modul  M  incongraenten  Zahlen 
der  Gruppe  [a,  6,  c,..../]  ist  gleich  atc....I=/*.  Da  1=/'  so  ist 
f  ein  Vielfaches  des  Exponenten,  zu  welchem  die  Zahl  /  gehurt. 
Weil  man  at»er  die  Buchstaben  a,  6,  c,..../  beliebig  anordnen 
kann,  so  ist  /*  theilbar  durch  sämnitliche  Exponenten  a',  6',  c',. .../'. 
Da  man  ferner  (siehe  §.  3.,  3}),  ohne  der  Allgeüieinheit  zu  schaden, 

annehmen  darf,  dass  n,  6,  c, /,   abgesehen  von  der  Ordnung, 

mit  den  Zahlen 

übereinstimmen,  so  ist  f  ein  Vielfaches  des  höchsten  Exponenten 
m,  der  zu  der  Gruppe  [a,  ^,  c, /]  gehört  (§4.). 

§.  14. 

Sind  a,  6,  e,..../  die  sämmtlichen  Zahlen  <  ^,  welche 
mit  M  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  so  ist  f=zq){M) 
=  ft;  fehlen  aber  noch  die  Zahlen  /),  </,  r,  .;..a?,  ^,  z,  so  be- 
trachte man  die  Gruppe  [/),  9, — ^,  z,  a,  6,..../].  Haben 
als  dann  )),  ((^  ....9,  },  a,  (,...1  die  frühere  Bedeutung,  so 
erhält  man: 

Da  ferner 

a.b.c. . .  .1  =  /, 

so  schliesst  man  daraus: 

p.q  —  |^.j./'=|[i. 
Die  Anzahl  der  incongruenten  Zahlen  einer  Gruppe  ist  daher  im- 
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mer  ein  Tbeiler  von  q>{M)  =  |x.  Der  Beweis  lässt  sich  auch  auf 
eine  ähnliche  Weisse  führen  wie  Art.  49.  der  Disq.  arith.;  der  dort 
vorgetragene  8atz  ist  ein  specieller  Fall  dieses  ailgemeineren. 


§.  15. 

Legt  man  in  der  Congruenz: 

;iC  =  a«6»..../»(raod.itf) 

den  Exponenten  %,  S3,  S,  ....S  alle  Combinationen  von  Werthen 
bei,  welche  den  Ungleichheiten 


genügen,  so  sind  die  entsprechenden  X  alle  incongruent  (siehe 
§.  12.)  und  stimmen,  abgesehen  von  der  Ordnung^  mit  den  Zahlen 
Xxi  Xt^,  üc^y Xf  überein,  so  dass  man  die  Congruenz 

Xi.X2,-x^,,,.  Xf  ^  Ua'^ö'^c^ . . . . /^ (med. 31) 

erhält.  Um  in  dem  ausgeführten  Produkte  U  den  Exponenten  von 
er  zu  finden^  bemerke  man,  duss  in  den  f  Faktoren  des  Produkts 
IT  der  Exponent  21  jeden  Werth  der  Reihe:   0,  1,  2,  3,....a— 1 

f 
so  oft  annimmt,  als  --  Einheiten  enthält.     Jener  Exponent  ist  daher 

{(l+2+3  +  ....  +  a-l)  =  ^./: 

Ebenso  findet  man  die  Exponenten  von  ö,  c,  d,  —  /  in  dem  aus- 
geführten Produkte  11  der  Reihe  nach  gleich 

80  dass  die  obige  Congruenz  jetzt  in  die  folgende: 

XiX^x^  —  Xf^a  ^      6  *      ..../* 
übergeht,  woraus  man  erhält: 
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{x^x^^ ....  Ä/)*  s  j  fl«-*6^-i ....  /i-i )/. 

Da  nun  f  darch   die  Exponenten    aV  6'»  dy,,..V  theilbar  ist,  so 
kann  man  dafür  einfacher 

{Xx  x^x^ ....  Xf)^  =  1  (mod.  M) 
sehreibeo.    Ist  /'tbeiibar  durch  2a',  2b',  2c',..,. 21',  so  erhSlt  man 

Xi.x.x^...,Xf^l  (mod.M). 
Dieses  wäre  der  verallgemeinerte  Wilson 'sehe  Satz. 

§.  16. 

Sind  a',  h',  C',....V  die  kleinsten  Exponenten,  die  Null  aas- 
genommeo,  för  welche  man 

a*'^(6,  c,  d,....l) 
b^' ^(a,c,  d,.... t) 
c^  ^(a,  b,  d,....l)  }  (mod.  M) 


P  ^  (a,  6,  e,  • . . .  k) 
setzen  kann,  und  schreibt  man  die  Congruenz 

a'bßcv /^  =  1  (mod.  S§) 

auf  folgende  Weisen : 


so    ergibt    sich    aus   §.  11.,    dass   a,  ß,  y k    Vielfache  von 

0^,  i',  c',  ....V  sind.    Es  ist  aber  insbesondere  a'  =  ü. 


§.  17. 
Bemerkt  man  ferner,  dass  die  Congruenzen  in  §.  7.,  nehmlich 

ii^^(c,  d,  ....t), 
c^  ^ (d,  e, ....  l), 


auch  auf  folgende  Weise  geschrieben  werden  können: 

TUeil  XXXVII.  20 
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6*  =  a%%c,  d, t)  =  (a,  b^  t, ..../)'» 

d>=a%^c^d^{e, ....  l)  =  {a,  b,  c,  ....tf, 

so  scbliesst  man  aus  §.  16.  und  §.  11.,  dass  a»  b,  c,  ....  (  Viel- 
fache TOD  a',  K  c', ....  I'  siod. 

§.  18. 

Sollen  die  Exponenten  a,  ß,  y,  ..,.1  der  Congruenz 

a^bßcv . . . .  /^  s  1  (mod.  M) 

genügen,  so  kann  man  dem  Exponenten  a  einen  beliebigen  Werth 
af,  der  in  der  Reihe 


0,  a,  2a,  3a,   •••  (t  —  0« 


Tza 
enthalten  ist,   beilegen.     Es  gibt  alsdann   -7  verschiedene   Com- 

binationen  a,  ß,  yy....k9  ivorin  a  den  gegebenen  Werth  tt  hat. 
Denn  zur  Bestimmung  von  ß,  y,  ....A,  erhält  man: 

bßcy . . . .  /^  =  a«'-«'  (mod.  M), 

Da  nun  a' — a'  durch  a  theilbar  ist  (siehe  §.  11.  Zusatz) ,   so  er- 
gibt sich  aus 

a«^ (6,  c,  d,  ..../) 
die    Möglichkeit   obiger    Congruenz.      Der    Ausdruck    bßcv,...l^ 
kann  nun   (siehe  §.  5.  und  §.  13.)    auf     ^^  * '  * J—  =  — ;  verschie- 
dene Weisen  =l(mod.  iüf),  also  auf  ebenso  viele  Weisen  ^a^'"^ 
werden. 


II. 


Eigenschaften  gewisser  endlichen  Reihen. 

Nachdem  wir  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  diejenigen 
einfachsten  Sätze  aus  der  Theorie  der  Potenzreste  erläutert  haben, 
welche    zur  Behandlung  der  Aufgabe  notbwendig  sind,    müssen 
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noch,  bevor  wir  zu  unserem  eigentlichen  Gegenstande  übergehen 
können,  gewisse  endliche  Reihen  untersucht  werden,  was  in  den 
folgenden  Paragraphen  geschehen  soll. 


§.  19. 

Es  seien  A,  B,  Ci.,,,L  beliebige  positive  oder  negative 
ganze  Zahlen,  ferner  m  ein  Vielfaches  sämmtlicher  Exponenten 
a*,  b\  &, ....  If  der  Gruppe  [a,  6,  c,  ..../],  und  es  soll  die  Summe 

bestimmt  werden,  in  welcher  P  eine  Wurzel  der  Gleichung 
x^ — 1  =  0  ist,  und  wo  die  Summation  über  alle  Combinationen 
81,  IB,  C  ....S  auszudehnen  ist,  welche  den  UngleichheiteD 

und  der  Congruenz 

genügen.  Wir  setzen  voraus,  dass  es  mehrere  Combinationen 
St,  S3,  £,.... S  gebe,  welche  diese  Congruenz  erfüllen;  denn 
sonst  würde  sich  obige  Summe  auf  ein  einziges  Glied  reduciren. 

1)  Ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  darf  angenommen 
werden,  dass  Peine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  sd^ — 1=:0 
ist,  und  dass  die  Coefficienten  A,  B,  C,  ....  £  den  Ungleichheiten: 


e>L^o 


genügen.  Denn  es  sei  P'  eine  primitive  Wurzel  obiger  Gleichung, 
80  kann  man  auf  einzige  Weise  P=  P*^  setzen.  Man  bestimme 
nun  mit  Hilfe  der  Congruenzen 


20» 


296  Traub:    Deöer  die  Anzahl 

A'^7tA(mod.af), 


L'=7tL(mod.l') 


die  neuen  Coeffieienten  A',  B*,  O,  .,,.  V  so,  dass  obige  Ungleich- 
heiten erfiilit  sind,  so  verwandelt  sich  unsere  Summe,  wenn  man 
bemerkt,  dass  im  Exponenten  des  allgemeinen  Gliedes  jedes  Viel- 
fache von  m  weggelassen   werden  kann,  in  die  fthnliche  Summe: 


flft      ..n,  in    Tk.m  f 


in  weicher  die  verlangten  Bedingungen  erßillt  sind. 

2)  Ist  jetzt  ferner  m=ztm\  wo  auch  die  Zahl  m'  durch  of, 
b\  c', ..../'  theilbar  Ist,  so  kann  man  die  letztere  Summe  noch 
in  eine  ganz  ähnliche  verwandeln,  in  welcher  statt  m  die  Zahl  m* 
steht.  Setzt  man  nehmlich  P**=zPq',  so  ist  Pq  eine  primitive 
Wurzel  der  Gleichung  o;"*' — 1=0,  und  obige  Summe  verwandelt 
sich  in  die  folgende: 

Man  darf  daher  insbesondere  m'  als  die  kleinste  Zahl  voraus- 
setzen, welche  durch  die  Exponenten  a',  6',  &,,... l*  theilbar  ist. 
Vorerst  sollen  aber  die  Voraussetzungen  in  (1)  und  (2)  noch  nicht 
gemacht  werden. 

Es  sei  SC,  fd\  S',  ....S'  irgend  eine  der  Combinationen  von 
a,  ©,  €,....?,  ffir  welche 

und  a,  ß,  y,  ,.,A  die  allgemeinste  Combination,  welche  der  Con- 
gruenz 

a^'bßcy . . . .  /^  =  1  (mod.  ilf ) 

genügt,  so  kann  man  nach  §.  5.  setzen : 

2l  =  a'  +  a(mod.aO, 
©  =  35' +15  (mod.  6'), 


8  =  «'+;i(TOod./0, 
wodurch  unsere  Summe  Sx  tibergeht  in: 
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wo  sich  die  Sommation  jetzt  auf  alle  verschiedenen  Combinatio- 
nen  von  a,  j3,  /, ....  X  bezieht,  welche  den  Ungleichheiten 

und  der  Gongroenz 

a'^bßcv....i^=l  (mod.M) 
Genfige  leisten.    Man  kann  in  dieser  Somme  den  konstanten  Faktor 

welcher  ein  Glied  der  Summe  &  ist,  vor  das  Sumniatioiiszeichen 
setzen^  und  erhält  alsdann: 

Ss  =  px'Si,       (T) 

wo  analog  mit  der  früheren  Bezeichnung 

gesetzt  wurde.  Weil  aber  jedes  Glied  px  der  Summe  Sx  zu 
dieser  Umformung  gebraucht  werden  kann,  und  da  S^  von  dem 
besonderen  Werthe  dieses  Gliedes  durchaus  unabhängig  ist,  so 
erhält  man,  wenn  px' ,  px",  p/'S  •  • . •  px^")  die  einzelnen  Glieder 
der  Summe  Sx  bedeuten: 

Ss  =  px'S^=px"Si=px"'S^z=....=:p,in)S,,  ,  .  (2) 

Es  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  jenachdeni  Si  von 
Null  verschieden  ist  oder  nicht. 

Es  sei  l)  Si  nicht  gleich  Null.  Dieses  findet  z.  B.  Statt, 
wenn  die  Coefficienten  A,  B,  C, ....  L  sämmtlich  gleich  Null  ge- 
setzt werden.  Dann  ergibt  sich  aus  (2)  sofort:  px'  =px"  =px'''  =  "- 
„..t=px^^),  d.h.  es  sind  alle  Glieder  der  Summe  Sx  einander 
gleich.  Bezeichnet  daher  px  irgend  eines  dieser  Glieder,  so  er- 
hält man,  da  die  Anzahl  derselben  gleich  n  ist, 

Sx=sn.pxf (3) 

und  hieraus  in  Verbindung  mit  (1)  zieht  man  den  Schiuss,   dass 
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der  Werth  von  Si  von  der  Glosse  der  CoefSeienten  A^  B,  C,....L 
unabhängig  ist.    Es  ist  nehmlich: 

Si=n (4) 

Ist  2)  <$|  =0,  80  kann  aus  den  Gleichungen  (2)  zwar  nicht  mehr 
die  Gleichheit  der  Glieder  ps\  /l/^ .... /?«(")  geschlossen  werden, 
wohl  aber 


§.  20. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  gefundene  Resultat^  dass  die 
Summe  Si  den  Werth  0  oder  n  hat,  lässt  sich  allgemeiner  auf 
folgende  Weise  ausdrücken:    Sind 

«"',  js^  /^...a^  ^  .....  (I) 
\ 

a(«),     ß{n)^     y(»),....A,(«)    ^ 

'  sämmtliche   incongruente  Systeme  von  je  v  Zahlen^   welche   ge-, 
wissen  Relationen  genügen,    und   haben   die  letztem,    welche  im 
Uebrigen  willkührlich  bleiben,  die  Eigenschaft,    dass,   sobald  fol- 
gende Congruenzen : 

asN'a'  +  N"a"  + ....  +  iVWaW  (mod.o'), 
ß  =  N'(i'  +  2V"/S"  +  ....  +  A»/3(«)  (niod.6'). 
y  =  N'y'  +  N'y  +  .. .  +  iV(»«)  y(«)  (mod.  &),  )  .  .   (•>) 


X  =  N'l'  +  Nn*'  +  ....  +  ^(">  it(«)  (mod.  /') 

Statt  finden  (in  welchen  a' ,  6',  &,.,.,l*  konstante  Moduln,  ferner 
N\  N'\  ...  iV(")  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  die 

Null   nicht   ausgeschlossen,    bedeuten),   auch   a,  /?,  y, iL   unter 

den  Systemen  (1)  vorkommt:    so  wird  die  Summe 

welche  über  alle  incongruenten  Systeme  cty  ß^y,  ,\.,X  in  (1)  aus- 
zudehnen ist,  und  wo  im  Uebrigen  dieselben  Voraussetzungen  wie 
im  vorigen  Paragraphen  gelten ,  entweder  Null  oder  n.    Unter  den 
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Systemen  (1)  kommt  offenbar  auch  das  System  0,  0,  O9....O  vor, 
wie  man  ersieht,  wenn  man  2V^=:2V''=....=/V(«)=rO  setzt  Zwei 
Systeme  von  Zahlen,  z.  B. 

nennen  wir  aber  congrnent,  wenn  folgende  Congruenzen: 

a'  =  a"(mod.a'), 

/3'=|S"(mod.60. 
/  =  y"(mod.c'). 


Statt  finden.  Zwei  solche  Systeme  sind  als  gleichbedeutend  zu 
betrachten,  und  man  findet  leicht,  dass  für  dieselben  der  Werth 
des  allgemeinen  Gliedes  der  Summe  Si  ungeändert  bleibt. 

Um  den  Satz  zu  beweisen,  sei 

<*o*     ro>    yo»  ••••  ^ 

ein  be«<timmtes  der  n  Systeme  in  (]),  so  sind  in  Folge  der  Eigen- 
schaft der  letztern 

^    +«0.    ß'   +/5o»    y'   +ro ^'  +^0» 

«"  +  «0.  ß"  +/5o>  r  +yo, .... ^"  +  Ao, .       ^.. 

a(«)  +  «o,   /3(»)+|So.   y("Hyo.-...^^"^+^ 

n  incongruente  Systeme  von  Zahlen,  welche  dieselben  Relatio- 
nen erfüllen ;  da  es  aber  der  Voraussetzung  nach  nur  n  solche 
Systeme  in  (1)  gibt,  so  müssen  dieselben,  abgesehen  von  der 
Ordnung,  mit  den  Systemen  (3)  übereinstimmen.  Man  darf  daher 
in  der  Summe  Si  die  Zahlen  a,  ß,  y,.,,,k  durch  a+a^,  ß^^-ß^y,..,. 
...•A-I-Ao  ersetzen  und  erhält:  '        1 

Setzt  man  den  konstanten  Faktor 

welcher  ein  Glied  obiger  Summe  ist,  vor  das  Summationszeichen 
heraus,   so  geht  obige  Gleichung  über  in: 
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Wenn  also  Si  nicht  gleich  Null  ist,  so  folgt  ans  der  letzten 
Gleichung  p^tzzl,  d.  b.  es  sind  alle  Glieder  von  Si  gleich  1»  und 
somit  n  der  Werth  dieser  Summe. 


§.21. 

Um  in  die  Natur  einer  solchen  Summe  Si  noch  näher  einzu- 
dringen,  betrachten  wir  den  Exponenten  des  allgemeinen  Gliedes^ 
nehmlich : 

E^ -^Aa — TtBp 1^ — "•.  —  T-£fA(mod.iii) 

etwas  näher. 

Findet  1)  fiir  jedes  System  a,  ß,  y, ....  k  in  (1)  die  Congruenz 
JEJsO  (mod.fii)  Statt,  so  ist  Si=n.  Ist  aber  2)  nicht  für  jedes 
System  a,  ß,  y, ....  k  in  (1)  £^0(mod.fii),  so  sei  t'  die  kleinste 
Zahl  in  der  Reihe  1,  2,  3,....fit — 1,  welcher  E  nach  dem  Mo- 
dul m  congruent  werden  kann,  also: 

ä'^ —  —^Aa' — Ti"ß — ••••  —  7y/iA'(mod.m). 
Findet  dann  für  eine  andere  Zahl  obiger  Reihe  die  Congruenz 
Äs ^Aa — Ti^ß — ••••  ""f  tjk  (mod.  m) 

Statt,  so  ist  k  nothwendig  ein  Vielfaches  von  k.  Denn  es  ist 
offenbar  k*>  k*\  setzt  man  daher  k=^tk  -{r  kf\  wo  jetzt  k**  <  k* 
wird,  so  leitet  man  aus  den  zwei  letzten  Congruenzen  sogleich 
die  folgende  ab: 

ife'' =- '^  .1  («—««0  -  ^  Ä  (/3  ~  ^/?0 -.••'- ^  ^  (^ -- <^0  (mod.  m). 

Da  nun,  in  Folge  der  Voraussetzung  über  die  Systeme  a»/?»  y,....A 
auch  a — ta\  ß — tß\  y  —  tY',..,.k — tk^  einem  solchen  congroent 
ist,  60  schliesst  die  letztere  Congruenz  einen  Widerspruch  in 
sich,    wenn   nicht  A;''  =  0,   also   k  =  tk'  angenommen   wird. 

Die  Zahl  k*  ist  nothwendig  ein  Theiler  von  m;  weil  nehmlich 
m*^k*  ist,  80  kann  man  setzen  m^=>tk  —  k*'  oder  k"^tk'{moA.m\ 
wo  k'  ein  Glied  der  Reihe  0,  1,  2,  3,....^' — I  ist.  Multiplicirt 
man. daher  die  Congruenz 

Ä'  =  -  -,  Aa*  -  t;  Bß'  —....—  ^  Lk'  (mod.  w) 
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mit  tf  so  folgt: 


k'=  -^,A  (toO  —  P  B(tß')  — ....  -  ^  L(W)  (med.  m) ; 

da  aber  ta%  tß\,..,tk*  einem  Systeme  a,  |3,  y, ....  A  io  (1)  con- 
gruent  ist,  so  schliesst  man  wie  vorhin  kf'=zO,  also  mz:ztk. 
Ans  dem  Vorhergehenden  ersieht  man  nun,  dass  der  Exponent 
E  der  Summe  Si  jeder  Zahl  der  Reihe 

und  nur  solchen  nach  dem  Modul  m  congruent  werden  kann. 
Wösste  man  also,  für  wie  viele  Systeme  a,  ß,  y,..,A  in  (1)  der 
Exponent  E  einer  jeden  Zahl  obiger  Reihe  congruent  wird,  so 
liesse  sich  die  Summe  Si  angeben.  Es  werde  also  für  folgende 
p  incongruente  Systeme  in  (1) 

«i*   ßi>  yi>— •  ^1*  i 

^  «2»    Pa»    ^2»  ••••  ^>  f 

«3»    ßiy    ya»-"  ^>   > (4) 

^p  >   ßp9  yp»  ••••  ^  9  ' 

E^tk*(mod.m). 

Oa  aber  aus  den  zwei  Congruenzen 

Tn  ,       m  _  w*  _,         _ 

—  fl'-^«""5>^P-"  ••  —  /J^  LX^ik'y 

sogleich  die  nachstehende: 

—  -,J(«—a,)-g>Ä(/S—|3i) -.....— j^i(A-.Ai)=0  (mod.m) 

sich  ergibt,  so  sieht  man,  dass  ffir  folgende  p  incongruente 
Systeme  a,  j3,  y,  ....A  in  (1): 

«i— «1»   A— A»   yi— yi»- ••  ^— ^» 
«a  — «i>    fe  — A^   ya— yi>--- ^--^> 

fi^— «i>    ßz—ßi^    ys-yi^-'-Aa— *i>    l  .  .  .  (5) 


«p—«!,    ßp  —  ßif   Yp — yu .... Ap— Ai, 

£  =  0  (mod.m) 
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wird.     Nimmt  man    umgekehrt    an,'  dass   für   die  Systeme  (4) 
£^0(mod.  m)  werde  und  dass 

<A'=-^  ^«  -  P  Ä/3- . . . .  -  p  £A. 
SO  folgt,  dass  nachstehende  j9  incongruente  Systeme  a» /}*/••.. .1: 

a  +  «i>   /5  +  A,   y  +  yi»  ..^  +  ^» 

a  +  «3,   ß  +  ßz*   y  +  ys»-- ^  +  ^85  y.  .  .  .   (ö) 


«  +  ap,   ß  +  ßp»   y  +  yi>»  ••••  ^+^ 

die  Gongruenz  £^/^'(mod./?i)  erfüllen.  Hierans  schliesst  mao, 
dass  die  Congruenz  E  ^  tk'  (mod.  m)  fär  eben  so  viele  S3rsteiiie 
<^^  1^9  y?  ••*•  ^  in  (1)  Statt  findet^  als  die  Congruenz  £^0  (mod.  m\ 
und    umgekehrt:    Der    Exponent   E  wird    daher   für  p   Sj^teme 

a,  /3,  y, ....  A  in  (I)  jeder  Zahl  der  Reihe  0,  k\  W, ....  Q^^-\\t 

m 
congruent,  so  dass  man  die  Gleichung  n=ZTi>p  erhält  Die  Summe 

Si  nimmt  nun  folgende  Gestalt  an: 
oder 

woraus  man  ersieht,  dass  i$|  im  Allgemeinen  verschwindet;  ist 
aber  P^'  =.  ] ,  also  jedes  Glied  der  Summe  gleich  I,  so  erhält  man: 


§.22. 

Um 'ZU  sehen,  ob  für  eine  bestimmte  Combination  der  A^  Bf 
Cf....L  die  Wurzel  P  immer  so  gewählt  werden  kann,  dass  die 
Summe  Si  den  Werth  0  hat,  und  auch  so,  dass  Si=zn  wird, 
sei  P'  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  ^*"  — 1  =0,  so  sind 
sämmtliche  Wurzeln  derselben  die  Glieder  der  Reihe: 

1,      P\      P'2,      P»,  ....  P'm-1. 

Betrachtet  man  daher  die  Doppelsumme 
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m    .       m  _ .  m 


WD.  die  eine  Summation  den  frühereD  UmCang  hat«  während  die 
andere  über  alle  Wurzeln  der  Gleichung  as"* — 1  =  0  ai|6zudehnen 
ist,  und  vollzieht  man  zuerst  die  zweite  Summation  in  Bezug  auf 
eiu  bestimmtes  System  a,  ßy  y,»...  l,  so  ist  der  Exponent  E  des 
allgemeinen  Gliedes  der  Summe  als  eine  Constante  zu  betrach- 
ten;   es  ist  daher  dieser  Theil  der  Doppelsumme: 

p*fnE 1 

1  +  P'«  +  P'a*+ ....  +  P'(in-i)B  =  prt^i  ' 

also  im  Allgemeinen  gleich  Null,  wenn  nicht  etwa  £^0(mod.m) 
ist,  in  welchem  speciellen  Falle  man  m  erhält.  Findet  daher  die 
Congruenz  JE  ^  0  (mod.  m)  wie  im  vorigen  Paragraphen  für  p 
Systeme  a,  j3,  y,....  ^  Statt,  so  ist  die  Doppelsumme  gleich  mp. 
Da  aber  für  jede  Wurjel  der  Gleichung  x^ — 1=0  Si  den  Werth 

0  oder  fi  hat,   so  gibt  es  -^,  oder  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

k*  solche  Wurzeln,  ftir  welche  Si  den  Werth  n  hat  (darunter  be- 
findet sich  P=\)y  und  m  —  k*  andere,  für  welche  S^  verschwin- 
det. Den  einzigen  Fall  ausgenommen,  wo  k*^=-m  und  daher  p=n 
ist,  gibt  es  aUo  Wurzeln  von  der  einen  und  der  andern  Art. 
Dasselbe  ergibt  sich  auch  unmittelbar  aus  der  Gleichung 

des  §.21.  Die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  — 1  =  0,  für  welche 
Äi=w  wird,  sind  die  k  Wurzeln  der  Gleichung  F^ — ^'1=0,  für 
alle  andern  ist  S^  =  0. 


§•  23. 

Nimmt  man  wie  im  vorigen  Paragraphen  das  System  der 
Coefficienten  A^  Hy  C, .,,.  L  als  fest  an,  so  ergibt  sich  aus  der 
Gleichung 

Pm^l 

dass,  wenn  für  P  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  a7"»~l=0 
angenommen  wird ,  die  Summe  Si  unabhängig  ist  von  P,  d.  h. 
für  jede  primitive  Wurzel  obiger  Gleichung  den  Werth  0  hat, 
oder  für  jede  den  Werth  n.  Denn  ist  ^  zu  m  relative  Primzahl 
und  P  eine  primitive  Wurzel,  so  ist  irgend  eine  solche  von  der 
Form  P^y  also  das  entsprechende  Si,  welches  wir  durch  Si(t) 
bezeichnen  wollen,  gegeben  durch  die  Gleichung: 
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Denn  p  and  k'  sind  von  der  Wahl  der  primitiven  Wurzel  durch- 
aus unabhängig.  Es  ist  daher  Si(t)=:Oy  wenn  t't,  also  k'  durch 
m  nicht  theilbar  ist,  und  im  anderen  Falle  gleich  n.  Diese  Be- 
dingung enthält  aber  nichts ,  was  von  der  Wahl  der  primitiven 
Wurzel  abhängig  wäre.  Dasselbe  lässt  sich  noch  Idchter  auf 
folgende  Weise  einsehen. 

Setzt  man  in  Si  statt  P  die  Wurzel  P^,  wo  t  zn  m  relative 
Primzahl  ist,   so  erhält  man: 


tn  ^,  ..      m 


Sind  nun,  wie  in  §.  20., 

«'*       ß\      /,  ....A',. 
«''       ß"       v"         iL" 

sämmtliche  n  incongruente  Systeme,  von  a,  ß,  y,  .*,,  k,  über  welche 
die  Summation  auszudehnen  ist,  so  sind  auch 


ta",      iß',      ty'y..,.tk%    V 


ta<«),  .tß^^),    fy(«),....a(») 


s 


(7) 


solchen  Systemen  congruent.  Da  nun  f  zu  m',  also  auch  zu 
aS  6%  c%  ....  /'  relative  Primzahl  ist^  so  sind  die  n  letzteren  Sy- 
steme incongruent  und  müssen  daher,  abgesehen  von  der  *Ord- 
nung,  mit  den  ersteren  übereinstimmen.  Denn  wären  z.  ß.  die 
zwei  Systeme 

tctfy     tß',     ty',....a\ 

to",    tf",    ty'\,...ik'' 

congruent,  d.  b. 

ta'  =  ta''  (mod.  a') , 

tß' =  iß"  (mod,  b') , 

tf  =  ty"  (mod,  &), 

/A'  =  a"(raod./0» 
so  würde  hieraus ,  da  i  zu  a',  6',  c\„.J'  relative  Primzahl  ist,  folgen: 
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af^ct"  (mod.a')^ 
/S'=/?"(mod.60» 


A'  =  r  (mod. /')• 

d.  b.  dje  zwei  Systeme  «',  /5',  y*, ....  A';  «",/?",  y",....  V  wären 
ebenfalls  identisch  ^  was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Da  nun 
das  allgemeine  Glied  der  Summe  Si  unverändert  bleibt^  wenn 
man  das  darin  vorkommende  System  a,  ß,  y,...,X  durch  ein  con- 
gruentes  ersetzt^  so  schliesst  man  hieraus,  dass  Si(f)=zSi  lat, 
sobald  t  mit  m  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  hat. 

Denn  diese  zwei  Summen  unterscheiden  sich   nur  durch  die 
verschiedene  Anordnung  ihrer  Glieder. 


1kl. 

Eigeoschaften  derjenigen  Combinationen    der  Coefficienten 
A^  B^  C^,...L^   für  welche  Ä,  =«  ist. 

§.24. 
Sind 

2I  f       MS  f        \^  ,  ' », »  ij  f 
^*' >      ^  j        ^    , ....  Xi    ,  - 

die  sämmtlichen  Combinationen  von  A,  B,  C,....L,  fSr  weiche 
Si ,  bei  Zugrundelegung  einer  bestimmten  Wurzel  P  der  Gleichung 
x'^ — 1=0,  den  Werth  n  hat»  so  ist  das  allgemeinste  System 
von  dieser  Eigenschaft  gegeben  durch  die  nachstehenden  Con- 
gmenzen : 

A  =  N'A'  +  N"A''  +....  +  N(!f)A(y)  (mod. a'), 

B=N'B'  +  iV"fi"+  ,...  +  m)B(y)  (mod.  6'), 

C  =  N'C  +  IS^'C"  +....  +  iV(y)  C^y)  (mod.  c') ,  >      (9) 


L  =  N'V  +  N'*L''  +  ....  +  N^)L^)  (mod./O, 

worin  N'y  N",....N^)  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zah- 
len bedeuten.    Da  nehmlich  für  jedes  System  a,  ß,  y;„„  X^  wel- 
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ches  der  Congruenz  a^fti'cy  .... /^^  1  (mod. ill)  genügt,    folgende 
Gleichungen  Statt  finden : 

p     a*  b'       ^  V         — I » 


so  ergibt  sich  die  Richtigkeit  der  Behauptung,  wenn  man  die 
vorstehenden  Gleichungen  zu  den  Potenzen  N'y  iV",....  ZVör)  er- 
bebt und  hierauf  alle  in  einander  multiplicirt.  Es  wird  nehmlich 
für  jedes  System  a,  /?,  y,....i: 

und  daher  die  Summe  Si   gleich  n.     Man  erhält  insbesondere: 

Ist  ^  zu   m  relative  Primzahl,    so  sind    die  y  Systeme  von 
Coefficienten  : 

tA\       tB',       tO,  ....  W-, 
tA%      tB'\      fC",  ....<L";. 

tA(y),    tB(y),    tC^y),.,...  tL(y) 

alle  incongruent  und  genügen  der  Bedingung  iS|=n;  dieselben 
müssen  daher,  abgesehen  von  der  Ordnung,  mit  den  Systemen 
(8)  übereinstimmen. 


§.  25. 

Da  die  Systeme  A,  B,  C,.,.,L,  (är  welche  Si=n  ist,  tqo 
der  Art  der  Systeme  a,  ß,  y, ....  A  in  §.  20.  sind,  so  erhält  man 
folgenden  Satz: 

Sind  dy  (,  C,....(  beliebige  positive  oder  negative  Zahlen,  so 
ist  die  Summe 

in  welcher  die  Summation  sich  auf  alle  incongruenten  Systeme 
A,  By  C,.^.L  bezieht,  für  welche  Sj  den  Werth  n  hat,  entwe- 
der gleich  Null  oder  gleich  der  Anzahl  dieser  Systeme. 
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§.  26. 

Betrachten' wir,    um  etwas  Bestimmtes  vor  Augen  zu  haben, 
von  jetzt  an  die  Summe  Si ,  bei  Zugrundelegung  der  Relation 

a«6/^cy..../^=  1  (mod.Ä), 

so  ist  es  nun  leicht,  solche  Combinationen  A^  B^  C,.,..L  auf. 
zufinden,  für  welche  iSi=zO,  und  auch  solche,  fiir  welche  S^  den 
Werth  n  bat.  Dabei  soll  ferner  vorausgesetzt  werden,  dass  P 
eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  ar»» — 1=0  ist  und  dass 
Ay  By  Cy.,,.L  den  Ungleichheiten 

genügen. 

Dehnt  man  die  Suromation 


—  Aa-'j^Bß-....-jLX 


Über  alle  a'b'&  —  V  Combinationen   a,  ß,y,,,,,k  aus,    die  den 
Dngleichheiten 


GenGge  leisten,  so  erhält  man,  da  fcir  jede  solche  Combination 
a^bßcV ,...  l^  einer  der  Zahlen  a?i ,  x^,  x^,....a:^  congraent  wird, 
einerseits 

^»i  +  ^»%  +  Aap,  +  ••••  +  Äjy, 

aodererseits  aber 
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somit  dorch  Ausffihruog  der  Summationen : 

p-mA .1     p-mü  _  1         P-mL 1 

und  daher  Null^  den  einzigen  Fall  ausgenommen ,  wo  s&mmtliche 
Coefficienten  A,  ß,  C,,.,.L  verschwinden,  in  welchem  speciellen 
Falle  der  Werth  obiger  Summe  gleich  V6V  ....i'  gefunden  wird. 
In  jedem  andern  Falle  hat  man  die  Gleichung: 

Sxi  +  Sx^  +  &,  +  ....  +  Sxy  =  0 (1) 

Nach  §.  19.  kann  man  aber  setzen: 

Sx^  =/>«»•  Si, 


Sx^    =  /?Xy  •  Sl  9 

so  dass  die  Gleichung  (1)  sich  jetzt  in  folgende  verwandelt: 

Äi2>?x  =  0, (2) 

wenn  der  Kürze  halber 

P'x  +  Px%  +  Px»  +  ....  +  px^  =  Spx 

gesetzt  wird.    Da  der  Ausdruck  a^bßcv..:]^  (mod.  ^)  alle  Werthe 
Xiy  x^,  x^f^Xf  annimmt,  und  zwar  jeden  nur  einmal»  wenn  man 

^9  ß»  Yf  ....  ^  Alle  Combinationen  beilegt,  welche  den  Ungleich- 
heiten 


genfigen  (siehe  §.  12.) ,  so  ist : 


2p 


X 


tir^P"'^^*'""^^'*""***"'^^^, 


WO  die  Summation  auf  der  rechten  Seite  auszudehnen  ist  iiber 
alle  Combinationen  a,  ß,  y,....X,  welche  die  vorigen  Ungleich- 
heiten erfüllen.    Führt  man  die  Summation  aus,  so  erhält  man: 
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p-p^"— 1  p-F^  — 1     p-y^^— 1 

P"a '--1    p6'^—    1  p/'^-l 

^/I:e  ist  also  von  Null  verschieden,   wenn  gleichzeitig  A  kein 

«'  ,  Ä' 

Vielfaches  von   —  oder  Null,   ß  kein  Vielfaches  von  -r  oder  Null 

a  D 

u.  s.  w.  ist.     Die  Anzahl  der  Conibinationen  A,  B,  Cf,.L,  welche 

diese  Bedingungen  erfüllen,  ist  aber  (a'  -  a+ 1 )  (6'  -  6+ 1)....  (/'  -  r+1) ; 

für  jede  derselben  ist  2px  von  Null  verschieden  und  daher  nach 

(2)  i$|  =0.  Ausser  diesen  Combinationen  gibt  es  aber  im  Allgemeinen 

noch  andere,  welche  ebenfalls  der  Bedingung  i$i=0  genügen. 


§.27. 

Sind,  wie  in  §.  16.,  a',  h',  c',  ....I'   die  kleinsten   Exponenten 
ausser  Null,   für  welche 

aa'  =  (6,  c, l), 

W  =  {,a,  c, /;, 

c^'  ^  (a,  6,  d, ....  /), 


80  sind,  wie  am  erwähnten  Orte  gezeigt  wurde,  die  Exponenten 
«*  ßf  y,.«-^  in  der  Congruenz  a^bßcy.,..l^^\  (mod.  il/)  Viel- 
fache von  a',  V,  c',....r. 

Legt  man   daher  in   der  Summe  S^   den  Coefficienten  A,  By 
Cf,...L  solche  Werthe  A' ,  B' ,  O ,.,.,L'  bei,  welche  den  vorigen 

nach  den  Moduln   -7-9  7^,9  ....77   congruent  sind,   also: 

a' 
A'  ^  J(mod. ->), 

b' 
J5'  =  ^(mod.p), 


L'  •s£(mod.  77) ; 


80  bleibt  die  Summe  Si   unverändert.     Es   genügt  also  die   letz- 
tere für  solche  Werthe  der  Coefficienten   A,  B,  C, L  zu  be- 

trachten,   welche  den  Ungleichheiten 
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genfigen.  Lässt  man  z.  B.  B^  C,  D, ....  L  unverSndert  und  legt 
A  der  Reibe  nach  die  Werthe  A^  A  +  '-f  -4 +2-,..,.2l+(a— l)-r 

bei,  80  sind  die  entsprechenden  Summen,   an  der  Zahl  a»   alle 

einander  gleich.      Nimmt  man  insbesondere  für   A,  B,  C,....  X 

a'     b*     c'        V 
Vielfache  von   -7»  g> »  Tf» ....  p  ,  so  werden  die  Produkte  Aa,  Bß, 

Cyf.^Lk  theilbar  durch  a' ,  b',  c',..../',  und  es  ist  daher  fflr 
jedes  Glied  der  Summe  Si  der  Exponent  durch  m  theilbar^  und 
somit  Si=n.  Die  Anzahl  dieser  Combinationen  ist  aber  a'Vc' •...!', 
welcher  Ausdruck,  da  a*  =  a,  ferner  i',  c',  ....I'  aliquote  Theile 
von  (,  c,....(  sind  (siehe  §.17.),  die  Grosse  obc..,.l=^f  nicht 
überschreiten  kann.  Wir  werden  nun  aber  zeigen,  dass  es  genau 
so  viele  Systeme  der  A,  By  C....L  gil^t,  ffir  welche  SiZ^n 
wird,  als  die  Zahl  /^Einheiten  enthält. 


§.  28. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  nur  ein  einziges  System  der 
ft,  ß,  y,....A  existirt,  welches  der  Congruenz  a«6^cy..../^^l  (mod.  ^) 
genügt  (siehe  §.6.),  nehnilich  a  =  jS=:y= ....  =:;i  =  0,  und  wo  da- 
her n  =  1  ist,  sieht  man  die  Richtigkeit  der  Behauptung  leicht 
ein.  In  diesem  Falle  hat  nehmlich  jede  beliebige  Combination 
A,  By  €,.'*> L,  deren  Anzahl  gleich  a'b'c'....l'  oder  f  ist,  die 
verlangte  Eigenschaft.  Dm  sich  aber  von  der  Richtigkeit  des 
Satzes  im  Allgemeinen  zu  überzeugen,  nehme  man  an,  es  werde 
S|  für  x  Combinationen  der  A,  B,  C,....  L  gleich  0  und  (vir  y 
Combinationen  gleich  n,  so  erhält  man: 

wo  die  eine  Summation  den  gewöhnlichen  Umfang  hat,  während 
die  andere  sich  auf  die  a'6'c'..../'  Combinationen  der  A,  B,  C,....L 
bezieht,  ^i^lche  den  Ungleichheiten 
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a'>^^0. 


6'  >  Ä  ^  0, 


/'  >  i  ^  0 

genCIgen.  Nehmen  wir  zuerst  a^  ß^  y, ..,.  k  als  konstaot  und 
Af  B,  Cj,..,L  als  veränderlich^  so  erhält  man  für  den  entspre- 
chenden Theil  der  Summe: 

oder 

/>-«a_l    p—mß I  p—mX 1 

nM  mß  *  *  *  *  tnA. 

p^^^l   p"  *'— 1        P'T^l 

also  im  Allgemeinen  Null,  den  einzigen  Fall  ausgenommen,  wo 
»9  ßy  y,  '•»'  Ji'  sämmtlich  verschwinden  und  obiger  Ausdruck  sich 
auf  a'b'c* ..../'  rediicirt.  Dieses  Produkt  ist  daher  der  Werth  der 
Doppelsumme,  und  so  erhält  man  znr  Bestimmung  von  ^  die  Gleichung 

ny  =  a'6'c'  ....  P  =  nf, 

woraus  y^=f  folgt.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Systeme  der 
A,  B,  C,..».L,  für  welche  ^i  den  Werth  n  hat,  ist  daher  gleich 
der  Anzahl   der  incongruenten  Zahlen  der  Gruppe   [a,  h,  c,.... (|. 

§.  29. 
Da  die  Summe 

ia  welcher  die  Summation  sich  auf  alle  Systeme  der  A^  By  C, .....  £ 
bezieht,  für  welche  <S|=n  ist,  nach  §.25.  entweder  verschwin- 
det oder  den  Werth  f  hat,  so  findet  man  auf  ähnliche  Weise  fol- 
gendes Resultat: 

Es  gibt  n  Oonibinationen  von  Zahlen  a,  (,  C,....I,  für  welche 
die  vorige  Summe  den  Werth  /  hat,  und  diese  Combinationen 
stimmen  mit  den  n  Systemen  o,  /?,  y,....A.  überein,  welche  der 
Congruenz 

.  a«6^cy . . . .  /^  =  1  (niod.  M) 
genfigen. 

21* 
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§.  30. 

Nehmen  wir  die  primitive  Wurzel  P,  ferner  a,  6,  c,..../,  ilf,  m 
als  konstant  an,  so  soll  der  Werth  von  Äi,  vrelcher  einer  be- 
stimmten Combination  der  Coefficienten  A^  B,  C,....L  entspricht, 

durch 

Si{Af  Bf  Cf  •••>  Mj) 

heieichnet  werden.    Unter  Si{A,B,C)  wollen  wir  alsdann   die 

Summe  ZP'  *'  "^*'  *^  verstehen,  wo  die  Summation  sich 
auf  alle  Systeme  a,  ß,  y  bezieht,   welche  der  Congruenz 

a'^bßcy^l  (mod.  ilf) 
und  den  Cngleichheiten 

o'>a^0,    6'>/3^0,    c'>y^O 

genügen.  Wir  werden  dieses  in  der  Folge,  wo  es  noth wendig 
«ein  sollte,  auch  kurz  so  andeuten,  dass  wir  die  den  Dmfang  der 
Summe  definirende  Congruenz  in  Klammern  beisetzen. 

Si{Dy  E,.,,.L)  bedeutet  daher: 

(d<>e'  ....l>^~l  (mod.  äf)). 


§.  31. 

Theilt  man  nun  in  der  Summe  Si,  in  welcher  die  Coeficien- 
ten  Af  B,  C....L  bestimmte  Werthe  haben,  die  wir  durch 
A',  B',  C, ....L'  bezeichnen  wollen,  die  letzteren  in  zwei  belie- 
bige Gruppen ,  z.  B.  in : 

A',  B',  C    und    D',  £',.... L', 

so  entsprechen  denselben  die  zwei  Summen 

Si(A',B',C')   und    S^{D\E',....L'). 

Ist  nun  Si{A' ,  B' ,  C',....L')  von  Null  verschieden,  so  ist  das- 
selbe auch  mit  den  ähnlichen  Summen  der  Fall,  welche  den  zwei 
Gruppen  der  Coefficienten  entsprechen,  und  hat  eine  dieser  letz- 
tern Summen  den  Werth  Null,  so  muss  nothwendig  auch  die 
erste  Summe  verschwinden. 


•^ 
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'  Wir  können  ans  darauf  beschränken,  den  Beiveis  für  die  eine 
Samme,  etwa  fiir  Si{A'y  B* ,  C)  zu  fuhren.  Bildet  man  zu  die- 
sem Zwecke  die  Doppelsumme  2Si(A',B* ^O^D,  £,,... L) 9  wo 
die  neue  Summation  sich  auf  alle  möglichen  Combinationen  D,  E,..,.L 
bezieht,  welche  den  Ungleichheiten: 


genügen,  und  vollzieht  mz^n  diese  zweite  Summation  in  Bezug 
auf  ein  bestimmtes  System  ck,  ß,  )f,....A,  so  erhält  man  für  die- 
sen Theil  der  Doppelsumme,  da.  A' ,  B' ,  C  konstant  sind, 

oder 

p     a'  h'      ^      &      ', _ _ ....  -^ , 

also  Null,  den  einzigen  Fall  ausgenommen,  wo  d  =  €  =  ....  =  A,=0, 
und  daher  a'^bßcV^l  (mod.  ilf)  ist.  In  diesem  speciellen  Falle 
findet  man: 

d'e'...J'P   «'  *'  «'      . 

Bemerkt  man  nun,  dass  die  Congruenz  a^bßcVd^...J^^\  (mod.  ilf) 
gerade  so  viele  incongruente  Auflösungen,  für  welche  d :=£  =  .... 
....  =  A=0  ist,  zulässt,  als  die  Congruenz  a«6^cy  =  l  (mod.  Jl) 
verschiedene  Auflösungen  gestattet,  so  sieht  man,  dass  die  Dop- 
pelsumme jetzt  übergeht  in : 

dW  ....eS^(A',B',C). 

Ist  daher  die  Anzahl  incongruenter  Auflösungen  der  Congruenz 
a^bßcVSl  (mod.  ilf)  gleich  n' ,   so  wird  die  Doppelsunime  gleich 

a  0'  c' 

Bemerkt  man  nun,  dass  jede  der  Partialsummen ,  aus  welchen 
die  Doppelsumme  zusammengesetzt  ist,  den  Werth  0  oder  n  hat 
so  ersieht  man : 
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1)  da88  es  zu  der  Gruppe  tod  CoeffieienteD  A',  B,  C  so 
viele  Combinationen  D,  E,  ....  L  gibt,  welche  der  Bedingong 
Si(A',  B\  Cy  />,  £,....  L)=sn  Genfige  leisten»  als  der  Ausdruck 

/ 
-777— 7. w'  Einheiten  enthält»   und  dass 
o  0  c 

2)  sobald  die  Doppelsumme  Null  ist,  auch  jede  Theilsumme 
verschwinden  muss.  Ist  daher  Si(A',  ß',  C)=0,  so  findet  das« 
selbe  auch  bei  Si(A' ,  ff,  O ,  D,  E, ,.,.  L)  Statt»  wie  auch  die 
Coefficienten  D,E,,,.,L  gewählt  werden  mögen.  Ist  aber 
Si(A',  B',  C  W,  E,,,.,L')  gleich  n,  so  kann  die  Doppelsumme 

2Si{A',B',  C,D,E,....L) 

nicht  verschwinden»  da  obiges  Glied  derselben  gleich  n  und  kei* 
nes  der  übrigen  negativ  ist»  es  muss  daher  auch  Si{A',  B'^  C) 
von  Null  verschieden»  also  gleich  der  Anzahl  incongruenter  Auf- 
lösungen der  Congruenz   a^b?cy^\  (mod.  Jf )  sein. 


§.  32. 

Bemerkt  man,    dass 

S^{A')=EP    «'    "*(««=]  (raod.üf)) 

gleich  1  ist»  so  erhält  man  folgenden  speciellen  Satz: 
Sind  wie  in  §.  24. : 

A   »  Mi   y  Cy    »    •  . .  >    JU  » 

AfT  IMf  />//  Tff 

xl    »  jD    »  ^9    ••••    MJ    » 


Aif),    B(f),    af),....Uf) 


die  sämmtlichen  f  Systeme  der  CoelBcienten  A,  B,  Cf,.  It,  fiir 

/ 
welche  St  den  Werth  n  hat»  so  kommen  darunter  -^   und   nicht 

mehr  Systeme  vor»  in  welchen  A  einen  beliebigen  Werth  der  Reihe 

f 
ü»  1»2»  3, a'  —  1   besitzt»    und  es  gibt  ebenso  h  Systeme,  in 

welchen  B  einen  beliebigen  Werth  Her  Reihe  0, 1»2»3».;..6'  — 1 
hat,  u.  s.  w 

Für  die  zweite  Gruppe  von  Coefficienten  />'»  £'»....  Z'  lautet 
der  Satz  §.  31.  wie  folgt: 

Lassen  sich  zu  D' ,  E' , ,...  L*  solche  Coefücienten-Combinatio- 


congruenter  Divisoren  einer  Zahi.  315 

nen  A»  B,  C  finden»  60  dass  A,  B»  C,  IV »  E\  ,,..  L'  die  Be- 
divgnog  Si=^n  erfällen,  so  gibt  es  (Ac  solche  Combinationen»  und 
noch  specieller:    Wenn  die  Summe   Si{B',  O,  D', ,,..  L')   nicht 

verschwindet,  also  den  Werth  —j  hat,  so  gibt  es  zu  der  Combi- 

nation  ff,  C,  D' L*  a  Werthe  von  A,  so  dass  A,  B',  C',....  L' 

ein  solches  System  von  Coefficienten  ist,  welches  der  Bedingung 
Si{A,  B',  Cf..L')  =  n  genügt.  Ist  A  ein  solcher  Werth,  so 
haben  nach  §.  27. 


A  +  (a-l)j 


dieselbe  Eigenschaft;  da  deren  Anzahl  gleich  a  ist,  so  gibt  es 
zu  der  Combination  B* ,  C ,  D',,,..L'  nur  einen  einzigen  Werth 
von  A,  der  In  der  Reihe 


enthalten  ist  und  der  Bedingung  Si(A»B',  C9„..L')  =  n  genügt. 


IV. 

Ueber  die  Bestimmung  derjenigen  Coefficienten -Combinationen 
ji^  B^  C^....L^   weiche   der  Bedingung  S^=^n    genügen. 

§.  33. 

Zur  Vervollständigung  der  in  IL  und  III.  enthaltenen  Theo- 
rie der  Summe  Si  ist  nun  noch  ein  Mittel  anzugeben,  diejenigen 
Combinationen  A^  By  C, ....  L,  för  welche  Si  den  Werth  n  hat, 
aufzufinden.  Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  mit  dem  einfachsten 
Falle  *)  beginnen,  wo  die  Anzahl  der  Zahlen  a,  b,  c,....  l  sich  auf 


*)  Hätte  mau  nur  eine  einzige  Znht  a.   «o  Ut  di«  Summe 


-ü^^« 


2f*    a'       (a«  =  l  (mod..»/)) 

für  jeden    IVerth   0.   1.2,  3,....r/' — I,    den   man   dem   Coefficienten    A 
lieilegeo  raa^,  gleich  1.     (Siehe  $.28.) 
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zwei  reducirt^  nehmlich  a  und  6.  Ist  unter  dieser  Voraassetzung 
a  der  kleinste  Exponent  ^  die  Null  ausgenommisny  fär  welchen  af^ 
ein  Glied  der  Periode  von  b  wird,  und  hat  (  eine  Sbniiehe  Be- 
deutung in  Bezug  auf  6,  so  dass  man  setzen  kann: 

a«  =  6P, (l) 

6*  =  a9, (2) 

so  lässt  sieh  nach  §.  13.  die  Anzahl  der  incongruenten  Zahlen  der 
Gruppe  [a,  6]  auf  doppelte  Weise  ausdrucken,  wodurch  man  die 
Gleichung 

f=:ab'=zha', (3) 

und  hieraus: 

a'6'       o'        6' 

erhält.  Auch  ergibt  sich  aus  §.11.9  <l&ss  "Z*  T  »  ^»  ganze 
Zahlen  sind.  Erhebt  man  daher  die  erste  Congruenz  zur  Potenz 
-<  so  folgt  durch  Vergleichung  mit  der  zweiten: 

6^«  =  6^  (mod.ü/), 

und  da  b  zum  Exponenten  b'  gebort,  so  scbliesst  man  hieraus 
(Disq.  arithm.  art.  48.): 


oder  einfacher: 


P'\  =  i  (mod.6') 


5-a  =  *  (mod.  j-=-=n) (4) 

p        b' 
Aus  der  letzteren  Congruenz  geht  nun  hervor,  dass  7  zu  t-  und 

ebenso  -  zu  —  relative  Primzahl  ist. 
a         a 

Um  nun  die  Summe 


m    ^        m 


2p-  a'  ^^"    b'  ^^  (a^bß  =  1  (mod.  üf ))    .     .     .     (5) 

zu  finden,   bemerke  man,   dass  nach  §.  18.  die  Werthe  des  Expo- 
nenten a  die  folgenden  sind : 


0,  l.a,  2.a,  3.a,....  (r  — O^*- 
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Man  kann  daher  (x  =  f  —  —  zja  setzen ,  wo  för  z  eine  beliebige 
Zahl  der  Reihe 

üy  Ij  2f  o, ...."""—  1 

zu  nehmen  ist.  Durch  Einführung  dieses  Werthes  von  a  in  die 
Congruenz  (5)  nimmt  dieselbe ^  mit  Berücksichtigung  von  (1),  fol- 
gende Gestalt  an : 

bß  ^  bP'^  (mod.  ilf ) ,    woraus  ß^pz  (mod.  6') 

erhalten  wird.  Jedem  der  obigen  Werthe  von  z  entspricht  also 
eine  einzige  Combination  Uy  ß,  und  die  Summe  Si  wird  daher, 
wenn  man  im  Exponenten  die  Vielfachen  von  m  weglässt, 

oder  durch  Vergleichung  mit  (3)j 

2;   pa'  b  , 

ü 

Führt  man  die  Summation  aus^   so  erhält  man  daher: 


=  Äi. 


P 


Da  ^  eine  ganze  Zahl  ist,  so  wird  diese  Summe  im  Allgemeinen 
verschwinden;  findet  aber  die  Congruenz 

il  — |ä=0  (mod.n) (6) 

a* 
Statt,  so  sind  alle  Glieder  von  Si  gleich  1  und  somit  5^=— :=n. 

Da  ^  mit   —    keinen   gemeinschaftlichen   Theiler   hat,   so  ist 
die  Congruenz  (6)  gleichbedeutend  mit  der  folgenden : 

.lJ-Äf.J=0(moä.ii), 

welche  mit  Bilfe  der  Congruenz  (4)  übergeht  in : 

^|-ß=0  (mod.«) (7) 
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Zar  Bestlmmang  derjenigen  Combinationen  A,  B,  f&r  welche 
jSi=n  wird,  kann  man  daher  eine  beliebige  der  zwei  Congraen- 
zen  (6)  oder  (7)  benutzen.  Wendet  man  die  Congnienz  (6)  an, 
80  gebe  man  B  der  Reihe  nach  die  Werthe  0,  1,  2,  3«....  6' — 1, 
für  jeden  solchen  Werth  von  Br=B'  erhält  man  aledaon  mittelst 
(6)  einen  einzigen  Werth  von  A:^A',   welcher  der  Ungleichheit 

T-  >  A'^0  genfigt,    und  daraus  ergeben  sich   alsdann   folgende 

Systeme  A,  B: 

Ä',    A', 

B,    ^'  +  ^', 
B\    ^'+2.f. 


B\    ^'-fc(«-l)J, 


so  dass  die  Anzahl  sämmtlicher  Systeme  A^  B  gleich  wird  ab'=f» 

§.34. 

Um  in  dem  allgemeinen  Falle,  wo  die  Anzahl  der  Zahlen 
a,  6,  Cf...,l  eine  beliebige  ist,  diejenigen  Systeme  der  Coeffi- 
cienten  zu  bestimmen,  för  welche  Si  den  Werth  n  hat,  geben 
wir  der  Summe 

(a^'bßcf....  1^  =  1  (mod.  M)) 
eine   unserem  Zwecke  entsprechende   Form.     Nach  §.  18.  muss 

a=( zja  gesetzt  werden,  wo  für  2  jede  beliebige  Zahl  der 

Reihe 

ü,  J,  iS,  o>.*«*  T^ "~" * 

genommen  werden   kann.     Wir  können  daher  die  Summe  5|   in 

—   Partialsummen   zerlegen,    welche  den  verschiedenen  Werthen 
a 

von  z  entsprechen.    Irgend  eine  dieser  Partialsummen  erhält,  wenn 

man  den  konstanten  Faktor 


m    .da'        \  m    . 

k ',A\- »Ja        ,^,  Aa% 
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vor  das  SammationszeicheD  setzt,  die  Form: 

WO  die  Srnnmation  auf  alle  Systeme  ß^  y,  d, ....  A  auszudehnen 
ist,  f&r  welche  die  Ungleichheiten 


/'  >  A^O 


und  die  Congruenz  bßcv,...l^^a^  (mod.  ilf)  Statt  finden.    Setzen 
wir  nun: 

bß'4^d^....l^'  =  a^, (8) 

also 

6i»'«cy'*d^»..../^'»Sa«, (8') 

so  ist  eine  Combination   ß,  y,  d,,.,.X  gegeben  durch  die  folgen- 
den Congruenzen: 

ß=ß'z  (mod.  60, 

y^/z  (mod.c*). 


k  =  k'z  (mod./O, 


wo  ßf  y,....il  so  zu    bestimmen  sind,    dass  sie  obige  Ungleich- 
heiten erfüllen.    Wendet  man  daher  den  Satz 

in  $.10.  an  and  bemerkt,  dass  man  für  p,  ein  beliebiges  Glied 

der  Partialsumme,  also  auch  P    *'  «'     *-••••- jr     »  „^1,^^^^ 

kann,  and  setzt  der  Kürze  halber: 

£=-,^a-g;Ä/3'--Cy'-....^^L;iS   ...   (9) 


so  erhält  man: 


f  jr  "^^0—  -r ^0  ""••••  —  ■»■  ^^0 


(6/'«cyö..../^o=l  (mod.üf)), 
wofür  wir  zur  Abkürzung  auch  P'»Si^  schreiben  wollen. 
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Cm  nun  die  Summe  S^  zu  erhalten^    hat  man  S^^\    welches 
unabhängig  von  %  ist^   zu  multipliciren  mit 

a'  a' 

0  pa     — I 


wodurch  man  erhält: 


"^l  ~"   pE 1   '^1^* 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  Summe  Si  zurückgefiihrt  auf  die 
Bestimmung  einer  ähnlichen  und  einfacheren  Summe  Si^,  für 
welche  die  den  Umfang  der  Summe  definirende  Congruenz  ein 
Element  weniger  enthält. 

Soll  daher  Si  den  Werth  n  erhalten ,  so  darf  vorerst  i$j^ 'nicht 
Null  sein,  d.  h.  für  B,  C,  Dy,.„L  muss  eine  solche  Combinatioo 
von   Coefficienten   genommen  werden,    für  welche  Sx^  nicht  ver- 

schwindet,   sondern  den  Werth   -zr — ^^^^=-7=»®  annimmt,  wie 

PC .... l        a 

wir  schon  aus  dem  §.  31.« wissen.    Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so 

ist  das  zweite  Erforderniss,   dass  der  Faktor  —ue^i      ®'^*'   ^^^ 

a*  '  ' 

—  reducirt.     Der   letztere  ist  aber  im    Allgemeinen   gleich   Null, 

wenn  S^^  den  Werth  n^  hat.  Denn  in  diesem  Falle  ist  der  Ex- 
ponent eines  jeden  Gliedes  der  Summe  Si^y  nehmlich 

"~g>-^Po  — ~/  ^7o — •••• — J^^ 
durch  m  theilbar.    Erhebt  man  aber  die  Congruenz  (8)  zur  Potenz 


a* 


—  9    so  erhält  man: 


,.«'   ...«' 


b^  ^&  <^ ....  r  «  =1  (mod.  M), 
und  somit: 

-^'(^Ä^'  +  pC/  +  ....  +  ™Li')=0(n.«cl.m) 

oder  einfacher  durch  Benutzung  von  (9): 

a^  tnCL 

—  £^0(mod.  m),   also  auch  E^i  («*^d.— 7). 
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Es  ist  daher  Si  im  Allgeraeinen  gleich  Null,  wenn  iS|0  den  Werth 

E  a' 

n^  hat.  Ist  aber  in  diesem  Falle  IT^O  (mod.  m)  oder  "i^O  (mod.  —), 


a' 


so  wird  der  Faktor  von   Si^  gleich    --,    und  daher: 

Ist  also  Bf  C,  D,..,.L    eine   solche  Combination,    für   welche 
Si^  den  Werth  n9  erhält,  und  bestimmt  man  A  nach  der  Congruenz: 

^.ila-^Ä/J'-^Cy'-....  — ^L;L'=0(mod.m),     (10) 
woraus  sich  ergibt: 

A^ — r-(raod.— ), 

so  findet  man  einen  einzigen  Werth  von  A,   den  wir  mit  A'  be- 

zeichnen  wollen,  welcher  der  Ungleichheit  T>^'^0    genügt, 
und  es  sind  alsdann: 

il'  +  l',    B,    Cy    D,,...L, 
^'  +  2.^',    B,    C\    D,....L, 


a* 


^+(a~I)-,    Bf    C,    Z>,...,L 

solche  Systeme  der  Coeflßcienten ,  för  welche   S^=^n  wird.    Da 

f 
es  -  Systeme  B^  Cf  D^  .,,,  L  gibt,    für  welche  iSi®=:nO,    so 

f 
erhält  man   a.^  =  /' Systeme  A,  B,  Cf..,.L,  för  welche  S^  den 

Werth  n  erhält,   also  alle  möglichen. 

Wenn  der  Coefficient  A  auf  die  angegebene  Weise  (10)  be- 
stimmt wird,  so  ist  nun  leicht  zu  zeigen,  dass  in  der  Summe 


"»   ^       »•  ««  tn 


S^  =  ^p'ä^^^'F^^""-"  — T^^ 
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fSr  jede  Combination  er,  ß,  y^  ....  i,  welche  der  CoDgroem 
a^b? ,..,l^^\  (mod.ilf)  genügt,  der  Exponent  von  P  dnreh  m 
theilbar  wird.  Denn,  da  ^,  C,  D,....L  eine  8olcbe Combination 
ist,  für  welche 

den  Wertb  %  erhält,  so  ist: 

—  g^ß/^o—^Cyo— •••— 7^J^^  =  0(niod.m),  .  .  (11) 

sobald  die  Congrnenz  bß^cVt* ....  /^esl  (mod.  M)  Statt  findet 
Soll  aber  a^bßcv^.ll^^i  (mod.ilf)  sein,  so  mass,  wie  wir  gesehen 

haben,  a=f  —  —  zja,    wo   z    eine    beliebige    Zahl    der    Reihe 

0,  1,  2,  3,....(  — — IJ  bedeutet,  gesetzt  werden,  wodurch  man 
erhält : 

6/^  cv . .. .  M  =  a« (mod.  M). 
Nach  §.  5.  Ist  daher : 

ß  =  ß'z  +  ßo  (mod.  60, 
Y^fz  +yo  (mod.e'). 


X  =  k'z  +ko  (raod./O* 

wozu  noch  «=:(- — zja  kommt;  dadurch  wird  der  Exponent  im 
allgemeinen  Gliede  der  Summe  Si  aber 

also,  durch  Benützung  von  (10)  und  (11),  =0(mod.ift).  Die  hier 
angegebene  Methode,  diejenigen  Combinationen  A,  B,  C,.„,L 
zu  finden,  für  welche  S^  den  Werth  n  erhalt,  lässt  Sich  noch 
bedeutend  vereinfachen,  wenn  man  weitere  Sätze  aus  der  Theo- 
rie der  Potenzreste  voraussetzt,  wie  wir  vielleicht  bei  einer  andern 
Gelegenheit  zeigen  werden. 
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V. 

Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe  mit  Hilfe  des  Vorhergehenden. 

§.  35. 

Nach  diesen  vorbereitenden  Sätzen  können  wir  zu  unserem 
eigentlichen  Gegenstande  übergehen^  die  Anzahl  derjenigen  Thei- 
ier  (der  Zahl  N)  zu  finden^  welche  eine  gegebene  lineare  Form 
besitzen. 

Es  sei  N  die  vorgelegte  Zahl  und  es  werde  die  Anzahl  Ihrer 
Theiier  gesucht^  welche  nach  dem  Modul  M  der  gegebenen  Zahl 
a  congruent  sind.  Wir  wollen  diese  Anzahl  mit  {N:  Mf  a)  und^ 
sobald  keine  Verwechselung  möglich  ist»  einfach  mit  {M^  a) 
bezeichnen. 

Ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  darf  vorausgesetzt  wer* 
den  9  dass  a  zw  M  relative  Primzahl  ist.  Denn  hätten  a  und  M 
einen  gemeinschaftlichen  Theiier,  so  sei  der  grosste  derselben 
gleich  Jf  und 

wo  jetzt  a'  zu  M*  relative  Primzahl  ist.  Da  nun  jede  Zahl,  welche 
nach  dem  Modul  M  den  Rest  a  lässt,  die  Form  Mx  -f  a  oder 
^(M'x  +  a*)  hat,  ko  muss  die  Zahl  N,  sobald  dieselbe  Diviso- 
ren von  obiger  Form  besitzt,  durch  J  theilbar  sein.  Man  setze 
daher  N=N*J,   so  wird  M'x-\-a*  ein  Theiier  von  N\ 

Jeder  Divisor  Mx-\-a  der  gegebenen  Zahl  2V  liefert  also  einen 
Divisor  M'x-i^a'  der  Zahl  N\  und  auch  umgekehrt  Es  ist  da- 
her nach  unserer  Bezeichnung : 

(2V:if,  «)  =  (iV':ilf',  a'). 

Ist  a=0,  also  A^zM  und  a'  =  0,  so  ist  die  Aufgabe  als  gelöst 

zu  betrachten.     Die    Anzahl    derjenigen  Theiier  von  iV,    welche 

darch  den  Modul  M  theilbar  sind,    ist  gleich  der  Anzahl  sämmt- 

N 
lieber  Theiier  der  Zahl  ^. 

§.  36. 

Es  darf  ferner  angenommen  werden,  dass  der  Modul  M  und 
die  gegebene  Zahl  N  keinen  gemeinschaftlichen  Theiier  haben. 
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Denn  wäre  dieses  nicht  der  Fall,  so  könnte  man  N=^JS*q  setzen, 
wo  q  das  Produkt  aller  derjenigen  Primfaktoren  von  N  bedeutet» 
welche  zugleich  M  theilen,  und  wo  daher  M  zu  N*  relative  Prim- 
zahl ist.  Da  nun  a  mit  M  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  hat, 
so  sind  alle  Zahlen  von  der  Form  Mx-{-a  zu  My  also  auch  zu 
q  relative  Primzahl.  Besitzt  daher  iV  Divisoren  von  der  Form 
Mw-\-ay  so  niuss  jeder  derselben  die  Zahl  N*  theilen^  oder  in 
Zeichen  ausgedrückt: 

Ist  z.  B.  der  Modul  gleich  2,  so  entsprechen  demselben  zwei 
Linearformen ,  nehmlich  2a:  und  20:4-1»  und  man  erhält: 

1)  Die  Anzahl  der  geraden  Theiler  von  N  ist  gleich  der  An- 

N 
zahl  sämmtlicher  Theiler  von  -^« 

2)  Die  Anzahl   der  ungeraden   Theiler  von  N  ist  gleich  der 

N 
Anzahl  sämmtlicher  Theiler   der  Zahl   ^,  wo  2^  die  hfichste  Po- 
tenz von  2  ist,  welche  N  theilt. 


§37. 

Sind  nun  a,  6,  c,  cZ,....  die  sämmtlichen  positiven  Zahlen, 
kleiner  als  My  welche  mit  dem  Modul  keinen  gemeinschaftlichen 
Theiler  haben,  so  kann  man  alle  Primzahlen  in  q>{M)  Klassen 
eintheilen,    welchen  nachstehende  lineare  Formen  entsprechen: 

Mx-i-a, 
Mx^by 

MX   +  Cy 


Es  seien  ai,  a^y  a^,...,  die  verschiedenen  Primzahlen  der 
ersten  Klasse  und  eine  ähnliche  Bedeutung  sollen  bi,  b^f  b^y...., 
Ci9  c^y  C35....  U.S.W,  in  Bezug  auf  die  anderen  Klassen  haben. 
Enthält  nun  die  Zahl  iV Primfaktoren  von  folgenden  Linearformen: 

Mx-^tty 
Mx  +  by 


MX+ly 


so  kann  man  setzen: 
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iV  =  Ol  «1  Oa*«*  03«» . . . 


(1) 


l^^i  l^\  /g^» ... 
und  ein  beliebiger  Theiler  von  N  hat  die  Form: 

T=  «1«!  02*^03  **■ 

6,  W  62^»  63*» / 

Ci^i  Ca^  Ca^»....    ; (2) 

so  dass  man  erhält : 

r=a-a^^c-^c..../^  (mod.yi!/), (3) 

wenn  der  Kurze  halber: 

Äi  +04  +  03+  ....  =  -Sa, 

^1  +^2  +  ^8  +   ••••  =  -^J 


Ii  +ta+l8  +  ....  =  -SI 
gesetzt   wird. 

Der  rechten  Seite  in  (3)  kann  man  für  das  Folgende  eine 
einfachere  Gestalt  geben,  wenn  eine  der  Zahlen  a,0,c,,.,*  einem 
Produkte  von  Potenzen  der  übrigen  congruent  ist. 

Ist  z.B.  c^aPö^dT)  so  nimmt  (*3)  folgende  Gestalt  an: 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  erhält  man 
eine  Congruenz  von  folgender  Form: 

r=a5i6»ce....  (mod.^), 

wo  man  jetzt  annehmen  kann,  dass  keine  der  Zahlen  a,  b,  c,,... 
congruent  ist  einem  Produkte  von  Potenzen  der  übrigen,  und 
89  S,  C,....  lineare  Funktionen  von  Ha,  I^,  ^c,....  bedeuten. 
Wir  werden  daher  dem  Folgenden  statt  (3)  allgemeiner  die  Congruenz 

T=a^b^c^  ....P  (mod.M) (4) 

zu  Grunde  legen,  wo  3(,  93>  S,  .. . .  S  lineare  Funktionen  von 
£a,  2h,  2c, 21  bedeuten. 

Tlieil  XXXVII.  22 
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§.  38. 
Unter  Beibebaltung  der  froheren  Bezeichnangen  seien 

r',   »"',   6'^....r,  > (S) 

a(«),  a5(«),  £(«),. ...8(«)  ' 

alle  verschiedenen  Systeme  der  Exponenten  9[,  93^  S,....  S^  welche 
den  Ungleichheiten 


and  der  Congruenz  a^6®c® .... /*^a:  (mod.^)  genfigen« 

Kur  a:i,  0:25  x^,,..,x^  erhalten  diese  Buchstaben  noch   unten 

die  entsprechenden  Indices.  Um  nun  die  Anzahl  (ilf ,  x)  derjeni- 
gen Theiler  von  iV  zu  erhalten,  welche ^^^  (mod.^)  sind  und 
der  Combination  %' ,  SS  SS....8'  entsprechen,  liegt  die  einzige 
Schwierigkeit  darin,  eine  Funktion  if;  von  Sl,  93,  S,....S  zu  finden, 
welche  gleich  1  ist,  wenn  die  folgenden  Congruenzen  erfüllt  sind: 

a  =  a'  (mod.a*), 
35=85' (mod.  60, 
S  =  g'  (mod.cO, 


8  =  8'(mod./0* 

und  in  jedem  andern  Falle  verschwindet.  Ist  nehmlich  diese 
Funktion  gefunden,  so  wird  die  Anzahl  der  fraglichen  Theiler 
gleich  S'^y  wo  die  Summation  über  sämmtliche  Divisoren  der  Zahl 
iV  auszudehnen  ist. 

Ist  nun  f{x,  fi)  eine  solche  Funktion  von  x  und  (i,  welche 
den  Werth  1  hat,  wenn  x  durch  fi  theilbar  ist,  und  in  jedem 
andern  Falle  verschwindet,  so  kann  man  setzen: 
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^=/'(a-ao,  ao-A»— »s  fto ....  A«— «'>  /'). .  .  (6) 

Bedeutet  P  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  0:^^  —  1=0,  so 
ist  folgender  Ausdruck: 

J-^El=Jil  +  '*'+'"'  +  '^+  •+/^-"*l.     (7) 

ein  tauglicher  Werth  für  die  Funktion  f.  Denn  ist  x  durch  (tt 
theilbar,  so  ergibt  sich  aus  der  entwickelten  Form  dieser  Funk- 
tion: f=^l,  ist  aber  x  durch  ft  nicht  theilbar,  so  erhält  man  aus 
der  andern  Form  von  f,  da  der  Zähler  verschwindet,  während 
der  Nenner  von  Null  verschieden  ist :    /=  0. 

§.  39. 
Bedeuten    daher    Qq*,  Qb',  pcs-***^/'    primitive    Wurzeln    der 


Gleichungen 


a;«'- 1=0, 

a^i'  —  1  =  0; 
so  darf  man  setzen  : 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

wo  die  Summation  sich  auf  alle  Corabinationen  von  A,  B,  €,..,.  L 
bezieht,  welche  den  Ungleichheiten 

«'>^^0, 

•  •        «        • 

genfigen. 

22* 
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Ist  nun  m  eine  Zahl,  \^elcfae  durch  sämmtliche  Exponenten 
a\  b\  c', ..../'  tfaeilbar  ist,  und  P  eine  primitive  Wurzel  der 
Gleichung  x^  —  l  =  0>   so  darf  man  setzen : 

mm  m  ' 

SO  dass  1/;  nachstehende  einfachere  Form  annimmt: 

^= _1       ^^(a-av+^(»-«')i»;....+ ^(«-«oii 

^      o'6'c'....r  ^/ 

Es  konnte  vielleicht  allgemeiner  erscheinen,  wenn  man 

setzen  würde,  wo  a,  (,  c,....I  beliebige  Zahlen  bedeuten,  welche 
bezüglich  zu  aS  6',  cS..../'  relative  Primzahlen  sind;  es  ist  aber 
leicht  zu  zeigen,  dass  dieses  nicht  der  Fall  ist.  Durch  diese 
scheinbar  allgemeinere  Annahme  würde  man  nehmlich  erhalten: 

Bedeuten  nun  aber  für  einen  Augenblick 

A',      B\      C\  ....  L'\ 

A\      ß",      C",   ....L";    , 

(a) 

iid»,    Ä(p),     C(P),  ....  L(i») 

wo  p=:ia'b*c*  —  /'  ist,  sämmtliche  verschiedene  Combinationen 
der  Coefficienten  A,  B,  C,....L,  welche  in  die  Funktion  if;  ein- 
gehen, und  bildet  man  daraus  die  Combinationen 


nehmlich : 


aA,    iBy    cC,....IL, 


aA\      iB\      CCS....IL',     \ 
aA\     IB*',     cC",  ....IL",    / 


(b) 


aA^v),    tB(p),    cC(P),....IL(p), 
so  sind  dieselben  alle  incongruent.     Denn  wäre  z.  B. 
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aA'  =  aA'*  (mod.aO, 
1^=1»'  (mod.60, 
cC'  =  cC"  (mod.c'), 


W  =W  (mod./O, 

80  leitet  man  daraus,   da  a  zu  a* ^  i  zu  6',   c  zu  &  u.  s.  w.   rela- 
tive Primzahl  ist, 

•   •    •    • 
L'  =  L" 

ab,  was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Hieraus  folgte  dass  die 
Combinationen  (b),  abgesehen  von  der  Ordnung  der  Combinatio- 
nen  (a),  congruent  sind.  Bemerkt  man  ferner,  dass  in  (10)  die 
Combination  der  Coefficienten  aA,  iB,  cC,  ....  IL,  ohne  den  Werth 
des  Gliedes  zu  ändern,  durch  eine  congruente  Combination  er- 
setzt werden  kann,  so  ersieht  man,  dass  der  zweite  Ausdruck 
'Von  1/;  nur  scheinbar  aligemeiner  ist  als  der  erste,  da  er  sich  von 
dem  letztern  nur  durch  die  Anordnung  der  Glieder  unterscheidet. 
Wir  können  daher  den  ersten  Ausdruck  von  t/;,  als  den  allge- 
meinsten, för  die  weitere  Entwickelung  benutzen. 

Setzt  man  nun  für  a'6'&  —  /'  seinen  Werth  in  §.5.,  und 
schreiben  wir  der  Kürze  halber  immer  nur  das  allgemeine  Glied, 
so  ist: 


§40. 

Die  Anzahl  derjenigen  Theiler  von  N,  welche  nach  dem  Modul 
JU  der  Zahl  a:  congruent  sind  und  der  Combination  9(',  SS',  S',....2' 
entsprechen,  ist  nun  Z^lf^  wo  die  Summation  auf  sSmmtliche  Divi- 
soren der  Zahl  N  auszudehnen  ist.    Man  erhält  daher: 

x,,,=....+  l2;/*'«-«''^+i5^*-«''*+-+T(«-«'>^+-.  (12) 

11/ 

oder  auch: 

1 
2?i|;=....  +  ^2:p^'/^-|...... (13) 

wenn  zur  Abkürzung 
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^a^  +  p3Jß  +  ....+|8L=|, 
und  dem  entsprechend: 

Ja^'  +p»fi"  +....+j.iL'  =1'. 


iw«-  ^..    -  wi«^  ^,,    .  m 


-,?U"  +g;»fi"  +....  +  ^8L"=|".   I         ^j^j 


w*^  ,.^     iw«^w,.-v  m 


ferner,  wie  in  §.20.: 

p-^«'''-r*'*--r«'^=p.- (15) 

gesetzt  wird.  Man  darf  in  der  Gleiehnng  (13)  den  konstanten 
Faktor  px'  vor  das  Sommationszeichen  setzen,  wodurch  dieselbe 
folgende  (lestalt  annimmt: 

2:t/;  =  ....  +  ^p/2?P^+ (16) 

Will  man  nun  aber  alle  Theiler  von  N  erhalten ,  welche  ^x  (mod.üf) 
sind,  so  muss  man  ZZti;  bilden,  wo  die  zweite  Summation  sich 
auf  alle  Systeme  9,9,  S,  ....£  in  §.  38.,  (5)  bezieht,  und  es  ist 
daher : 

(17) 

Die  Grösse  in  der  Klammer  ist  offenbar  &  (siehe  §.  20.)  oder 
PxSi ,  wo  px  ein  beliebiges  Glied  der  Summe  Sx  bedeutet.  Nun 
ist  <$i  entweder  Null  oder  n,  man  kann  daher  schreiben: 


iM,x)=..,.  +  jpx2^P^+,..., (18) 


wo  der  Strich  an  dem  Summationszeichen  andeuten  soll,  dass 
A,  B ,  C,.  ..  L  ein  solches  System  von  Coefficienten  vorstellt, 
welches  der  Bedingung  S|  =  w  genügt  und  wo  die  Summation 
liber  alle  Theiler  der  Zahl  N  auszudehnen  ist.  Um  nun  alle 
Gli*»<ler  der  Gleichung  (18)  aufführen  zu  können,  seien  noch  fol- 
gende Bezeichnungen  in  Anwendung  gebracht. 

Bedeutet  wie  frülier 
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ein  solches  System  von  Coefficienten,  für  welches  Sx  ^^^  Wertfa 
ft  hat,  fernem;  So,  So,  So,.... So  eine  beliebige  Combination  von 
Exponenten,  welche  der  Congroenz 

a\  6»o  c«o . . . .  Po  =  aro  (mod.  M) 

genfigt,  und  setzt  man: 

'  -  '4^W8U -  ^ Ä(0»„- ....  -  %  m^v  =  ro(') , 

a  Q  l 

80  nimmt  (18)  folgende  Gestalt  an: 

(ül,  a:)=it^2:'/^+pt*'2;'/^+....  +  Px2:'pi"^).   (19) 

Zur  Bestimmung  der  Anzahl  derjenigen  Theiler  der  Zahl  iV, 
welche  nach  dem  Modul  M  bezuglich  die  Reste  x^^  x,2,,  ^8,....ay 
lassen,  hat  man  daher  folgendes  System  you  Gleichungen: 

{IIa ,  x^)=j\p^^'  2'  p^  ^  p^^''  z'  p^  \  ....-^px^^  s'  pi^\, 

1  (/)(/)>  (20) 

{M,Xj)=j\Ptf  Z'P^-^Ptf  2' Pt -{..,., -{-Pt^^E'P^^^l 

Die  Formeln  (20)  nehmen  eine  einfachere  Gestalt  an^   wenn  man 

'    die  Voraussetzung  macht,  dass  a,  b,  c,  —  /,  abgesehen  von  der 

Ordnung,    mit    den    Zahlen    x^  x^,  x^,  .. , ,  x^  übereinstimmen. 

Setzen  wir  in  diesem  Falle  ausserdem  noch  voraus,  es  liege  den 
Formeln  (20)  der  ursprüngliche  Ausdruck  von  T,  nehmlich 
T^a^^b^c^^ ,,..  ß^  zu   Grunde,    und    bemerkt    man,    dass   ("ür 

ari=a,  «1  =  1,  a3,=e,  =2)i=:....=  8i=0,  also  j:,  =  — ^,^ 
gesetzt  werden  kann,   so  erhält  man: 

(21) 

(iu,a)  =  y\p  «'   rp^+p  «'    i;'/^ +....  + p  «'     2'p^^\, 

{M,b)  =  j\P  *'  rP^'^P  *'  2:'/^  +  ...  +  P'"»'^  E'P^^\, 
{M,l)=.j\P    ''     2'P^+P    f     2' P^ +  ....+ P~ T       2'Pt^\, 


332  Traub:    üeöer  die  An%aM 

oder^    wenn  blos  das  allgemeine  Glied  geschrieben  wird. 


(22) 


1  _- 


M  -  m     . r,    .  m  ,.w  .         .  fi 


In  den  Formeln  (20),  (21),  (22)  wollen  wir  diejenigen  Glieder, 
welche  dem  einfachsten  Systeme  A  =  B  =  C=  ....  =  L  =  0  ent- 
sprechen, als  erste  Glieder  dieser  Gleichungen  bezeichnen,  die- 
selben sind  alle  einander  gleich,  und  zwar:    -^Sh 

Ebenso  sieht  man,  dass  in  der  Formel  für  (JH,  I)  in  dem 
Gleichungensystem  (22)  alle  Coefficienten  gleich  -f-  1  sind.  Setzt 
man  in  (22)  statt /die  Zahl  (i=zg)(M),  und  bedeuten  a,  b,  c,  d,,„J 
die  sämmtlicfaen  Zahlen,  welche  <  ilf  sind  und  mit  M  keinen 
gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  so  sind  dieses  die  allgemein- 
sten Formeln  zur  Bestimmung  der  Anzahl  congruenter  Theiler 
irgend  einer  Zahl. 


§    41. 

In  den  Formeln  (20),  (21),  (22)  sind  m  und  P  nicht  absolut 
bestimmt,  man  kann  nehmlich  för  m  eine  beliebige  Zahl  wSbleo, 
die  durch  die  Exponenten  a',  6',  &,,,,,  V  theilbar  ist  und  für  P 
irgend  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  a?"»— 1=0.  Bedeu- 
tet in*  die  kleinste  Zahl,  die  durch  a%  b* ,  c^..../'  theilbar  ist, 
und  setzt  man  m  =  vm'  und  P^  =z  P',  so  ist  P'  eine  primitive 
Wurzel  der  Gleichuns^  x"^' — 1  =  0,  und  die  erwähnten  Gleichun- 
gen werden  durch  diese  Substitutionen  in  ganz  ähnliche  verwan- 
delt, in  welchen  m  durch  m'  ersetzt  ist  und  die  primitive  Wurzel 
sich  auf  die  Gleichung  ^»»''—1=0  bezieht  (siehe  §.  19.).  Die 
Unbestimmtheit  von  m  uibt  also  zu  keinem  andern  Systeme  von 
Gleichungen  Veranlassung.  Nimmt  man  an,  es  sei  t  zu  m  rela- 
tive Primzahl,  so  ist  auch  P^  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung 
.r"»  —  1=0.  Erinnert  man  sich  an  die  in  §.  24.  aufgeführten  Ei- 
genschaften derjenigen  Systeme  A,  By  C,^.,*L,  welche  der  Be- 
dingung <S|=n  genügen,  so  schliesst  man  daraus,  dass  eine  an- 
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dere  Wahl  der  priroitiven  Würzet  nur  die  Anordnung  der  Glieder 
in  den  Gleichungen  (20),  (21),  (22),  nicht  aber  jene  selbst  verändert. 


§.  42. 

Lässt  man  in  den  Formeln  (21),  (22)  die  CoefBcienten  unver- 
ändert, während  man  in  dem  allgemeinen  Gliede  der  Summen  P 
durch  P^  ersetzt,  so  geben  die  neuen  Formeln  die  Anzahl  der- 
jenigen Theiler  der  Zahl  N  an,  deren  fte  Potenz  bezuglich  von 
der  Form 

Mx  +  a, 

Mx  +  6, 

•   •   •   • 

Mx\l 

ist,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  die  seitherigen  Entwicke- 
lungen  unter  der  modificirten  Voraussetzung  noch  einmal  sich 
vergegenwärtigt. 

§.43. 

Die  Gleichungen  (22)  haben  verschiedene  Eigenschaften,  von 

welchen  die  einfachsten  jetzt  entwickelt  werden  sollen. 

i 

])  Die  Summe  der  gleichnamigen  Coefficienten,   nehmlich : 

_™>#         — ^a  — — r 

«=:P    ^     \P    *'       +...  +  P     '' 

ist  im  Allgemeinen  gleich  Null,  den  einzigen  Fall  ausgenommen, 
wo  alle  Coefficienten  A^  i?,  C,,...L  verschwinden  und  man  «  =  /* 
erhält.  Zum  Beweise  bilde  man  das  Produkt  S^s,  dem  wir  fol- 
gende Form: 


geben  können^  wo  der  umfang  jeder  Summe  durch  die  Ungleich- 
heiten 
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o'>«^0, 


6'>(3^0, 


und  die  Congruenz 

a*^bßcy...,l^=V  (niod.  TU) 
bestimmt  ivird.     Da  man  aus  letzterer  ableitet: 

a«6iS+icy..../f  =  6  ^ 


so  erhält  man  nach  §.  5. : 


oder  einfach : 


__  _. -Att —  r-  BS  —  .  .  .  .  —  -^  J&/, 


«Äj  z=  2;p 


wo  die  Summation  jetzt  auszudehnen  ist  über  die  a*b*c'.,..t  Systeme 
der  a,  ß,  y, A,  welche  den  Ungleichheiten 

geniigen.  Die  so  definirtc  Summe  ist  aber  gleich  Null  (siehe  §.  27.).. 
den  einzigen  Fall  ausgenommen,  wo  alle  Coefficienten  A,  B,  C,.,„L 
Null  werden  und  die  Summe  den  Werth  /?V/V.... /'  =  «/*  annimmt. 
Es  ist  daher  ns  =  0  oder  ns  =  nf,  also  im  Allgemeinen  5  =  0,  und 
in  dem  erwähnten  speciellen  Falle,  welcher  den  ersten  Coeffi- 
cienten der  Gleichungen  (22)  entspricht,  «  =  /'.  Da  man  auch 
schreiben  kann  : 
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so  ergibt  sich  diese  Eigenschaft  aach  schon  aus  §.  27.  Nach 
§.  24.  kann  man  diesen  Satz  in  folgender  Weise  verallgemeinern : 

Ist  t  zvL  m  relative  Primzahl,  so  wird  die  Summe  der  ften 
Potenzen  der  gleichnamigen  Coefficienten  in  den  Gleichungen  (22) 
im  Allgemeinen  gleich  Null,  und  ist  t  durch  m  theilbar,  so  erhält 
diese  Summe  den  Werth  f.  Eine  Ausnahme  findet  bei  der  Summe 
der  <ten  Potenzen  der  ersten  Coefficienten  in  den  Gleichungen  (22) 
Statt,   hier  erhält  man  für  jedes  t  den  Werth  /*. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (22)  findet  man  somit: 

(ilf,  fl)  +  (ilf,  6)  +  (ill,c) +  ....  + (il/,/)  =  2;i, 

wo  die  Summation  über  alle  Divisoren  der  Zahl  N  auszudehnen 
ist.  Es  ist  daher  (iH,  a)  f  {M,  6)+  ....  -f-  (iH,  /)  gleich  der  An- 
zahl sämmtlicher  Theiler  von  IS ,  wie  a  priori  klar  ist. 

§.  44. 

2)  Das  Produkt  der  gleichnamigen  Coefficienten^n  dem  Systeme 
der  GFeichungen  (22)  ist  gleich  der  positiven  oder  *  negativen  Ein- 
heit.    Denn  als  Werth  dieses  Produktes  erhält  man: 

« 

a'  h'  &  V 

Es  ist  aber  für  jedes  System  Ay  B,  C, ....  L,  welches  in  die 
Gleichungen  (22)  eingeht^    iSj  =  7t,    also: 

—  ^a  +  T>op +  ....  + 7j  X»A^O  (mod.  m)- 

Da  nun  nach  dem  verallgemeinerten  Wilson 'sehen  Satze  (siehe 
§.  15.)  nothwendig  eine  der  zwei  Congruenzen 

a6c. .../==!  (mod.üf), 
a«Ä«c«....^=l  (mod.ilf) 

Statt  findet,   so  ist  im  ersten  Falle: 

-,  il  f  ^  ^  +  -,  C  +  ....  +  Y/  /-=ü  (mod.  m) , 
und  im  zweiten : 

2(^,^  +  ^£f|-^C  +  ....  +  "L)  =  0(mod.m), 
«voraus  die  Richtigkeit  des  Satzes  sich  ergibt.    Findet  der  zweite 
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Fall  Statt  5  80  wird  das  Produkt  der  gleichnamigen  CoefBcienten 
eben  so  oft  -f- 1  als  — ^  1. 

Um  dieses  zu  beweisen,  bilde  man  die  Summe 

m         tn         m  ^  m  ^ 

wo  die  Summation  über  alle  Systeme  A,  B,  Cs*..*L  auszodeh- 
nen  ist,  welche  der  Bedingung  Si  =  n  genfigen.  Dieselbe  bat 
nach  §.  25.  den  Werth  0  oder  f.  Da  im  letztern  Falle  jedes  Glied 
der  Summe  gleich  1  ist,  so  muss  der  erste  Fall  Statt  finden  oder 

sich  auf  Null  reduciren,  woraus,  da  jedes  Glied  dieser  Summe 
gleich  Jrl  ist,  die  Richtigkeit  der  Behauptung  hervorgeht. 


§.  46. 

3)  In  jeder  von  den  Gleichungen  (22)  ^  mit  Ausnahme  derje- 
nigen für  (M,  1),  ist  die  Summe  der  Coefficienten  gleich  Null  und 
für  (M,  1)  wird  dieselbe  gleich  f.  Es  ist  dieses  ein  specieller 
Fall  von  dem  allgemeinen  Satze  §.  25.     Nach  demselben  ist  z.  B. 

2P    ^      im  Allgemeinen  gleich  Null ;  soll  diese  Summe  aber  den 
Werth  f  haben,  so  muss  0,  1,  0^  0^....0  ein  System  för  a,  jS,  y,....i 

sein,  welches  der  Congruenz  a^bßcV /^^l  (mod.ilf)  genügt; 

hieraus  ergibt  sich  aber  b^l  (mod.  ]U).    Von  der  Richtigkeit  des 
Satzes  kann  man  sich  auch  auf  folgende  Weise  überzeugen: 

Da  nach  -  §.  32.  der   Coefficient  B  jeden   Werth    der   Reihe 

0,  1,  2,  3, ....  6'— 1  so  oft  annimmt,  als    r;  Einheiten  enthält,  so 
ergibt  sich  folgende  Gleichung: 

P  »'  — i 

welche  zu   denselben  Folgerungen   wie  vorhin  Veranlassung  gibt. 

Allgemeiner  lässt  sich  der  Satz  auf  folgende  Weise  ausdrücken: 
In  jeder  von  den  Gleichungen  (22),  mit  Ausnahme  derjenigen  för 
(Mi  ]),  hat  die  Summe  der  iften  Potenzen  aller  Coefficienten  den 
Werth  Null,  wenn  t  zu  m  relative  Primzahl  ist,  und  wird  ^  durch 
m  theilbar  vorausgesetzt,   so  ist  diese  Summe  gleich  f.    Da  in 
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der  Gleichung  für  {M,  \)  alle  CoefBcienten  gleich  l  sind,  so  wird 
für  ein  beliebiges  t  der  Werth  der  entsprechenden  Summe  gleich  f. 


§.46. 

4)  In  jeder  von  den    Gleichungen  (22)   ist  das   Produkt  der 

Coefficienten  gleich  db  1.    Denn  da  z.  B.  B  jeden  Werth  der  Reihe 

f 
0,  1,  2,  3,  ....6' — 1  so  oft  annimmt,  als   t^  Einheiten  enthält,   so 

wird  das  Produkt  der  Coefficienten  in  (ill,  b)  gleich 

woraus  die  Richtigkeit  der  Behauptung  hervorgeht. 

Die  Eigenschaften  §§.  43.,  44.,  45.,  46.,  welche  hier  der  Kurze 
halber  für  das  System  der  Gleichungen  (21),  (22)  bewiesen  wur- 
den, haben  ganz  unverändert  auch  in  dem  Systeme  der  Glei- 
chungen (20)  Giltigkeit,  wovon  man  sich  auf  ähnliche  Weise 
überzeugen    kann. 

§.  47. 

Was  nun  die  Ausführung  der  Summationen  betrifft,  welche 
in  den  Gleichungen  (20),  (21),  (22)  vorzunehmen  sind,  so  hat 
dieselbe  keine  Schwierigkeit.  Wir  führen  zur  Abkürzung  folgende 
Bezeichnungen  ein: 

Ein  Produkt  von  der  Form 

/»_!      •      pk 1  /%_!      *  •   .   •   (23) 

wo  P  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  x^ — 1=0;  «190^,1x8,.... 
die  frühere  Bedeutung  §.  37.  (1)  haben,  und  k  eine  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  ist,  werde  durch  das  Symbol  {kia)  bezeichnet. 
Ist  k  durch  m  theiibar,   so  verwandelt  sich  (23)  in: 

(«1  +  1)  (oa  +  I)  («8  +  1)  ..-.  =  (wi : a), 

welches  der  Ausdruck  ist  für  die  Anzahl  sämmtlicher  Theiler 
einer  Zahl,  welche,  in  Primfaktoren  zerlegt,  folgende  Form  hat: 

a|«ia2^a3^i 

Statt  (iii:a),  welches  von  m  unabhängig  ist,  werde  die  einfachere 
Bezeichnung  (a)  gebraucht. 
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FOr  einen  konstanten  Werth  von  k,  der  durch  m  nicht  theil- 
bar  ist,  kann  der  Faktor  — pj^ , —  von  {kia)  nur  m  verschie- 
dene Wertbe  annehmen,  jenachdem  a  einer  Zahl  der  Reibe 
0,  1,  2,  3, ....  m  —  ]  congruent  ist.  Oder  in  Zeichen  ausgedruckt, 
es  ist: 

(^:o)  =  (A:':o),    sobald    ^^  A' (mod.m). 

Ist  insbesondere  o^fii-- 1  (mod.m),  so  erhält  man  Null,  wo- 
raus hervorgebt,  dass  {kia)  verschviindet,  sobald  k  durch  m 
nicht  theilbar  und  irgend  einer  der  Exponenten  in  dem  Symbole 
{kxci)  die  Congruenz  a^m  —  1  (mod.m)  erfüllt.  Bedeutet  z.  B. 
P  die  primitive  Wurzel  der  Gleichung  a?^  — 1=0  oder  — 1,  und 
ist  k  durch  m  nicht  theilbar,  also  ungerade,  und  somit  P^  =  P, 
so  verwandelt  sich  (k:cc)  in  folgendes  Produkt: 

1  +  (~1)°>    1+ (-!)«»   l+C-l)«» 
•2*2*2 

und  werde  durch  [a]  bezeichnet.  Das  Symbol  [a]  ist  daher  gleich 
der  positiven  Einheit,  wenn  die  Exponenten  a  alle  gerade  sind, 
und  Null  im  anderen  Falle.  Die  Formeln  (22)  nehmen  dann  fol- 
gende Gestalt  an: 

(yif,  6)==....  +  ^P"^''.(^,^:a).(^i?:^)....0L:x)  +  ...., 
(ilf,  c)  =^...  +  ^P"^''(^,^:«)(^,Ä:i3)....(^L:x)  +  ...., 


(.V,  /)  =  .... +J.P    '''  (^.^:«)(^ß|5)....(^L:;i)  +  .... 

Da  für  das  erste  Glied  in  diesen  Formeln  /<  =  Ä=C=....=5l#=:0 
ist,   so  wird  dasselbe  gleich    "2^ («)(/?) (y)  ....(A). 


VI. 

Anwendung  des  Vorhergehenden  auf  einige  Beispiele. 

Wir  wollen  zum  Schlüsse   die  gefundenen  Formeln   noch  auf 
einige  specielle  Fälle  anwenden. 
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§.48. 

Die  Zahl  N  enthalte  nur  Primfaktoren  von  nachstehenden  zwei 
Formen : 

b^(M-\)  (mod.JI). 

Hier  ist  a'=:l,  b'  =  2,  man  setze  daher  111  =  2  und  nehme  für 
P  die  primitive  Wurzel  der  Gleichung  a:*  —  !  =0  oder  P=z — l. 
Nach  §.28.  sind  nun  die  Systeme  A,  B,  welche  der  Bedingung 
Si=n  genägen,    die  folgenden  zwei: 

A,    B 

0,     0 
0,     I. 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  in  die  Gleichungen  (22),  welche 
fQr  dielien  Fall  folgende  Gestalt  annehmen: 

{in,  a)=  ...  +  i/>-«^ 2:' pa^^a+Ä^ +...., 
(iH,  6)=.... +  iP-^2;'/»^-^«  +  Ä-2B-|-  ...., 

erhält  man: 

(yi/,  iif- i)  =  ii 2:1 -i;(- 1)^1, 

und  durch  Ausführung  der  Summationen: 

(iH,  l)=il(a)(/J)  +  (a)[j31l,l 
(iH,  ^-l)  =  it(«)(|8)-(a)[|5]|.  i      •    •    •    -^'^ 

Hat  der  Modul  JH  einen  der  drei  Werthe  3,  4,  6^  und  ist  iY  zu 
M  relative  Primzahl ,  so  lassen  sich  sämmtliche  Divisoren  von  N 
in  zwei  Gruppen  anordnen,  welchen  nachstehende  lineare  For- 
men entsprechen : 

üfor+l.     üfar+yH— 1, 

and  es  geben  alsdann  die  Formeln  (1)  die  Anzahl  der  in  jeder 
Gruppe  enthaltenen  Divisoren  der  Zahl  iV. 

§.  49. 

Als  zweites  Beispiel  werde  angenommen^  der  Modul  ßi  sei 
durch  4  theilbar  und  die  Zahl  N  enthalte  nur  Primfaktoren  von 
folgenden  vier  Linearformen: 
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a^\  (mod.ilf), 
^^-ö*  — 1  (mod.  ^), 

•mm 

c  ^  "ö"  +  1  (mod.  M)^ 

d=M'-\  (rood.ül), 

woraus  man  ableitet: 

6«  =  c«  =  d«=l  (mod.iü), 
ferner 

bc^d 

,        .  >  (mod.  ilf). 

bcd^\. 

Daher  ist  «'=1,   ^'  =  c'=rf'=2,   also  iii=2  und  P=— 1. 

Die  Systeme  a,  /5,  y,  5,  welche  der  Congroenz  a^ficyd^=[  (mod.  M) 
genügen^  sind  nun  die  folgenden: 

a,     /5,     y,     ^, 
0,    0,    0,    0, 

1,  1,  1,  1, 

also  n  =  2.     Die  Summe  S^  oder  EP-^^^-Bß^Cy^Dd  ^\^^  daher: 

Zur  Bestimmung  derjenigen  Combinationen  A^  B,  C,  D,  welche 
der  Bedingung  Si=^n  genügen,  erhält  man  somit  die  Congruenz: 

ß  ^  C  +  D  =  0  (mod.  2) 

und  leitet  hieraus  folgende  4  Systeme  der  CoefBcienten  Ä^B,  C,D  Sih: 

0,  0,  0,  0, 

0,  1,  0,  1, 

0,  1,  1,  0, 

0,  0,  l,  1. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (22)  ein,   welche  in 
diesem  Falle  sich  auf  nachstehende: 

(My  a)  =  ....  +  ip-2^2:'/»^-^a+J?-^+c2:c+i>Ä^....^ 

(M,  b)  =  ....  +  ip-B2;'/»^Ja+B^+CJc+I>Ä^__^ 
(M,  C)  =  ....  +  J/>-C2;'/»^-^a+B2fc+CJc+I>Ä  4...... 

(ilf,  rf)  = ....  +iP-^i;'/»^'^a+^-2Hci?c+i>2b4-.... 
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redaciren^  so  erhält  man: 

{My  a)  =  i{  2:1  +  ^/>Ä+Ä  +  zpsb^^^  +  2?P^c+2b}, 

(üf ,  c)  =  i  i  2:1  +  2?P-^+Ä — ^pÄfi^c  _  2:pÄ+Zb  j , 

(üf ,  fi)  =  J{  2?1  -  ;?P-S6+-2>>  +  ^p2B+2;c _  ^p2c+2b  j ; 

oder  durch  Ausfuhrung  der  Summationen : 

(2) 
( Jf ,  «)  =  i  I  («)  iß)  (y)  (5)  +  («)  [/J]  (y)  [S\  +  <«)  [/SJ  [yj  (S)  +  («)  (/?)  [y]  [S]  j, 

(ilf .  6)  =  i{  («)  iß)  (y)  (*)  -  («)  [ß]  (y)  [5]  -  («)  [ß]  [y]  (Ä)  +  (a)  (ß)  [y]  [Ä]  |. 

(iw,  c)  =iU«)(|S)(y)(<5)+(«)[^](}')[«]-(«)[/S][y](<5)-(«)(/S)  MMi, 

(Jlf ,  «ö = i{  («)  iß)  (y)  (.5)  -  («)  m  (y)  [<5]  +  («)  [jS]  [y]  (Ä)  -  («)  {§)  [yJ  [ÄJ  ]. 

Durch  Addition  von  je  zwei  dieser  erhält   man    folgende  Paare 
von  Gleichungen : 


(3) 


(ilf,  a)+(ilf,  rf)=i((«)(ß)(y)((5)  +  (o)[iSJ[y](^l,  \ 
{M,  b)  +  (üf ,  c)  =  i{  (a)  iß)  iy)  (<J)  -  («)  [ß]  [y]  (d)  j ;  i 

(J!f.a)+(i«f,  c)=il(a)(iS)(y)(a)  +  («)[^](y)[Ä]!,  > 
(ilf,  Ä)  +  (ilf,  d)  =JI(«)(/S)(y)(a)-(a)[^](y)[a]!;  }     ^^^ 

(ilf,  a)  +  (üf.  6)  =  il(«)(^)(y)(Ä)  +  («)(/J)[y][Ä}l, 
(ilf,  c)  +  (üf.  rf)  =  JI(«)(/?)(y)(Ä)-(«)(/J)[y][a] 


;} 


(5) 


and  hieraus   ergeben   sich  durch  Snhtraction   der  zwei  Gleichun- 
gen eines  jeden  Paares  die  nachstehenden : 

(üf ,  a)  +  (ilf,  d)^{M,  b) - (iH,  €)  =  («) [jS] [y] (5) ,  (6) 
(üf ,  a)  +  (Jlf ,  c)  -  (iH,  *)  -  (ilf,  cO  =  («)  [|5]  (y)  [^] ,  (7) 
(ilf,  a)  +  (ilf,  6)  -(ilf ,  c)  -  (ilf,  d)  =  («)  (/?)  [y]  [(5].        (8) 

Setzt  man  voraus,  dass  die  Zahl  N  von  der  Form  6  oder  e 
ist,  so  können  nicht  alle  ß  und  alle  y  gerade  sein,  weil  sonst  N 
die  Form  a  oder  d  hätte,  es  ist  daher  [/?][y]  =  0,  und  aus  (6) 
ergibt  sich  folgender  Satz: 

1)  Für  jede  Zahl  IS  von  der  Form  b  oder  c  ist 

Theil  XXXVn.  23 


L. 
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{M,  a)  +  (üf,  ci)-(ilf,  6)  — (il/,  c)  =0. 

Und  ebenso  leitet  man  vermittelst  (7)  und  (8)  die  nacfastehen^ 
den  Folgerungen  ab.. 

2)  Für  jede  Zahl  von  der  Form  b  oder  d  findet  die  Gleichung 

(ilf,  a)  +(ilf,  c)— (ilf,  6)-  (ilf,  ci)  =  0, 
und  ebenso 

3)  für  jede  Zahl  der  Form  c  oder  d  die  Gleichung 

(M,  a)  +  (üf,  6)  -  (ilf .  c)  — (ilf ,  ci)  =  0 
Statt. 

Ist  ^  =  8  oder  12,  so  geben  die  Formeln  (2)  die  Anzahl 
aller  congruenten  Theiler  einer  Zahl  N  an,  welche  zn  M  relative 
Primzahl  ist. 

Aehnliche  Formeln  wie  für  illf=:8  und  12  erhSit  man  auch 
für  il#  =  24,  so  wie  überhaupt  für  diejenigen  Fälle,  wo  die  Zahl 
N  nur  solche  Primfaktoren  enthält,  welche  zum  Exponenten  1 
oder  2  gehOren. 

§.  50. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Formeln  för  üf  =  5  ableiten. 
In  diesem  Falle  ist: 

o  =  l,  a'  =  l, 

6=2,  6' =  4, 

c  =  3,  c'  =  4, 

ci==4,  ci'=2; 

also   m=:4,    P=i   oder    —  i. 

Die  Systeme,  för  welche  a'6/^cYci^^=>l  (mod.ilf),  sind  die 
folgenden  : 

a  ß  Y  ö 

0,  0,  0,  0 

0,  1,  1,  0 

0,  2,  2,  0 

0.  3,  3,  0 

0,  0,  2,  1 

0,  1,  3,  1 

0,  2,  0,  1 

0.  3,  1,  1. 


j 


i 
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Es  ist   daher  n  =  Sj    /*=:4,    und  fSr  das  allgemeinste  System 
^»  ßf  Y*  ^  kann  man  setzen: 

«  =  0, 

ß^x  (mod.4), 
y^x  +  2y  (mod. 4) , 
d^y  (mod.  2); 

wo  för  X  die  Zahlen  0,  1,  2,  3  und  för  y  0  und  l  su   nehmen 
ist    Durch  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  die  Summe  Si  oder 

folgende  Gestalt  an  : 

Jp- jT  (S  +  CO  ^/>- «y  (C+ Z?) , 
o  o 

oder  durch  Ausführnng  der  Sunimationen : 

p-4(JJ+C)__l     p_4(C+I>)_l 

"P=Tb+'c)~ Y  •  />-a(C+i>)«-i  • 

Als  Bedingungen,  damit  Si=:S  wird,  erhält  man  daher  die  zwei 
Congruenzen : 

B  +  C  =  0  (mod.4),     C  +  D  =  0  (mod.2), 

und  hieraus  ergeben  sich  nachstehende  Systeme  von 

A,     B,     C,    D: 


0, 

0, 

0, 

0 

0. 

2, 

2, 

0 

0, 

3, 

1. 

1 

0. 

1, 

3, 

1. 

Die  Gleichungen  (22),    welche  sich  für  iK/=5  auf  folgende: 
(M,  a)  =  ....+  i/>-4^2?'Pi'-^+  cJc+2i;ä  ^  ....^ 

(ü/,6)  =  ....  +  iP-^-S'P^^  +  C^c  +  2Il2>,  +,..., 
(M,c)=z....  +  iP-C2:^pB£b+C2:c  +  2D2t  +...., 
(ilf ,  cO  ==....  +  iP-«^  2?' P^-«>+ C^c  +  2ö-b -1- .... 

reduciren,  werden  alsdann: 

(ilf,c)=:it-2:i+P-2^"  +  p-i2r''  +  />-»2?^ri,  ^     w 

23 
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wo  der  KOrze  halber 

gesetzt  wurde.    Es  ist  aber : 

Um  2"'  und  27^^^  zu  finden,  bemerke  man ,  dass  für  P=:t  und 

A:  =  l  der  aligemeine  Faktor  des  Symbols  (ä:«),  nehmÜch     p^ ,    , 

die  Wertfae  1, 1  +  t,  t,  0  annimmt,  jenachdem  a^O,  l,  2,  3  (med. 4). 

Versteht  man  daher  unter  (-rj   die    positive    oder    negative 

Einheit,  jenaehdem   die  Congruenz  x^^a  (mod. 4)   möglich   oder 
unmöglich  ist,  so  kann  man  setzen : 

für  P=i  und  A:=:3,   also  P'=  — P,  nimmt  derselbe  Faktor  den 
zu  (10)  conjugirten  Werth  an,   nehmlich: 

(— t)  — 1     ""        2       """*         2         •  •    •    •    \^^) 
Für  P=i   und  kz=i2  geht  der  allgemeine  Faktor  von  (Ä::a)  hin- 
gegen   über  in    s >   äo    dass    (2 :  a)  =  [«]    erhalten    wird. 

Bezeichnet  man  nun  (l:«)  und  (3:ck),    d.  h.  die  zu  einander  con- 
jugirten Produkte 


r-      2       "■*         2  2  2  '  *"* 

durch  ja}  und  \a\* y  so  sind  dieselben  gleich  Null,  wenn  irgend 
einer  von  den  Exponenten  a  nach  dem  Modul  4  den  Rest  3  lässt. 
Sind  aber  alle  Exponenten  ^0,  1,  2  (mod.  4),  und  nennt  man  die 
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Anzahl  derer,  «reiche  =l,2(mod.4)  sind,  bezüglich  m'  und  m", 
so  erhält  man: 

{a|  =(!  +  .•)»'»*-, 

|o}'  =  (l  — O-'C— i)»'. 

Die  Gleichangen  (9)  gehen  daher  in  die  folgenden  fiber: 

(üf .  «)  =:i{  (a) (^) (y)  («)  +  («) [/J] \y\(S)  +  («) |  /J}'{y| \S\  +  («) | /JMy|' [Ä] ), 
(M,  Ä)  =?  it  (a)  (jS)  (y)  (d)  -  (a)  [^]  [y]  (6)  +  i(«)  {/Jf  |y)  f d]  -  i(«)  |^)  (y)'  [Ä] }. 

(Jlf,c)=i{(«)(jS)(y)(^-(«)[|S][y](.5)-i(«)l/S|'{y}[«]  +  i(«)t/J){yl'Ml. 
(Jlf,d)=i{(«)(/3)(y)(d)+(«)[fl[y](d)-(«)|jJ|'{y}[*]-(«)t|S)|y)'P]); 

and  hieraus  ergeben  sich  die  einfacheren: 

(üf.  a)  +  (ilf,d)=it(«)(jJ)(y)(*)  +  («)[^][y](Ä)l, 
(ilf,  6)  +  (Jf.  c)  =  4{(«)(«(y)(d)-(«)[/J][y](«)}, 
(AI ,  a)  +  (ilf,  rf)  -  (ilf,  «)  -  (Jf ,  c)  =  («)  [/?]  [y]  (d) ; 

woraus  ähnliche  Folgerungen  wie  in  §.  49.  abgeleitet  werden  kSnnen. 
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Zum   Apollonischen   Problem. 

Von 

Herrn  Prof.  Dr.  A.  Kurz 
in  Zag. 


Wendet  man  den  Begriff  der  Aehnliehkeitspolare  und  der 
Potenzliiiie  zweier  Kreise  auch  auf  den  Kreis  in  Verbindung  mit 
einer  Geraden  oder  mit  einem  Punkte  an,  so  gewinnt  man  eine 
einheitliche  direkte  Lösung  der  Aufgaben  des  Apollonischen 
Problems,  welche  vom  konstruktiven  Standpunkte  ganz  empfeh- 
lenswerth  erscheint. 

Zu  dem  Ende  sollen  in  Kürze  jene  Zusätze  angeführt  und 
naqh  einer  engen  Zusammenfassung  sammtlicher,  das  ^Construk- 
tionsver fahren  begründender  Sätze  auf  eine  der  genannten  Auf- 
gaben beispielsweise  angewendet  werden. 

1.  a)  Der  Kreis  in  Verbindung  mit  einem  Punkte  hat  diesen 
als  Aehnlichkeitspunkt.  Die  Polare  desselben  ist  die  Aehniich- 
keitspolare. 

ß)  Der  Kreis  in  Verbindung  mit  einer  Geraden  hat  als  Aeho- 
lichkeitspunkte  die  Endpunkte  des  auf  jener  Geraden  senkrechten 
Dul'chmessers.  Der  entferntere  derselben  ist  der  äussere,  der 
nähere  der  innere  Aehnlichkeitspunkt.  Die  durch  dieselben  ge- 
legten Tangenten  sind  die  äussere  und  innere.  Aehnlichkeitspolare 
des  Kreises  mit  der  Geraden  *). 

2.  et)  Die  Potenzlinie  —  der  geometrische  Ort  aller  Punkte 
gleicher  äusserer  Potenzen  für  zwei  Kreise  —  eines  Kreises  in 
Verbindung  mit  einem  Punkte  ist  die  zur  Axe  Senkrechte ,  deren 
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Abstand  vom  Punkte  das  pieometrisclie  Mittel  ist  znischen   ihren 
Abständen  vom  nächsten  und  fertiHten  Punkte  der  Perigilvrie. 

Man  findet  leicht  einen  Punkt  dieser  Pnlenzlinie,  ivenn  man 
durch  den  fraglichen  Punkt  einen  Kreisbogen  legt,  der  den  frag- 
lichen Kreis  schnelltet  (oder  berührt);  die  betreffende  Sekante  (be- 
_  riehungsweise  Tangente)  und  die  durch  jenen  Punkt  gelegte  Tangente 
des  Kreisbogens  schneiden  sich  in  einem  Punkte  der  Potenzliuie. 

ß)  Die  Potenzlinie  eines  Kreises  in  Verbindung  mit  einer  (ie- 
I    raden  ist  diese  selbst.     {S.  die  Note  auf  vorsteh.  Seite.) 

3.  Werden  zwei  Kreise  von  einem  dritten  gleichnamig  wie 
in  Taf.  II.  Fig.  10.  oder  ungleichnamig  berflhrt,  so  bilden  die  bei- 
'  den  gemeinschaftlichen  Tangenten  DP  und  dp  die  PotenKÜnien 
der  sich  berührenden  Kreise;  der  DiirchscbriitlE|iundt  P,  der  bei- 
den Tangenten  ist  daher  der  Potenzpunkt  der  drei  Kreise  und 
die  xur  Axe  Cc  Senkrechte  PiCiF,  die  Potenzlinie  der  beiden 
berSbrten  Kreise  (C,  c). 

Zieht  man  von  einem  der  Durchschnittspunkte  (fc',)  dieser 
Linie  mit  dem  FSerährnngskreise  die  Geraden  nach  den  KerOh- 
rangspunkten  D  und  d,  so  erhält  man  die  Punkte  G  und  g,  deren 
Radien  CO  und  rg  mit  dem  Radius  C,  G,  parallel  sind.  Durch 
die  Perpendikel  PGF  und  pgf  auf  die  Axe  Cc  werden  ferner  die 
beiden  beriibrien  Kreioe  in  ähnliche  Segmente  getbeilt,  den  Seg- 
menten des  Berührnngskreises  durch  P,GtF,. 

Diese  Senkrechten  FG  und  /j  sind  aber  die  äusseren  Aebn- 
llchkeitspolaren  der  beiden  Kreise  aus  C  und  c  (im  Falle  ihrer 
mipieichnamigen  Beröhrun"  die  inneren),  d.  h.  es  ist  Ä*=  CF.CA 
und  T*  =  ef-cA,  wenn  R  und  r  die  Radien  nnd  A  der  betreffende 
Aehnlichbeitspunkt  ist.  [Zum  Beweise  ziehe  man  die  äussere, 
beziehungsweise  die  innere  Aehnlichkeitsljnie  AdD,  d.i.  die  soge- 
nannte Aebiilichkeitsaxe,  und  die  Verbindungslinien  CNP,  cnp, 
CA",/*!,  so  ist  zun.'icbst  CiNiPi  senkrecht  auf  AI),  und  dass 
CJ\P  ebenfalls  senkrecht  auf  AD  ist,  folgt  aus  der  leicht  zu  erwei- 
senden Aehidicbbeit  der  Dreiecke  CG'P  und  CiGfP^.  Somit  ist 
B*=CN.CP,  und  wegen  der  AehnlJcbkeit  der  Dreiecke  CPFund 
CJVA  auch    ß*  =  CF.  CA  ;    analog  r»  =  cf.  cA]. 

Wenn  daher  ein  Kreis  drei  andere  beriihrt  und  man  zieht  je 
nach  der  gleicbniiniigfn  oder  ungleichnamigen  Gerührung —  gleich* 
gültig  also,  ob  es  änssere  oder  inpere  Benlhrung  sei  —  die  äus- 
seren oder  inneren  Achnlichkeilspolaren  je  ziveier  der  berührten 
Kreise,  sowie  deren  Polenzlinien ;  so  werden  der  Berührungskreis 
durch  diese  und  die  berührten  Kreise  durch  jene  in  beziehungs- 
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»eise  ähnliche  Sef^mente  zerschDitlen.  Taf.  II.  Fig.  11.  zeigt  den 
Beruh^inire kreis  (C)  und  einen  <ler  drei  berührten  Kreise  {C^) 
mit  seinen  Aehnüchkeitepolaren  MiNi  und  RiSi  in  ßezug  auf 
die  beiden  anderen  ben'jhrlen  Kreise;  die  dazu  parallelen  nnd  glei- 
chen Centrivvinkeln  aiiEcehürenden  Sehnen  MHi  und  RS  sind  so- 
nach die  betreffenden  Potenzliriien.  Uaraus  ial  leicht  zu  ersehen, 
Haas  die  Verbindungslinie  des  Pulenzpunktes  O  mit  dem  Durch- 
schnittspiinkte  0^  der  beiden  Aehnlichkeitspolaren  durch  den 
Benlhrnn^spunkt  E  gebt,  resp.  durch  die  beiden  Berührungspunkte 
£  und  El,  welche  den  beiderlei  Berührungen  eines  und  desselben 
Kreise.s  durch  den  vierten  Kreis  entsprechen. 

4.     Hierauf  beruht  die  direkte  Lüsuiig  der  allgemeiosteu  Auf- 
gabe des  Apollonisi^ben  Problemes: 

Sollen  drei  Kreise  von  einem  vierten  berührt  werden,  so  kon- 
struire  man  den  Potenzpunkt  der  ersteren  und  je  nach  der  gleich- 
namigen oder  nngteichnamii:en  Berührung  je  zweier  derselben  die 
äusseren  oder  inneren  Aehnlicbkeitspolaren.  Die  Verbindungs- 
linie des  Poteiizpunktes  mit  dem  DurchscIiniKspunkte  je  zweier 
einem  Kreise  aiigehüriger  Aebnlichkeitspnlaren  lieTert  die  beidi 
Berührungspunkte  des  Traglichen  Kreises  (für  äussere  oder  innere 
Berührung). 


5.     Wie   passend 
auf  die    übrigen   Aufga 
wenden  Ifisst,  zeige  er 


dieses    direkte   ronstruktinnsverfabreD 
des    Apollonischen   Problems   sich  an> 
}ii   als   Beispiel  die  Aufgabe: 
Es    siillen  die  beiden  Kreii^e   gesucht   werden,    welche  dtircb 
den  gegebenen  Punkt  D  (Tal.  II.  Fig.  1±)  gehen  und  den  gegebe- 
nen Kreis  (C)   und  die  gegebene  Gerade  AB  gleichnamig  berüh- 
ren. (Also  »ussere  Heriihrung  des  gegebenen  und  gesuchten  Kreises.) 

DaKU  konstruire  man  die  (Aefinlicbkeils-jPo'i"-«  EF  des  g 
gcbeneii  Kreises  für  den  Punkt  D  und  die  äussere  Aehnlichkeita- 
potare  GL  desselben  iiinslchllich  der  Geraden  AB  (s.  I.  q)  u. /S)); 
riann  ist  O  der  Dnrchschnittnpunkt  der  Aehnüchkeitspolaren.  Fer- 
ner konstruirt  man  die  Poten^dinie  -WiV  des  Kreises  (C)  hinsieht^ 
lieh  des  Punktes  D  (s.2.ß)),  während  die  Potenzünip  des  Kretseff* 
{C)  und  -kv  AB  diese  Gerade  selbst  ist  (s.  2,  ^));  daher  M  der' 
Potenzpunkt  des  gegebenen  Kreises,  Punktes  und  der  Geraden. 
Die  Linie  MO  giebt  die  beiden  Berührungspunkte  R  und  /f,  der 
beiden  gesuchten  Kreise. 


Der  Forderung  der  ungleichnamigen  Berührung,  alsi 
ren  Berührung  des  gegebenen  Kreises,  hätte  statt  dei 
Gh  in  gleicher  Weise  die  Tangente  in  H  entsprochen 


der  inne- 
Tan  genta 


Miammel:    Methode  »«r  Berechnung  einer  Tramscenaenie». 


Methode  zur  Berechnimg  eioer  Transscendenten. 


Herrn   Eugen  Low 
Prnfeuiir   in   SeIiw 


Vorerinnerung.  Die  Lichtstärke  in  irgend  einem  Punkte 
des  Beiigungsbildes,  vFelches  ein  homogener  Lichtpunkt,  durch 
eine  beliebige  Oeffnung  betrachtet,  hervorbringt,  wird  ausge- 
drückt durch  die  Summe: 

(  11  caa{xv  +  yw)dvdw)    +(  f f  s\nixv^^yw)dvdtB\   . 

worin  c  und  «c  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Oeff- 
nung vorstellen  und  die  doppelten  Integralionen  sich  über  die 
Gesarom  tober  däche  der  Oeffnung  erstrecken,  während  die  GrGssen 
X  und  y  den  Coordinaten  des  Klldpunktes  ^rekt,  der  Wellenlänge 
der  einfallenden  Strahlen  aber  umgekehrt  proportional  sind  *).  Die 
Werihe  der  beiden  Doppelintegrale  lassen  sich  leicht  in  geschlos- 
sener Form  erbalten ,  so  lange  man  mit  geradlinig  begrenicten 
Oeffnnn^en  ku  thun  hat.  Sobald  es  sich  aber  uro  krummlinig 
begrenzte  Oeffnungen  handelt,  können  jene  Integrale  nur  in  Form 
unendlicher  Reihen  angegeben  werden.  Unter  allen  krummlinig 
begrenzten  Oeffnungen  ist  die  kreisfiirniige  für  die  Anwendungen 
die  wichtigste.  Scbwerd  verschaffte  eich,  in  seinem  bekannten 
Werke  i'iber  die  Bengungserscbeinungen,  die  Werthe  der  für  eine 
Kreisüffiiung  {geltenden  Intensitätsfunktion  dadurch,  dass  er  stall 
des  Kreises  das  eingeschriebene  ISO-Eck  berechnete  ;  dabei  musste 
jeder  Werth  der  Funktion  aus  einem  Ausdruck  gefunden  werden, 


'   .iliNandlni: 


Till.  xxwr. 
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welcher  aus  45  nicht  sehr  einfachen  Gliedern  besteht.  Indem  ich 
nun  bestrebt  war,  die  Werthe  dieser  transscendenten  Funktion 
durch  eine  kürzere  Methode  aufzufinden,  trachtete  ich  zugleich, 
auch  noch  andere  verwandte  Transscendenten  mit  dieser  einmal 
berechneten  in  Verbindung  zu  bringen.  Die  Resultate  dieser  Be- 
mfihungen  sind  in  den  folgenden  Zeilen  enthalten. 


§.  1.  Werden  die  beiden  obigen  Doppelintegrale,  deren  Qua- 
dratsumme die  Intensität  des  Beugungsbildes  ausdrückt,  über 
die  ganze  Oberfläche  eines  Kreises  vom  Radius  1  ausgedehnt,  so 

dass  die  Veränderlichen  v  und  w  an  die  Bedingung  x>^-\ru^'Z\ 

gebunden  erscheinen ,  so  verschwindet  das  zweite  derselben ;  führt 
man  hierauf  in  das  erste  statt  der  Veränderlichen  o  und  to  mit- 
telst  der  Gleichungen 


die  neuen  Veränderlichen  t?'  und  ui    ein,  so  erhält  man  zunächst: 

/ /  ^^^  ^^^  "^ y^^ dvdw=^  I  j     cos  (t?'  STx^ + y*) . dv' dw' ; 

integ'rirt  man  jetzt  rechts  einmal  hios  nach  v' ,    dann  auch    noch 
blos  nach  w' ,  und  führt  hierauf  die  der  obigen  Bedingung ,  welche 

jetzt   in   v'^ -{■  w'^'ZV    übergegangen    ist,   entsprechenden   Gren- 
zen ein ,  so  erhält  man : 

1) 

//  cos {xv  -\- yw) dvdw=:  ^  ^      ^ •  /      sin ( Va?*+y*.  Vi  — t?*) . dv 

=  4 .  /^     cos (tJ V xHy^)   Vl-t?«. dv, 

o 

wo  nur,   in  den  beiden  einfachen  Integralen,  zuletzt  wieder  v  an 
die  Stelle  des  Integrationshuchstabens  gesetzt  wurde. 

§.  2.  Daraus  ergibt  sich,  dass  die  Kenntniss  der  gesuchten 
Intensitätsfunktion  blos  von  der  Berechnung  des  bestimmten  Inte- 
grales 

1  sin(a:Vr^^) 


J  ^ 

0 


,dv 
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oder  des  ihm  gleicbeo 

/      cos  x'cyTl — t?*.  dv 
<» 

abhäogt.    Entwickelt  man  aber  in  dem  letzteren  den  Gosinu«  in 
eine  unendliche  Reihe  und  iotegrirt  alsdann,    so  findet  man: 

2) 

/i  r^ — _       ^n  x^  x^  x^  \ 

0 

welche  unendliche  Reihe  fiSr  jeden  Werth  von  x  convergirt. 
§.  3.     Bezeichnen  wir  jet^t  das  allgemeinere  Integral 

./      cos;rv.(l — tJ*)A*.df>,  *) 

in   welchem   y.    beliebig   reell    und    positiv   gedacht   wird,    durch 
J(fi,x),  und  differenziiren  dasselbe  nach  x,  so  kommt: 


3) 


dJ((ly   X) 


= —  /       sinort?. 17.(1 — v^)f*,dv* 


dx 


Integrirt  man  zur  Rechten  theil weise,   indem  man  o(l— t>*y<  als 
integrirten  Faktor  betrachtet,   so  erhält  man: 

/  8mxv,v.(\ — v*)f*.dv 

=  — i.sinon) — j-j — ^"2Ö«T1)L/  ^®®^^-(*'~^*)'*^*-^^' 

also  nach  Einführung  der  Grenzen : 

/      sin:ro.o(l — t?*)^.rfp  =  c>/    ■  |\'  /     cosa«>.(l--f>*)A«+i,rft>. 

0  0 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  Gleichung  3),  so  ergibt  sich: 
dJ(ii,a;)  X       ,/    ,,     V     j       1/    .  I     \        2(ft-t-l)  d7(f*,.r) 


*)  Auch  dieses  Integral  hat  seine  Bedeutung  in  der  Theorie  der 
Beugung.  Sein  Quadrat  druckt  nämlich  die  Intensität  auf  der  Abscis- 
senaxe  des  Beugungäbiides  aus,  welches  durch  eine  Oeffnung,  deren 
Regrenzungscurve  die  Ordinate  (1— r^)M  hat,   hervorgebracht  wird. 
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also  namentlich  auch : 

Nach  dieser  Gleichung  kann  man  die  fiir  /(i,  x)  geltende  un- 
endliche Reihe  aus  derjenigen  ableiten,  welche  wir  oben  (§.  2.) 
för  J(i,  x)  gefunden  haben.    Man  erhält  atk : 

Durch  fortgesetzte  Anwendung  der  Formel  4)  erhält  man  allgemein : 

—  !E  ?üü  (\ ^ jg* x^         \ 

—  4  *4«l«'^*      2^'«.(2«+4)»'«  **"  2»'*.(2n+4)«'«  "2»'^(2«  +  4)«'«f . 

Alle  diese  Reihen  convergiren  für  jeden  Werth- von  x  und  kön- 
nen  für   kleinere   Werthe  von   x    bequem    zur   Berechnung    der 

Funktionen  Jf — g — ,x\  gebraucht  werden. 

§.  4.     Integrirt  man 

/  cos  a?ü .  (1  —  t>*)A* .  d/e 

theil weise,  indem  man  cos;ro  zum  integrirten  Faktor  macht,  so 
findet  man: 

/  cos  xr> .  (A-t?^)^.  df>  =  (1  -•t?*)i" .  ^"^^^  *  i* '  /  «>n*»'(l-«>*)'*"^-«w^^ 
also  nach  Einsetzung  der  Grenzen: 
7)     /      cosa?t>.(l-©*)^.dtJ=— •  /      sina:t>.(l-t>«)M-i.t.rft>   ♦). 

0  0 

Dann  ist  aber  ferner: 

/  sin 070.(1 — ©*)A*-^.ü.rfr 
•V     1  cosa:©   .     /^cosa:»    ,r     ^.        «v     ,-. 


*)  Die  nämliche  Gleichung  ist  bereits  in  $.  3.  anfgestcllt  worden. 
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Wird  Hüll  jii  grösser  als  1  gedacht >  und  ist  x  nicht  Null,   so  er- 
hält man  hieraus: 

/      sina?r.(l  — ü*)^~*.t?.do  =  — •  /      cos  o?».  (1  —  «•)'*"*.  rf» 

0  o 

—  ^^*^^. /**  cos an>.t«.(l -!?«>*-«. dt. 

Setzt  man  diesen  Werth  in   die  obige  Formel  7),  so  findet  sich : 

cosaro.(l  —  ©*)/*. di?  =  -^.  /       cos:ro.(l — v^/^-^.dv 
o  o 

2fi(2f*~2) 


«« 


•  /       cos  XV .  ©*.  (1  —  ©■)A«-* .  dv. 


wo  man  nur  noch  rechts 

2^(2^—2) 


■^ — ^ .  /       cosa;t.(l— t?*)i»^*.r/t? 

0 

zu  addiren  und  abzuziehen  braucht,  um  die  Reduktionsformel 
/      coBa:v.(l'-v^)f*.dv=  ^^  ^~     >  /      cosa:ü.(l  — tj«)i"-i.d© 


o  o 


oder 


2^(2^-.- 2)    /*!  ,,       «v     •  ^ 

^^^^-^ .  /         C08XV.(l—V*)f*''^.dv 


2fi(2|it-l)    y,      -      .      2ft(2fi--2)   ,,      .      . 

zu  erhalten,  welche  gilt,   so  lange  fi>l  und  j:  nicht  Null  ist. 
Daraus  ergibt  sich  speziell: 

8  a.)  J  •'^' '^^^W'  ^^^'  ^)  —  -^  -^tt»  ^» 

9.8  9.7 


und  auch  noch  für  fi=i: 
8b.)  J(— 4,  ar)  =  2.J(4.ar)  — j.J(i.ar). 


or« 
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g.  5.  Mit  Hilfe  der  Formel  8)  kann  also  J(fA,  x)  auf  J(f^— -1,  j?) 
ond  J(fi — 2,  x)  reduzirt  werden.  Drückt  man  alsdann  mittelst 
der  nämlichen  Formel  /(fi— l,ar)  in  /(/»  — 2,ar)  und  J(|ti— 3,  a:) 
aus  und  setzt  diesen  Werth  in  8),  so  erscheint  jetzt  J(ii,x)  in 
J((A  —  2,x)  und  J((i — S,  ai)  ausgedruckt.  Eli  mini  rt  man  sodann 
aus  dieser  Gleichung^  durch  wiederholte  Anwendung  der  For- 
mel 8),  J((i  —  2»x),  so  erhält  man  J(fi,a:)  auf  J(fi  —  3,  x)  und 
«/(fi — 4,  x)  zurückgeführt.  Fährt  man  so  weiter  fort,  so  erkennt 
man,  dass  die  aufeinanderfolgenden  Formeln,  welche  man  dadurch 
erhält,  das  Gesetz 

Al^>  ^)  =     ^m-1     •  ^  iS-  D"  • Si a:»-^-^ J 

XJ(f* — m,  a:) 

befolgen,  wo  die  hinter  den  Summenzeichen  eingeklammerten' Aus- 
drücke die  allgemeinen  Glieder  zweier  endlichen  Reihen  vorstel- 
len, deren  einzelne  Glieder  erhalten  werden,  wenn  man  in  den 
allgemeinen  statt  des  deutschen  Buchstabens  a  nach  und  nach 
0,  1»  2,....  und  alle  positiven  ganzen  Zahlen  einsetzt;  in  der  ersten 

m  —  1 
Summe  ist  a  stets  kleiner  oder  höchstens  = — q — zu  nehmen^weil 

für  grössere  Werthe  von  a  die  Binomialcoefficienten  j-^ 

und    mit   ihnen   die  folgenden   Glieder  der  Reihe  verschwinden; 

m — 2 
ebenso  kann  in  der  zweiten  Reihe  a  den  Werth   — ^ —  nie  über- 
steigen. 

Die  allgemeine  Geltung  der  Formel  9)  ist  erwiesen,  sobald 
man  gezeigt  hat,  dass  dieselbe,  wenn  sie  für  irgend  einen  Werth 
von  m  zutrifft,  auch  noch  für  den  nächstfolgenden  Werth  m  +  ^ 
richtig  ist.    Man  erhält  aber  aus  8) : 

J((i  +  1  —m,  x) 


(2|it  +  2~2m)(2ft  +  l— 2m)    .,  ^ 

sc 

(2|*+2— 2m)(2|[i-2w) 


x'^ 


>J((i  —  m  —  1,  x); 


setzt  man  diesen  Werth  in  9),  so  ergibt  sich: 
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= — ^üT  •  -^  L^""^^"-      ö!      •     .         ^^^^^       :      J 

X  J((i — m,  x) 
<2,^m^\-'^      p'  (in  —  1  ^  a)tt|-i  (2^  _  l  ^2a)»->-^l-g-| 

XJ(fi  —  m— l,  a:) 

wo  jetzt  noch  die  beiden  Summen,  weiche  mit        ^    .  «/(ft — m,  j?) 

mnitiplicirt  sind,  in  eine  einzige  znsammengefasst  werden  mässen. 
Sondert  man  zu  dem  Ende  von  der  ersteren  Summe  das  erste 
Glied  ab,  indem  man  zuerst  0,  dann  a-fl  an  die  Stelle  von  a 
setzt,   so  erhält  man: 

(2ft— l)"»!-« 
„f-       ,,^   (i»-2-tt)al-i   (2ft-I— 2^»-^-«al-«-| 

(2>t-l)"i^  .     r  (»n-2-a)«l-i  (2^-3-2a)'»-'>-«al-« 

X  (^^TT  *•  (2** + '  -  2»«) + (2^-  l-2a))] 

(V-l)«!-«         p  (m-2-tt)«M   (2ft-3-2tt)'»-»-»'l-« 

(m-1  — tt).(2|*— 2i»  +  2tt  +  3)-| 
^  ö+l  J 

(2j»-l)«l-a      p  (m-l-fl)a+H-i  (2ti-3-2a)»-«-*»l-«-| 

«r     n«  ("'-<»)'"-*  (2ft-i-2a)m-aa|-«-| 


• 


welche  letztere  Umformung  dadurch  bewerkstelligt  wird,  dass  man 
statt  der  vorausgehenden  Summe  die  Differenz  zweier  anderen 
setzt,    deren  erste  aus  jener  hervorgeht,   wenn  man  a — 1  an  die 
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Stelle   voD   a  setzty    und    deren   zweite,    blos    auR    dem    Gliede 

(2tt— l)w|-a 

' — — bestehende,  aus  der  ersten  erhalten  wird,  wenn  man 

daselbst  a=0  nimmt.    Wir  haben  demnach  gefunden  die  Glelchang 


•^(f*»  ^) = -^^-  -^  L^-  ^)"- äl a:m-2a J.^(f^-m.  o;) 

X  J(f*  — m  —  l,  ar), 

welche  auch   aus  der  Formel  9)  hervorgeht,   wenn  man  daselbst 
m-f-l  statt  m  setzt.    Die  allgemeine  Giltigkeit  der  Formel  9)   ist 

demnach  ausser  Zweifel  gesetzt.    Für  fi= — ^ —  und  m  =  n  nimmt 
die  Formel  9)  folgende  Gestalt  an : 

9  a.)  •'(""2 — '  V 

=  — ^ji=i — •'»L(-*)«- — 5j — — jÄZizäs — J-ZU.^) 

Sind  demnach  Jd,  x)  und  .7(1,0:)  för  irgend  einen  Werth  von 

(2n+l      \ 
— o — »^  J 

unmittelbar  berechnen. 

§.  6.    In  §.  1.  haben  wir  gefunden: 

/      (cos (v ^ x^  +y*) .  V^l — t?* ,dv=i  1 1  cos (o:©  +  yw) .  cfod^to. 

li^egrirt  man  rechts  nach  u?,  so  erhält  man: 

r^  cos (p  Vor«  +>«) .  Vr^« . do 

0 

=:J.  /        — .[sin(a;t7  +y  V^l  —  i?*)  —  sin {xv-^y  VI  —  tj*)] 

/»+!               sin(^VT=^«)    ,         /'i            sin(3^Vri:;ä) 
=i./         cosar». — -^ -.dv=:i     cos.rr. ^ -.dv. 

-1  0 
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Entwickelt  man  in  dem  letzteren  Integral  den  Sinns  in  eine  nach 
Potenzen  von  y  fortschreitende  Reihe,  so  gelangt  mau  zu  der 
Gleichung : 

10) 

« 

^(i,  V^ar2+3^a)==:J(i,a:)-|j-.J(i,ar)+|j^.J(5,a:)-^.J(La?)+ 

Differenziirt  man  diese  Gleichung  nach  y  unter  Berücksichtigung 
der  Gleichung  4),  so  erhält  man: 

11)  J{%.>n^Ty*)=J{i,^)-^^^^.J%x) 

Ueberhaupt  findet  man  durch  fortgesetztes  Differenziiren  unter 
Anwendung  der  Gleichung  4)  die  allgemeine  Formel: 

.   ,  ,     ,/2m  +  1      \      ,/2w  +  3      \      ,/2w  +  5      \ 

Sind  demnach  Ji  — s — >^  J^  «/( — :2 — 9^)3  «/( — s — ,  xj,.,   für 

irgend   einen    bestimmten  Werth    von  a:  bekannt^    so   kann  man 

(271  +  1  \ 

— s — »  a:  +  Äj    berechnen,     wenn   nur 

statt  y^  der  aus  der  Gleichung  V^a:^ +y^  =  ar  +  A  gezogene  Werth 

13)  y^  =  2hx  +  Ä« 

genommen  wird.  Die  Reihen  10),  11),  12)  convergiren  übrigens 
för  jeden  Werth  von  y, 

§,  7.  Die  Gleichungen  10)  und  11)  geben  nun,  im  Verein 
mit  den  früher  entwickelten  Formeln,  folgende  Methode  zur  Be- 
rechnung der  Werthe  von  1/(7,  :r),  J(l,  ;r),....  an  die  Hand.  Man 
bediene  sich  hiezu,  für  die  kleineren  W^erthe  von  o:, .  der  unend- 
lichen Reihen  2),  5)  und  6),  bis  die  Handhabung  derselben  un- 
bequem wird.  Aus  den  .beiden  letzten  auf  diese  Weise  für  J{^,  x) 
und  J{1,  x)  berechneten  Werthen  findet  man  alsdann  mittelst  der 
Formeln  8a.)  oder  9a.)  die  Werthe  von  J(|,  a:),  J{\,  x)  .... 
Diese,  nebst  ^^  aus  13),  in  10)  und  11)  substituirt,  liefern  J{\,x-\-h) 

Tkeil  XXXVII.  24 
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and  Jil,  op  +  h),  worauf  wieder  die  Formeln  8  a.)  angewendet 
werden  u.  s.  f.  Indem  man  auf  diese  Weise  eine  Tabelle  der 
Werthe  von  J(i,  x)  und  J(ly  x)  herstellt,  erhält  man  die  Werthe 
von  J{iy  x)j  «/(«,  ^)....  gleichsam  als  Nebenprodukt. 

Man   erhält  z.  B.   für  x=:6,    indem   man    zehn   Glieder   der 
Reihen  2)  und  5)  berechnet^  auf  5  Dezimalen  genau : 

i./(i,  5)== -0.13103 
i./(»,5)=  +  Ü.0ni7 

TT 

I 

Die  Formeln  8  a.)  liefern  sodann : 

i.J(|,  5)  =+0.08756 

7t 

^.J(J,  5)  =  +  0.13145 
i.J(;,  5)  =  +0.15794 
i.J(V,5)=  + 0.17436 

TT 

während  sich,  für  A  =  to>  ^^=1)01  ergibt.  Setzt  man,diese  Werthe 
in  die  Formeln  10)  und  11),  so  erhält  man  aus  ihnen  durch  Be- 
rechnung von  nur  vier  Gliedern  die  Werthe: 

-.Ja,  5.1)  =—0.13219 
i.J(|,  5.1)  =  +  0.00280 

7t 

welche  genau  mit  denjenigen  übereinstimmen,  die  sich  direkt  aas 
den  Reiben  2)  und  5)  ergeben. 

Man  muss  nun  allerdings,  je  weiter  man  in  der  Rechnung 
fortschreitet,  desto  mehr  Glieder  der  Reihen  10)  und  11)  berech- 
nen, weil  bei  wachsendem  x  auch  y^  zunimmt.  Aber  selbst  för 
ar  =  100  (und  A  =  Tö)  würde  man  höchstens  zehn  Glieder  zu  be- 
rechnen haben;    für  ein  kleineres  h  natürlich  weniger. 

Bequemer  noch  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn  man  nicht 

j( — s — j  ^)»  sondern  j( — ^ — »  Vx)  zu  berechnen  sich  vor- 
nimmt, weil  alsdann  y  stets  constant  bleibt. 

Für  alle  positiv  ganzen  Werthe  von  /n  ist  «/(fi,  x)  in  endlicher 
Form  herstellbar.     Hat  man 

i/n      \      ®''"^       j    j/i       X       2     /sino:  \ 

J(0,  a:)=-^  und  •^('»^)  =  ^l""J coso?) 
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gefunden»  so  erhält  man  J((A,ap)  fSr  fi  =  2,  3,  4,....  leicht  mit 
Hilfe  der  Redoktionsformeln  8)  oder  9). 

Für  die  übrigen  reellen  und  positiven  Werthe  von  fi  findet 
man  JCfi^x),  wenn  man,  J(fi,  a:)  als  Funktion  von  fi  betrach- 
tend, für  jeden  bestimmten  Werth  von  o;  die  Reihe 

J(0,ar),    J(i,x),    J(l,a?),    ./(I,  a:),.... 

interpolirt;  man  braucht  diess  nur  för  diejenigen  Werthe  von  fi 
zu  thun,  welche  zwischen  0  und  2  liegen,  för  alle  folgenden  macht 
man  dann  von  den  Formeln  8)  oder  9)  Gebrauch.  Auch  wenn  fi 
negativ,  aber  an  sich  kleiner  als  1  ist,  findet  man  J((iyx)  durch 
Anwendung  der  Formel  8). 

§.  8.  Zum  Schlüsse  mrigen  noch  einige  Formeln  hier  stehen, 
welche  sich  durch  geeignete  Substitutionen  aus  No.  12)  ergeben. 

Setzt  man  nämlich  daselbst  y^—\  oder  yi  statt  y,  so  kommt: 

14) 


ln+3fl^'^\     2     >^y  +  - 


'  2«l*.(2n+3)2|2 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  y^=Xj   so  ergibt  sich: 

15) 

/2n  +  l      \  x^  /2n  +  3      \ 

^\     2     'V^2il«.(2n+3)i|2*'^V     2     'V 

x"^            j/2n  +  6     \           _  TT   3»12 
"•■  22|2.(2n+3)2l«'^V     2     'V      4    ^«l«' 

Setzt  man    endlich  y*i  statt  y^  und    V  a:*  +  i;y*  =:/>  +  qi,   so   er- 
hält man: 

16) 
-/2«+l        ,     A       ,/2n+l  ,\ 

~2«l«.(2w  +  3)«l«*'v     2     '^       »/+     ••■■ 

:^.     <  2p9  rin  +  3  \ 

T»-  /2H«.(2»+3)»I»'    V     2     ''^       *^ 

_(2p2)f_     /2«  +  7      ,_   A  . 

23|2.(2«+3)»I2     V     2     '  '^       vy+- 
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Durch  diese  letztere  Formel  sieht  man  sich  aber  in  den  Stand 
gesetzt,  j(  ^2   »  3c\   auch  für  jeden  imaginären  Werth  von  x 


•> 


auszurechnen.'* 


XVI. 

Miscellen. 


Von    dem    Herausgeber. 

In  einem  Briefe  (Guttingen,  28.  November  1824)  macht  Gauss 
Meinem  Freunde  Schumacher  folgende  Mittheilung*): 

„Zur  Reduction  der  ungleichen  Schwingungen  an  Kater's 
Pendel  ist  erforderlich,  dass  die  Entfernungen  der  beiden  Auf- 
hftngungsaxen  vom  Schwerpunkt  des  ganzen  Apparats  bekannt 
sind.  Nennen  Sie  dieselben  a,  6,  und  Ay  B  resp.  die  Dauer 
einer  Schwingung,  wenn  die  Aufhängung  an  jenen  Axen  geschieht, 
80  ist  die  Dauer  einer  Schwingung  eines  einfachen  Pendels,  des- 
sen Länge  =a  -|-  6,  d.  i.  gleich  der  Entfernung  der  beiden  Auf- 
hängungsaxen  von  einander  ist. 


=v 


aAA—bBB        „..,      b    '1,44      d-«» 

a-b      =^(^^  +  TTHn^"^^  -  »^) 

=  V{BB  ^^^(AA- BB)).\" 


*)  M.  s.  BriefwechHel  zwisohen  C.  F.  Gauss  und  H.  C  Schn- 
inacher,  durch  dessen  Herausgabe  sich  Herr  Professor  Peters  iu 
Altona  so  verdient  uiacht.  im  zweiten  Bande  (Altona  1860)  S.  3.  Wir 
empfehlen  bei  dieser  Gelegenheit  diesen  Briefwechsel,  der  auch  manche 
sehr  interessante  F^xpectoniti^inen  der  beiden  berühmten  und  hochver- 
dienten Männer  über  neuere  iMatheniatiker  cnibält,  in  jedfr  Beziehung 
sehr  zur  Beachtung. 


I 
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Diese  Formel  lässt  sich  auf  folgende  Art  leicht  beweisen. 

Man  bezeichne  die  Zeit  der  Schwingung  eines  einfachen  Pen- 
dels von  der  Länge  a  +  b  durch  i,   so  ist  bekanntlich: 


1) t 


V'a  +  b 


Bezeichnen  wir  nun  ferner  die  Masse  des  ganzen  Pendels  durch 
My  seine  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  beiden  Aufhän- 
gnngsaxen  respective  durch  Ta>  Thy  und  die  Längen  eines  bei 
den  beiden  Aufhängungen  seine  Schwingungen  mit  dem  materiel- 
len oder  physischen  Pendel  genau  in  derselben  Weise  vollendenden 
einfachen  Pendels  respective  durch  Lay  Lb\  so  ist  nach  dem 
Theoreme  von  Huygens*)  bekanntlich: 

Ta  Th  ' 

nach  der  Theorie  des  einfachen  Pendels  ist  aber  in  der  von  Gauss 
gebrauchten  Bezeichnung : 

folglich  nach  2): 


woraus 


also: 


«^-2^'    ^^  =2pr' 


folgt.  Nennen  wir  nun  aber  (T  das  Trägheitsmoment  des  Pendels 
in  Bezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende^  den  beiden 
Aufhängungsaxen  parallele  Axe,  so  ist  nach  einem  bekannten 
Satze  von  den  Trägheitsmomenten  *) : 

also: 

*)  M,  ■.  An  hiv.  ThI.  WIV.  S.  26.  Nr.  8). 
•♦)  M.  8.  Archiv.  ThI.  XXIV.  S.  18. 


362  Wsceiien. 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

also: 

woraus  sogleich 


If      20   ""tu  f         n — ( 


'lg       ni        a — b 
folgt.     Also  ist  nach  I): 


5) 


^-1        a^b      ' 


welches  die  von  Gauss  an  Schumacher  geschriebene  Formel  ist, 
von  welcher  die  beiden  anderen^  von  Gauss  angegebenen  Ausdrücke: 


=V^«+^(^«-Ä»)=V 


a 


naturlich  nur  ganz  einfache  arithmetische  Transformationen   sind. 

Gauss  fügt  seiner  Mittheilung  noch  Folgendes  bei: 

^, Diese  Formel  ist  nach  aller  Schärfe  richtig,  es  mögen  A  uod 
ß  beinahe  gleich  sein  oder  nicht.  Wesentlich  aber  ist  es,  wenn 
das  Resultat  auf  Genauigkeit  Anspruch  haben  soll,  dass  a  und  6 
weit  von  der  Gleichheit  entfernt  sind.  Kommen  sie  der  Gleich- 
heit sehr  nahe  9  so  ist  durchaus  kein  genaues  Resultat  zu  erwar- 
ten, man  möge  nun  sich  der  obigen  Formel  bedienen  oder  durch 
Probiren  gleichzeitige  Schwingungen  zu  erhalten  suchen.  Der 
Vortheil,  wenn  A  und  B  gleich  sind,  liegt  darin,  dass  es  dann 
nicht  nöthig  ist,  a  und  b  einzeln  eben  so  scharf  zu  kennen  wie 
ihre  Summe  a+b,  wie  dies  schon  die  Betrachtung  der  zweiten 
und  dritten  Form  obiger  Formel  lehrt.  *' 

Dies  ist  natürlich  Alles  ganz  richtig;  nur  bemerken  wir  in 
Bezug  auf  die  Worte :  „  Diese  Formel  ist  nach  aller  Schärfe  rich- 
tiges dass  freilich  die  aus  der  Lehre  vom  einfachen  Pendel  ent- 
nommenen Formeln  1)  und  3)  bekanntlich  blosse  Näherungs formein 
sind,  die  völlig  richtig  nur  für  den  Fall  auf  der  Cycloide  sein 
würden;  nun,  das  sind  so  bekannte  Dinge,  dass  es  sich  kaum 
der  Mühe  verlohnt,  darauf  noch  besonders  aufmerksam  zu  machen. 

Wenn  die  Schwingungszeiten  A  und  ß  einander  gleich  sind, 
so  geben  die  Formeln  5)  oder  6): 
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also  nach  1): 

woraus 

7) «+6  =  ?^* 

folgt,  SO  dass  also  a-{-h  die  Länge  des  einfachen  Pendels  ist, 
welches  seine  Schwingungen  in  gleichen  Zeiten  mit  dem  physi- 
schen Pendel  vollendet,  worin  bekanntlich  das  Princip  des  Ka- 
ter'sehen  oder  vielmehr  Bohnen  berger 'sehen  tleversionspen- 
dels  eigentlich  liegt. 


Von    fleiD    Hera II sicher. 
Das  oft  in  Anwendung  kommende  Integral 

lässt  sich  sehr  leicht  auf  folgende  Art  finden.     Man  setze 

so  ist: 

fhx  V^a* — x^  :=:fuxdx = u  fxdx  —fdufxdx  =  iux^  —  ifx^u. 

Nun  ist  aber 

ux^  =  xVa?—x^,    x^u  = 


also : 

j~=iarV'a2-ar«-ia«Arctgtt, 
folglich : 


fBxVa^—x^^  iar  Vo«  — a:«  — ia^Aretang 


a: 


Durch  dieselbe  Substitution  kann  man  auch 


/_x^Sx_ 


finden.     Es  ist  nämlich : 
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und  folglich  nach  dem  Obigen: 

/x'^dx     '^       a^  g*   P       du 

g^         I  "^  r(^^     _8m    \ 
"-2tt(l +««)"•■  2  J  U*"^l+ttV 

_        g^  gg  rdu     g^    /*    8m 

""2M(l  +  tt2)+  2y    u^^lj   1  +  a«- 


g«  g*      g« 


=  2ii(l+tt»)"2i"^¥^'^*^"S« 


g*?/  g* 


also: 


=-2(rH?j-2Arctangti 
(aUX  g 

= 2^« 2  A'«tang ^- 


X'^dx  .       .r-^: =        ,o.       .  yfd^-X^ 


--P=====  —  ^ar  V  a«~  ar«  -  ig«  Arctang 

V  g«  -  a:«  ^ 


Nun  kann  man  auch  leicht 


finden.     Es  ist  nämlich  : 


also: 


/•       8ar  /^ /*    a:*8ar 

a«  /     r  =  /8.rVg»  — a;«  +  /  ,/, 


folglich  nach  dem  Vorhergehenden : 

T7=^==  =-  Arctang Z± ^  ; 

und    von   der  Richtigkeit   dieser  auch   sonst  natürlich    bekannten 
Formel  überzeugt  man  sich  leicht  durch  Differentiation. 
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XVII. 

Weitere  Ausführung   der  politischen  Arithmetik. 

Von 

Herrn  Dr.  X.  Oettinger^ 

Grossherzoglich    Badischem   Hofrathe    nnd    ordentlichem    Professor    der 
Mathematik  an  der  Universität  zu  Frei  bürg  i.  B. 

(Fortsetzung  von  Nr.  V.  Thl.  XXXVII.) 


Fünftes    Kapitel. 

Ueber    die   Berechnung^   der  Kapitalwerthe    bei    ver- 
scliiedenen   Haupt-    und   Zinseszinsen   und  über  Ter- 
minrechnung« 

§.  66. 

Anwachsen    der  Kapitalwerthe    bei    verschiedenen 

Haupt-    und    Zinseszinsen. 

In  der  neueren  Zeit  wurde  in  die  politische  Arithmetik  eine 
besondere  Methode  eingeführt,  die  Werthe  der  Kapitalien  zu  be- 
rechnen, wenn  dieselben  grössere  Hauptzinse,  die  Zinse  selbst 
aber  kleinere  Zinse  abwerfen.' 

Diese  Methode  wurde  und  wird  angewendet  bei  Summen,  deren 
fällige  Zinsen  nicht  zum  Kapital  geschlagen  werden  können,  oder 
so  anbedeutend  sind,  dass  sie  nicht  sogleich  wieder  als  Kapital 
in  gleichem  Zinsfuss  angelegt  werden  können,  wobei  sich  aber 
Gelegenheit  bietet,  auch  kleinere  Summen  zu  niedrigerem  Zins 
und  Zinseszins,  wie  bei  Sparkassen,  unterzubringen.  Ferner  in 
solchen  Fällen,  wenn  der  Werth  von  Grundstucken  oder  Wal- 
dongen berechnet  werden  soll,  die  in  regelmässigen  oder  unre- 
gelmässigen Zeitabschnitten  Renten  abwerfen,  wobei  ein  niederer 
Zinsfuss  für  die  Berechnung  der  Zinseszinsen  anzuwenden  ist. 

Diese  Rechnungsweise  soll  hier  zu  dem  Zwecke  untersucht 
werden,  um  die  Frage  zu  beantworten:  in  wie  fern  diese  Methode 
zur  Vergleichung  von  Kapitalwerthen ,  die  zu  verschiedenen  Zei- 
ten föllig  werden,  brauchbar  und  zulässig  ist? 
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Neont  man  den  Zinsfu^s,  in  welchem  das  Kapital  K  verzinst 
wird^  p,  denjenigen,  in  welchem  die  aus  dem  Kapital  fälligen 
Zinse  Z  verzinst  werden,  g,  so  ist  der  jährliche  Zinsenertrag 
des  Kapitals: 

1)  Z=K.O,Op, 

und  die  Aufgabe  stellt  sich  so: 

Ein  Kapital  K  wird  gegenwärtig  zu  p  Procent  auf 
n  Jahre  so  angelegt,  dass  die  jährlich  fälligen  Zinse 
Z  zu  ^  Procent  verzinst  werden.  Wie  gross  ist  der 
Werth  (S)  dieses  so  angelegten  Kapitals  sammt  Haupt- 
und  Zinseszinsen  am  Ende  des  itten  Jahres? 

Betrachtet  man  jede  so  fällig  werdende  Zinssumme  Z  für 
sich,  so  soll  sie  nach  der  Aufgabe  zu  q  Procent  verzinst  und 
mit  Zinseszinsen  in  Rechnung  gebracht  werden.  Die  Zinssnmme 
des  letzten  Jahres  trägt  keinen  Zins,  die  des  zweitletzten  ein- 
jährigen Zins  und  erwächst  zu  Z.lflq,  die  des  drittletzten  Jah- 
res trägt  zweijährige  Zinse  und  erwächst  zu  Z.  1,0^*  a.  s.  w.; 
die  des  ersten  Jahres  trägt  (n — 1)  einjährige  und  erwächst  zu 
Z.lfig^"^*    Zählt  man  diese  Werthe  zusammen,   so  erhält  man: 

2)  Si  =  Z.  l,Oy«-H  Z.  1,09«-«+....  Z.  1,0^«+ Z.  hOq+Z 

-^-   o,öy    • 

Nimmt  man  hiezu  das  angelegte  Kapital,  so  bestimmt  sich  der 
gesuchte  Werth  durch 

oder  durch  Einführung  des  Werthes  aus  No.  l) : 

3)  S=K+K.Ofip.^-^^^  =  K(l+0,Op^-^^y 

Werden  die  Hauptzinse  halbjährlich  fällig  und  geschieht  die  Ver- 
zinsung der  Zwischenzinse  auch  halbjährlich,  so  bleiben  die 
gemachten  Schlüsse  in  Kraft,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  das« 
sich  der  Zeitraum  auf  2n  Halbjahre  erstreckt.  Daher  erhebt  sich 
in  diesem  Falle  die  Summe  auf: 


4)  s=Jf(l+OM'-^^> 


Sind  aber  die  Hauptzinse  jährlich  fällig  und  geschieht  die  Ver- 
zinsung der  Zwischenzinse  halbjährlich,  so  ändern  sich  die  Scblfisse 
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hiernacb.  Die  Ziossumme  des  zneitlefzten  Jabres  erhebt  sich 
dann  auf  Z.lfiqi'^,  die  des  drittletzten  auf  ZAflqi*  u.  n.  w.,  und 
mau  erhält  folgende  Reihe: 

6)  Äi^Z.J,0y,»''-2+Z.l,0ft*"-*+...Z.I,0y,HZI.07,HZ 
_  „  l.Og,""-! 
-^    1.09,^-1  ■ 

Hieraus  entsteht  durch  ZuzShluag  des  Kapitalwerthes: 


6) 


*=«+^W^'=<'  + 


0,0p 


Die  Änwerduns!  dieser  Gleichungen  ergibt  sich  leicht.  Wird  ein 
Kapital  von  1000  zu  5  Procent  Haupt-  und  3  Procent  Zwischen- 
zinsen angelegt,  so  erhebt  sich  sein  Werlh  am  Ende  des  lOteo 
Jahres  bei  jährlicher  Anlage  und  Verzinsung  nach  No.  3},  wenn 
die  angegebenen  Werthe  eingeführt  werden  auf: 

7)  S=100ü(l+0,05.^°^^) 

=  1000  (1  +  0.05 . 1 1,4638793)  ==  1000. 1,5731939 . . . .  =  1573,1939. 

Sind  die  Hauptztnse  jährlich  tallig  und  geschieht  die  Verzinsung 
halbjährlich,   so  ergibt  sich  aus  No.  6)  .die  fragliche  Summe: 

s,..=.ooo(uo«M;Se;)=.™(ho,o..^') 

=  1000. 1,5737882  =  1573,7882. 

Geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich  bei  Haupt-  und  Znischen- 
zinsen,  so  erwächst  die  Summe  nach  No.  4)  auf: 

(1  Olfian—  I\ 
1+0,025.    '^Qjg       \ 

=  1000(1  +  0,025,23,1236671)  ^  1000. 1,5780917  =  1578,091. 

Bei  gleichen  Haupt-  und  Zwischenzinsen  sind  nur  zwei  Arten  Tür 
das  Anwachsen  der  Kapitalien  möglich,  und  zwar  nur  Hie  jähr- 
liche oder  halbjährliche  Verzinsnng.  Für  diese  Fälle  ergeben 
sich  folgende  Werthe.  die  der  Vergleichung  wegen  hier  stehen 
sollen  : 

10)  S  ==  1000. 1,0510  =  1628,8946, 

11)  S  =  1000. 1,025""=  1638,6164. 

Man  kann  von  den  in  No.  3)  und  No.  4)  erhaltenen   Gleichungen 
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auf  die  schon  bekannten ,   für  gleiche  Haupt-  und  Zwischenzinse 
geltenden  übergehen,   wenn  man  p=^q  setzt.    Es  entsteht  dann: 

12)  S  =  AT  (h  0,0p .  ^^^^- )  =  K.  1.0p« , 

13)  S  =  Jf  (l  +  OM .  ^'X^~^) = K .  l.()p,«». 

Die  Gleichung  No.  6)    g.e8tattet   diesen  Uebergang   nicht,    wenn 
man  p^=^q  setzt.    Es  entsteht: 


14)  Ä=*:(i+0.0;,.if^ 


und  man  kann    ihr  keine    analoge ,   elementare  Bestimmung   zur 
Seite   stellen.    * 


§.67. 

Gegenwärtiger  Werth  einer    künftig    fälligen  Summe, 
wenn    verschiedene    Haupt-    und    Zwischenzinse    ge- 
rechnet  werden. 

Die  in  §.  66.  aufgestellten  Gleichungen  zeigen,  wie  man  von 
dem  Werth  einer  gegenwärtig  fälligen  Summe  bei  verschiedenen 
Haupt-  und  Zwischenzinsen  auf  ihren  künftigen  tibergehen  kann. 
Hiemit  ist  zugleich  das  Mittel  angegeben  ^  wie  man  umgekehrt 
von  dem  Werthe  einer  künftig  fälligen  Summe  unter  dieser  Vor- 
aussetzung auf  ihren  gegenwärtigen  übergehen  kann.  Diesff  führt 
zur  Beantwortung  folgender  Frage: 

Eine  Summe  K  ist  am  Ende  des  nten  Jahres  uo^ 
verzinslich  fällig.  Welches  ist  ihr  gegenwärtiger 
Werth  Jß,  wenn  die  Zinse  des  Kapitals  zu  p^  die  Zinse 
•der  Zinse  zu  q  Procent  gerechnet  werden? 

a.  Geschieht  die  Rabattirung  bei  Haupt-  und  Zwischenzin* 
seil  jährlich ,  so  ergibt  sich  die  Antwort  aus  der  Gleichung  No.  3) 
§.  66.y  wenn  man  K  statt  S  und  R  statt  K  setzt.    Es  Ist  dann: 


k=r{i^o,^.'-%^) 


und  hieraus : 


1)  R  = 


■+»''^-^ 


4 

d 
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b.  Gesehieht  die  Rabattirung  der  Haupt-  und  Zwischenziose 
halbjährlich,  so  erhält  man  auf  die  gleiche  Weise  aus  No.  4)  §.66. 
für  den  fragliehen  Werth  folgende  Gleichung: 

2)  R= *^ 


10o.*n— 1' 

1  +  0'«/"-^^ 

c.  Geschieht  die  Rabattirung  der  Hauptzinse  jährlich,  die 
der  Zwischenzinse  abei*  halbjährlich ^  so  ergibt  sich  für  den  ge- 
suchten Werth  folgende  Bestimmung  aus  No.  6)  §.  66. : 

3)  Ä= * 


1  Oöi*»— 1* 

Auch  hier  kann  man  von  den  in  No.  1)  und  No.  2)  gefundenen 
Gleichungen  auf  die  Formeln  übergehen,  welche  die  Grundlage 
der  Rabattrechnung  bilden^  übergehen,  wenn  man  die  Haupt-  und 
Zwischenzinse  gleich  und  p'^-q  setzt.     Man    erhält: 

4)  Ä= ^  * 


1+00,,  i»or-i~i>Op"' 

1+0,0/,.  Qy^ 


5)  Ä  = *  * 


1  +  00»    l£<^lÜ^J~l'Opi'^" 
i  +  "Wi  •     o,Qpi 

Die  Gleichung  No.  3)  lässt  diesen  Uebergang  nicht  zu. 

Die  Werthbestimmung  der  besondern  Fälle  bietet  keine  Schwie- 
rigkeit, erfordert  aber  etwas  mehr  Arbeit,  als  die  gewöhnliche 
Rabattirung. 

Ein  Kapital  von  1000  ist  am  Ende  des  lOten  -Jahres  unver- 
zinslich fällig.  Wie  gross  ist  sein  gegenwärtiger  Werth,  wenn 
bei  5  Procent  Haupt-  und  3  Procent  Zwischenzinsen  rabattirt  wird? 

a.  Geschieht  die  Rabattirung  der  Haupt-  und  Zwischenzinse 
jährlich ,  so  ist  aus  No.  1) : 

fix  p  1000 1000 

^  ,  .  «n.  I,03iö-l-i;573l93t»-""*''**^''' 

1  +  0.05. -^03" 

Ig  1000 =3,0000000 
lgl,5731939=0,1967822 

N.  2,8032178=635,6498. 
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b.  Geschieht  dieselbe  halbjährlich »  so  ist  aus  No.  2): 

-,       „ 1000 iooo_ 

^  1  .n/v.«  LOIS««- 1-1,5780917-'""*''*'***'' 

1+0,025.  QJJjg 

Ig  1000  =  3,0000000 

Ig  1,8780917 =0.1981323 

N.  2,8018677=633,0768. 

c.  Geschieht  die  Rabattirnng  der  Hauptzinse  jährlich,    der 
Zwischeozinse  halbjährlich,  so  ist  aus  No.  3): 

o,        „ 1000 1000 

9)       K- ,  ^^^    1,01S»«>-1  —  1,5737882 "  "W»«'«"^ ' 
1+U,U5.  i^]52_y 

lg  1000 =3,0000000 

lg  1,8737882=0.1969462 

N.  2,8030538=635,4097. 

Bei   gleichen  Haupt-   und  Zwischenzinsen   zu  5  Proeent  ist  bei 
jährlicher  und  halbjährlicher  Rabattirnng  der  gegenwärtige  Werth 

9)  /2  =  ^~=  613,9133, 

10)  R  =  j^o=610,2709. 


§.  68. 

WerthbestimmuDg    der    Kapitalien    bei    wiederholter 
Anlage  und  verschiedenen  Haupt-  und  Zwischenzinsen. 

Die  bisher  aufgefundenen  Gleichungen  führen  zur  Beantwor- 
tung folgender  Frage: 

Die  Summe  K  wird  wiederholt  in  n  Jahren,  je  am 
Ende  der  Jahre  angelegt.  Wie  gross  ist  der  Werth 
sämnftlicher  Anlagen  im  Augenblicke  der  letzten,  wenn 
p  Haupt-  und  q  Z wischenzinse  gerechnet  werden? 

a.  Geschieht  die  Verzinsung  und  Anlage  jährlich,  so  ha^ 
man  die  Gleichung  No.  3)  §.  66.  auf  jede  dieser  Anlagen  anzuw  $• 
den.  Die  letzte  Anlage  trägt  keinen  Zins.  Ihr  Werth  ist  ^ 
K.    Die  zweitletzte  Anlage  trägt  einjährigen  Zins.    Ihr  Wt        ^i 
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aA+0,0^-^^^— Y    Die  drittletzte  Anlage  trägt  zweijährige 

Zinse.    Ihr  Werth  ist  daher  k(i  +Ofip.^' ^^  ^  n.  s.  f.     Die 
erste  Anlage  trägt  (it— I)  Jahre  lang  Zins,    daher  ist  ihr  Werth 

1   +  OyOp  .  Qß J" 

Diess  fuhrt  zu  folgender  Darstellung: 

Lcist  man  die  Klammern  auf  und  ordnet  die  Glieder,  so  entsteht: 
2)  S  =  K+K.O.Op.-Q^ P^- , 

Ära.*-  nn«  ^'^^     ^-^'^P 

K. 

Hierin  erscheint  K  nmal.    Die  beiden  letzten  Reiben  haben  nnr 
(n  — I)  Glieder.    Zählt  man,  um  die  Reihen  vollständig  zu  machen, 

JT.jyT^  zu  und  ab,  wodurch  der  Werth  von  No.  2)   unverändert 
bleibt,  so  geht  No.  2)  über  in : 

S=  ni:+ «^.^+  kPM  (1  + 1,0^+1,0?«  + ....  1,09—»)  • 
Der  gesuchte  Werth  bestimmt  sich  also  durch  folgende  Gleichung: 

3,  s=,(._^+rl^). 
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b.  Geschieht  die  Anlage  und  Verzinsung  halbjährlich,  so 
fuhren  die  zu  a.  gemachten  Schlüsse  gleichfalls  zum  Ziele.  Der 
Zeitraum  erstreckt  sich  aber  auf  2n  Halbjahre,  und  mao  hat  in 
den  Torstehenden  Gleichungen  2n  statt  n,  pi  statt  p  und  qi  statt 
g  zu  schreiben.  Es  ergibt  sich  daher  für  die  Werthbestimmuug 
sämmtlicher  Anlagen  unter  dieser  Voraussetzung: 

c.  Geschieht  die  Aulage  der  Summen  und  Hauptzinse  jähr- 
lich, die  Verzinsung  halbjährlich,  so  hat  man  die  Gleichung  No.6) 
§.  66.  wiederholt  anzuwenden  und  darin  allmälig  die  Werthe 
0,  1,  2,  ....92  —  1  statt  n  zu  setzen.  Geschieht  diess  und  lust  man 
die  sich  ergebenden  Ausdrücke  auf,  so  erhält  man  folgende  Zu- 
sammenstellung : 


S) 


I 

jr+f.ü,Op.  j-g^,^  -^LO^i^ri' 

wenn  im  letzten  Gliede  der  VervoIlständiguDg  wegen  ^•\nJ%2L\ 

zu  -  und  abgezählt  wird.  Durch  Snminirnng  ergibt  sich  ans  No.  6) 
folgende  Gleichung  für  den  gesuchten  Werth: 

Die  Gleichungen  No.  3)  und  No.  4)  lassen  sich  auf  die  schon  be- 
kannten zurückführen^  wenn  man  Haupt-  und  Zwischenzinse  (q=p) 
gleichsetzt.     Bei  No.  6)  ist  diese  Reduction  nicht  durchführbar. 

Die  Anwendung  der  aufgefundenen  Gleichungen  bietet  gleich- 
falls keine  Schwierigkeit,  wie  sich  aus  Folgendem  zeigt: 
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Ein  Kapital  von  2000  wird  in  den  10  folgenden  Jahren,  wie- 
derholt zu  4proceotigen  Haupt-  und  2proceDtigen  Zwischenzinsea 
angelegt.  Zu  welcher  Summe  sind  diese  Anlagen  im  Augenblicke 
der  letzten  angewachsen? 

a.  Geschieht  die  Anlage  und  Verzinsung  jährlich,  so  ent- 
steht ausNo.  3),  wenn  ir=2000,  w=10,  p  =  4,  ^  =  2  gesetzt 
wird  : 

(10  4     4   102i<>— 1\ 
'«-^2-  +  -2-^0T-^) 

=  2000  (~  10 + 2 .  10,9497210)  =  2000 . 1 1,8994420  =  23798,8840. 

b.  Wird  die  Hälfte  der  Summe  (1000)  halbjährlich  angelegt 
und  geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich,  so  ist  der  Werth  aus 
No.  4),  wenn  />i=2,   ^1=1,    jr=1000  gesetzt  wird: 

20-20.2  +  2.— J^j—j 

=  1000  (—"20 + 2 .  22,0190040)  =  1000 .  24,0380080  =  24038,008. 

c.  Geschieht  die  Anlage  jährlich,  die  Verzinsung  der  Zwi- 
schenzinse  halbjährlich,  so  ergibt  sich  der  gesuchte  Werth  aus 
No.  6),   wenn  ir=2000,  p  =  4,   ^'1  =  1    gesetzt  wird: 

Q^       ^-^oon/'in     iOiO^Oi.     0,04      l,opo-l\ 

9)      5= 2000(^10- j(,j2_i  +pi2zr[i,ör2::rTj 

-2OO0A0       ^®4.-i-   0,2201900\ 

-  jwu^iu  -  2:01 + 2,01  •  "ö;ö2ör  / 

=  2000(-  9,9004975  +  21,8004644) 

=  2000. 1 1,8999569  =  23799,9138. 

Sind  verschiedene  Kapitalwerthe  JT^,  K^,  K^,>.,.Kn  am  Ende 
der  folgenden  n  Jahre  föllig  und  soll  ihr  Werth  für  den  Zeitpunkt 
der  letzten  Anlage  bestimmt  werden,  so  ergibt  sich  derselbe, 
wenn  dieselben  Schlüsse,  wie  bisher,  gemacht  werden  durch  fol- 
gende Darstellung: 

10)  Ä=ir,(i  +  o.Op.M^^)+A(i+o.Op.»-^y^») 

+ . . . .  Ä„_a  (1  +  0.0p .  ^'^q^q"  ')  +  Kn-i  (l  +  0,Qp .  ^^)  +  Kn, 

und  es  muss  der  Werth  eines  jeden  Gliedes   für  sich   bestimmt 
und  alle  in  eine  Summe  vereinigt  werden. 
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Auf  gleiche  Weise  ergibt  sich  die  Werthbestimmuogj  irenn 
die  Anlage  und  Verzinsung  halbjährlich,  oder  wenn  die  Anlage 
und  Zahlung  der  Hauptzinse  jährlich  und  Verzinsung  der  Zwi- 
schenziose  halbjährlich  geschieht. 


§.  09. 

Gegenwärtiger    Werth    künftig    fälliger    Summen    bei 
verschiedenen    Haupt-  und  Zwiscbenzinsen. 

Der  Gang  der  Untersuchung  föhrt  auf  die  Beantwortung  fol- 
gender Frage: 

Am  Ende  der  n  folgenden  Jahre  ist  die  Summe  K 
fällig.  Welches  ist  der  gegenwärtige  Werth  dieser 
Summen,  wenn  p  Haupt-  und  q  Zwischenzinse  gerech- 
net werden? 

Erste   Auflösung. 

a.  Sind  die  Summen  am  Ende  der  Jahre  fällig  und  geschieht 
die  Verzinsung  jährlich,  so  hat  man  die  Formel  No.  1)  §.  67.  wie- 
derholt anzuwenden  und  allmälig  1,  2,  3, ....n  statt  n  zu  setzen. 
Hiernach  ist  der  gegenwärtige  Werth : 

1) 

K  K  K 

i+0'<^-^    i+o.op-ö;ö^-      *+o,op.-^ 

b.  Geschieht  die  Anlage  und  Verzinsung  halbjährlich,  so 
kommt  die  Gleichung  No.  2)  §.  67.  zur  Anwendung,  und  man  hat 
allmälig  1,2,3, ....  2n  statt  2n  zu  schreiben.  Der  fragliche  Werth  ist: 

2) 

o L- + ^ +  ^ 

,4.00.,  '-^'-^  iioon  »'Oy*-^     i.oQ„  ^oy.*»-'' 

c.  Geschieht  die  Anlage  and  Zahlung  der  Hauptzinse  jähr- 
lich, die  Verzinsung  der  Zwischenzinse  halbjährlich,  so  kommt 
No.  3)  §.  67.  zur  Anwendung  und  man  erhält  fär  den  gesuchten 

Werth : 

3) 

K K K 

,  .  »^    LDgi'-l^^,  . ....    l,Oyi*-l  ^''\  . ^ n  ■  1.0yi*^' 
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Sind  verschiedene  Summ 
enden  Gleichungen  in  Kraß, 
K^t,...Kn  in  den  entsprechei: 


n  gegeben,  so  bleiben  die  vorsteh- 
nd  man  hat  der  Reihe  nach  Kx,K^, 
len  Gliedern  einzusetzen. 

iite    Auflüeung. 


Diese  beruht  auf  der  Anwendung  des  in  §.  10.  aufgestellten 
Lehrsatzes  in  Verhindung  mit  den  in  §.  6S.  aufgefundenen  Glei- 
chungen No.  3),  4}  und  6).  Diese  Gleichungen  führen  den  Wertb 
sämmtlicher  Anlagen  auf  den  Zeitpunkt  der  letzten  zurück.  Bringt 
man  nun  den  so  erhaltenen  Werth  nach  den  in  §,  67.  aufgestelU 
ten  Sützcn  auf  den  Anfang  des  ersten  Jahres  zurück  und  setzt 
statt  K  den  für  S  angezeigten  Werth  ein,  so  ist  die  Aufgabe 
geliist.  Bezeichnet  man  nun  den  gegen irärtigei 
sn  bat  man 


>  Wertb  durch  R, 


a.     wenn  die  Summen  jährlich  fällig  sind  bei  jährlicher  Ver- 
zinsung aus  No.  3)  §.  68.  und  No.  1)  g.  67. ; 

4)  R  = 


l-J-0,Op. 


O.O9     ) 
0,07 


lieber   Verzinsung  i 


:   Summen    halbjährlich   fällig   sind   bei   halbjähr- 

lNo.4)g.68.  und  No.  2)  §.  67. : 


c.  wenn  die  Summen  und  Hauptzinse  jährlich  föllig  sind  bei 
halbjahrlicher  Verzinsung  der  Zwischen zinse  aus  No.  6)  §,  68.  und 
No.  3)  §,  67. : 

/  7,. 0.0p         _0,0p_   l,Qff,«»-l\ 

|+0,0;,.-j-Q^-^,--y 

Bei  Vergleichung  der  in  No.  l)-6)  entwickelten  Gleichungen 
macht  sich  die  Bemerkung  geltend,  dass  die  correspondirenden 
]No.  1}  und  4),  No.  2)  und  5),  No.  3)  und  6)  auf  gleiche  Werthe  füh- 
ren müssen,  wenn  sie  zusammen  bestehen  und  gleichzeitig  Gül- 
tigkeit haben  sollen.  Aus  der  Form  und  dem  Inhalte  derselben 
dürfte  sich  aber  dieser  Nachweis  acbiver  führen  lassen.     Es  tritt 
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daher  ein  gerechtes  Bedenken  gegen  das  Zusammenbestehen  die- 
ser Gleichangen  auf. 


§.  70. 

Anwendungen. 

Um  die  eben  gemachte  Bemerkung  zu  verdeutlichen«  soll 
der  nachstehende  Fall  betrachtet  werden. 

Am  Ende  eines  jeden  der  folgenden  10  Jahre  ist 
die  Summe  10000  unverzinslich  fällig.  Wie  gross  ist 
der  gegenwärtige  Werth  sämmtlicher  Z^ahlnngen«  wenn 
4  Procent  Haupt-  und  2  Procent  Zwischenzinse  ge- 
rechnet werden  ? 

Erste  Auflösung.  Man  kann  die  Frage  nach  der  Glei- 
chung No.  1)  §.  69.  beantworten ,  indem  man  jede  fallige  Summe 
nach  der  Zeitdauer  rabattirt  und  zu  dem  Ende  dort  ir=  10000, 
pz=i,   q=:2  und   7i  =  10  setzt    Hiernach  entsteht: 

10000  10000  10000 

—  ]  02—1  "*"  1  02* 1  "*"  1  023 1 

'+0'0^W    »+«'«^-W^    i+O'O^^^ 

10000 

I  "    •  •  •  • 


1  0210^  I' 

Setzt  man  nun  die  angezeigten  Werthe  für  die  verschiedenen 
Potenzen  von  1^02  aus  den  Tafeln  ein  und  multiplicirt,  wie  ange- 
zeigt ist,  so  erhält  man: 

10000     10000       10000  10000  lOOüO 


1,04  ^  1,0808  ^  1,122416  ^  1,1648643  ^  1,2081616 

10000  10000  10000  10000  10000 

+  1,2523248  "*"  1,2973713  +  1,3433188  ■*"  1,3901851+  1,4379888 

Man  wird  am  besten  thun,  diese  etwas  mühevolle  Rechnung 
durch  Logarithmen  auszuführen.  Der  Werth  des  ersten  Gliedes 
ergibt  sich  aus  den  Tafeln.    Hiernach   erhält  man: 

W  =9615,385, 

10000 
Ig  Y^^ — 3,9662547  =  Ig  9252,406 , 


der  politischen  Arithmetik,  377 

10000 
»g  1^122416  =3.949851  =  Ig  8909.496, 

10000 
's  l,1648g43=^'^337247  =  Ig8584.692 , 

« 

'^1:2981616  =  ^'^'^^'^^"= 'S^^^'^^'    • 
Ig  1^^^=3,9022831  =  Ig7985,130, 

Ig  1 S713 — 3>8869357  =  Ig  7707,893, 

10000 
Ig  j  34^g8  =3,8718210  =  Ig7444,250, 

10000 
ig  i3^j  =3,8569274  =  Ig7193,286, 

Ig  n^^  =  3,8422445  =  Ig6954,156. 

Wahlen  der  dritten  Reibe  sind  die  zugehörigen  Wertbe.  Zählt 
sie  zusammen,  so  erhält  man  den  gegenwärtigen  Werth 
itlicher  Zahlungen : 

ß=:  81923,732. 

Zweite  Auflösung.  Man  kann  aber  auch  die  Aufgabe  nach 
jileidKung  No,  4)  §.  69.  lüsen,  wenn  der  Werth  sämmtlicber 
mgen  auf  den  Zeitpunkt  der  letzten  zurückgebracht  und  dann 
0  gefundene  Gesammtwerth  auf  die  Gegenwart  bei  4  Procent 
t-  und  2  Procent  Zwischenzinsen  reducirt  wird.  Durch  £in- 
ng  der  entsprechenden  Wertbe  in  die  genannte  Formel 
sht: 

3) 


(4  10     4  1  02*0  — 1\ 


__  10000  (- 10  +  21,8994420) 


1  .  n  fi-i  ^>0'^'"-l  ~  1,4379888 

1+0,04.     QQ2 

_  118994,420 

-  1,4379888  =»'«»*''«• 

Ig  118994,4  =5,0751613 

ig  1,4379888 =0,1577555 

N.  4,9174058=82681,02. 


Man  erhSit  in  No.  t!)  unH  No.  3)  zwei  Werthe,  als  AuHSsunj 
für    eine   and   dieselbe  Aurgabe,    deren    Unterschied  nich 
trächtlich  757,2(J  ist  und  in  den  Gleichungen  des  §.69.,  v 
bemerkt  nurde,  gegründet  ist.     Zwei  verscbiedene  Antworten  an 
die  gleiche    Frage   können    nicht   zusammen  bestehen.      Welcba 
iet  der  richtige  Werth,  oder  sind  etwa  beide  unrichtig? 

Versucht  man  nun  nach  der  rrfjber  Üfters  ani^ptvendeten  Weigi 
sich  dadurch  Aufklärung  io  der  Sache  zu  verschaffen,  dass  ii 
die  in  No.  2)  und  No.  3)  gefundenen  Summen  zu  Grunde  legt, 
Hilligen  Ziiise  Schritt  für  Schritt  zuzählt  und  die  jeweils  schul 
digen  Summen  der  Reihe  nach  abzieht,  so  misslingt  dieser  \tx 
such.  Durch  eine  ziemlich  verwickelte  Rechnung  kann  man  zwij 
in  dem  unter  No.  2)  gefundenen  Resultate  zum  Ziele  gelai 
wenn  man  jede  der  dort  erhaltenen  Summen  für  sich  getreiml 
bebandelt,  die  Haupt-  und  Zwischenzinse  für  sich,  getrennt  von 
der  betreffenden  Kapitalsumme,  verfolgt  und  dadurch  einzeln 
jetveils  fälligen  Summen  Ton  1000  erzeugt.  Diese  Methode  i«tj 
aber  so  künstlich  und  zusammengesetzt,  dass  sie  sich,  abgesehei 
von  der  beschwerlichen  Arbeit,  nicht  zur  Prüfung  empfiehl! 
Sie  leidet  offenbar  an  der  erforderlichen  Klarheit  und  Einfacbh^ 
und  iet  nicht  auf  das  in  No.  3)  gefundene  Resultat  anvrendl^ 
das  sich  nicht  in  solche  Einzelsummeu  zerlegen  lässt.  Auss^ 
dem  würde  man  hiedurch  nicht  viel  gewinnen  und  höchstens  i 
dem  Schlüsse  gelangen,  dass  die  in  No.  3)  angewendete  Method 
vor  der  andern  zulassbar  wäre,  wenn  man  kein  anderes  Mittl 
zur  Entscheidung  dieser  Frage  hätte. 

« 

§■  71- 
Kritik  dieser  Methode. 

Dieses  Mittel  gewinnt  man  dadurch,  daes  man  von  einem 
Falle  ausgeht,  worin  die  Resultate,  worauf  die  Anwendung  die- 
ser Methode  führen  niuss,  zum  Voraus  bekannt  sind.  Wir  wäh- 
len faiezu  folgenden: 

1)  A  schuldet  an  B  ein  Kapital  Ton  2500,  das  am 
Ende  des  lOten  Jahres  unverzinslich  fällig  ist  and  das 
er  bis  zur  Auszahlung  zu  4  Procent  Zinsen  benutzen 
kann.  Schuldner  und  GUubiger  kommen  überein,  dass 
sogleich  gezahlt  und  dass  bei  der  Vertheilnng  4prD- 
centige  Haupt-  und  2proccntige  Zwischenzinse  ge- 
rechnet werden.  Welche  Summe  bat  jeder  anzuspre- 
chen? 
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^Zwr  Geanlivorfung  dieser  Frage  sind  vorerst  Hie  Werthe  fest- 
(velclie  iedem  der  beiden  Interessenten  im  Laufe  der 
Zeit  zitfallen  und  sie  nnch  den  Bedingungen  der  Aufgabe  auf  die 
Gegenwart  zurücIfKubringen.  Die  4procentigGn  Zinse  des  Kapitals 
betragen  2500  X  U.Ol  =  100.  Der  Schuldner  bat  also  am  Ende 
eines  jeden  der  folgenden  10  Jnbre  100  arizusprecben.  Dem  Gläu- 
biger fällt  am  Ende  des  lOteii  Jahres  die  Summe  2500  baar  zu. 

Nun  ist  klar,  dass  die  Summen,  welche  dem  Schuldner  und 
Gläubiger  aus  der  verfügbaren  Summe  von  250U  zuzuweisen  sind, 
zusammen  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  die  vorhandene 
Snmme  betragen  können,  denn  die  vorliegende  Aufgabe  verlangt, 
dass  die  im  Laufe  der  Zeit  den  beiden  Personen  zufallenden 
Summen  in  gleichzeitige  umgesetzt  werden,  um  darauf  hin 
das  vorhandene  Kapital,  ihren  Ansprüchen  und  Forderungen  nach 
Recht  und  Billigkeit  entsprechend  als  Aequivalent  zu  vertheilen. 
Bringt  man  nun  den  Werth  der  Forderung  dos  Schuldners 
auf  die  Gegenwart  bei  4  Procent  Hanpt-  und  2  l'rocenl  Zwischen- 
sinsen  zurück,   so  erhalt  man  nach  No.  1)  und  No.  2)  §.  70. : 

2) 

100  100 100 

"1—  1  n* I  +  I  o-^s__i  +  ■■■■  "i'oaw— 1 


=  819,23732. 

Bringt  man  den  Werth   der  Forderung    dos  Gläubigers    i 
selbe  Weise  auf  die  Gegenwart  zurück,    so  erhält  man; 


I» 


2500  5500 


l  +  0,04.i^^" 

ig  2500  =3,3979400 
Ig  1,437988  =  0,1577555 

N.  3,2401845  =  1738,539. 


Hiernach  fordert  Schuldner  und  Gläubiger  gleichzeitig 
4)  S=K,+fia=81'-'.2373  + 1738,539  =  2557,776, 

also  suBammen  eine  grössere  Summe,  als  die  vorhandene,  and 
mehr,  als  vertheilt  werden  kann.  Diess  ist  ein  Widerspruch  in 
der  Sache. 

Würde  tnan  die  Verlhcilung  nach  der  zweiten  Methode  No.  4) 
§.69.  durchführen,  so  hätte  der  Schuldner  zu  fordern: 
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4.10  .  4   1,02"— r 


100 


(m     4.10.  4   1,02X0- 1\ 

^10- ^+ä-   0,02  ; _ ^^ 


5)  Ä,  = ^ ifm»_i     -^ = 826,8102 

nach  No.  3)  §.  70. ,  der  Gläubiger  wie  oben  No.  3).  Die  Forde- 
rungen beider  würden  daher  betragen : 

6)  5  =  Äi  +  fia  =  826,8102  +  1738,539  =  2566,449. 

Diess  Resultat  fuhrt  auf  die  gleiche  Ungereimtheit  wie  vorhin. 

Da  nun  die  in  §§.  66. — 69.  entwickelten  Gleichungen  forroeli 
richtig  sind,  denn  die  bei  ihrer  Begründung  gemachten  Schlüsse 
ruhen  ganz  auf  denselben  Grundsätzen,  wie  die  früheren  Metho- 
den, welche  zu  richtigen  Resultaten  führten,  so  kann  der  Grund 
der  Unrichtigkeit  nur  in  der  Anlage  des  Caiculs,  hier  die  Annah- 
men der  verschiedenen  Zinsfüsse  liegen.  Hiedurch  wird  man  zu 
folgendem  Schlüsse  geführt. 

7)  Sollen  Kapitalwerthe,  die  zu  verschiedenen  Zei- 
ten fällig  sind,  unter  einander  verglichen,  oder  ihrem 
Werthe  nach  in  gleichzeitige  verwandelt  werden,  so 
ist  hiebei  die  Rechnung  mit  verschiedenen  Haupt-  und 
Zwischenziosen  nicht  zulässig.  Wird  sie  dennoch  an- 
gewendet,  so  führt  sie  auf  unrichtige  Resultate. 

Will  man  also  richtige  und  verlässliche  Resultate  bei  Ver- 
gleichung  der  Kapitalwerthe  erhalten,  so  darf  die  Rechnung  nur 
mit  gleichen  Haupt-  und  Zwischenzinsen  gefuhrt  werden. 

Bestimmt  man,  um  diess  zu  zeigen,  die  gegenseitigen  For- 
derungen des  Schuldners  und  Gläubigers  bei  gleichen  Haupte  und 
Zwischenzinsen  (4),  so  ist  die  des  Schuldners: 

8)  Äi  =  100. — öS —  =  811,08957, 

die  des  Gläubigers: 

2500 

9)  «2  =  ^^0=1688,9104. 

Sie  fordern  zusammen : 

10)  S  =  Äi  +  Äa  =  811,0895  +  1688,9104  =  2500. 

Bestimmt  man  die  Forderungen  beider  durch  die  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen,  also  bei  4  Procent  Haupt-  und  0  Procent  Zwi- 
schenzinsen,  80  ist  die  des  Schuldners: 
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jOO.jOO.jOO,        jOO 
^*  — 1,04  +  1,08  +  1,12  +  •••  1,40 

=  96,1538  +  80,6452 
92,5925  78,1250 
89,2857  75,7576 
86,2069  73,5294 
83,3333  71,4285 
447,5723  379,4857 

11)  Äi  =  447,5723 + 379,4857  =  827,0580 ; 
die  des  tilSubigers  ist:     ' 

12)  Äi  =  ^=  1785,7142; 

die  Forderungen  beider  betragen  zusammen: 

13)  S  =r  Äj  +  jB;  =  827,0580+1785,7142  =  2612,772.,.. 

Vergleicht  man  die  in  diesem  Paragraphen  gefundenen  Re- 
saltate,  so  ergibt  sich,  dass  die  Rechnung  mit  gleichen  Haupt- 
and  Zwiscbenzinsen  auf  ein  richtiges,  die  {ihrigen  Methoden  auf 
unrichtige  Resultate  fuhren,  dass  die  Rechnung  mit  einfachen 
Zinsen  sich  am  weitesten  von  dem  richtigen  Resultate  entfernt, 
dagegen  die  mit  verschiedenen  Haupt-  und  Zwischenzinsen,  die- 
sen Fehler  verbessernd,  sich  dem  richtigen  Resultate  nähert,  und 
zwar  um  so  mehr,  je  weniger  die  Haupt-  und  Zwischenzinse  von 
einander  abweichen,  dennoch  aber  unrichtig  bleibt.  Die  Rich- 
tigkeit der  im  ersten  Kapitel  aufgestellten  Lehrsätze  erhalten  hie« 
durch  ehie  weitere  Bestätigung. 


§.72. 

Allgemeiner  Beweis  über  die  Unrichtigkeit  der  Rech- 
nung  mit  verschiedenen  Haupt-  und   Zwischenzinsen. 

Um  diesen  Beweis  im  Allgemeinen  zu  föhren,  gehen  wir  von 
den  im  ersten  und  dritten  Kapitel  aufgestellten  Grundsätzen  aus. 
Dort  wurde, gezeigt,  dass  wenn  ein  Kapital  K  bei  dem  Zinsfuss 
p  m  n  Jahren  zurückgezahlt  (getilgt  und  verzinst)  werden  soll, 
diess  so  zu  geschehen  habe,  dass  in  den  einzelnen  Jahren  fol- 
gende Summen  gezahlt  werden  müssen: 

Theil  XXXVU.  26 
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))   I/i=:.4i+ir,0,0p, 

La  =  ^2  +  i^^- 0,0/? — Ji .  0,0^ , 

^3  =  ^3 +^-.0,0^—211 .0,0^9  -  4^.0,0/?, 

L4=^4+jr.o,e^-4.o,Oiö— /4,,o,Op - ^8  0,0/1, 

!/„= i^n+Ä'.  0,0p— 4.0,0/?  — ila-O^Op—....  — ^„_i. 0,0/?, 

worin  //|,  L^,  L^t....Ln  die  in  den  einzelnen  Jubren  zu  zahlen- 
den Suramen  und  Ai,  A^y  A^,,,..An  die  Tilgungssummen  bedeu- 
ten, so  dass 

'2)  K=Ai  +  A^  +  A^  +  ....An 

ist.  Bei  dieser  Anordnung  werden  zwei  Dinge  einander  gegen- 
über gestellt:  der  gegenwärtige  Betrag  der  Schuld  £  und  die  im 
Laufe  der  Zeit  allmalig  zu  zahlenden  Summen  Li,  L29  ....  Xn. 
Beide  Dinge  sind  ihrem  Werthe  oder  Inhalte  nach,  nicht  aber 
in  der  Grösse  der  Summen  einander  gleich. 

Jede  Methode,  welche  so  geeigenscbaftet  ist,  dass  sie  die 
allmalig  fällig  werdenden  Summen  auf  den  ihnen  gleichkommen- 
den Werth  K  zurückbringt,  wird,  wie  dless  in  der  Natur  der 
Sache  liegt,  ein  richtiges  Resultat  bedingen  und  deswegen  zu- 
lässig sein.  Diese  Benterkung  wird  nun  auch  zur  Prüfung  ffir 
die  in  Frage  stehende  Recbnungsmethode  dienen.  Genügt  sie 
dieser  Bedingung,  so  ist  sie  als  richtig  anzuerkennen;  genügt  sie 
nicht,  so  muss  sie  als  unrichtig  zurückgewiesen  wei'den. 

In  §§.  3^*>  6.  und  42.  wurde  auf  drei  verschiedenen  Wegen  der 
Beweis  geliefert,  dass  die  Gleichung 

der  genannten  Bedingung  genügt,  und  den  richtigen  Kapital  werth 
angibt,  wenn  die  einzelnen  Glieder  in  dem  Zinsfuss  rabattirt  wer- 
den, worin  das  Kapital  verzinst  wird. 

Wendet  man  nun  die  Rechnung  mit  verschiedenen  Haupt-  (p) 
und  Zwischenzinsen  (g)  auf  die  fölligen  Summen  in  No.  1)  an,  so 
hat  man  dieselben  der  Reihe  nach  zu  rabattiren  und  zu  dem  Ende 
1,  2,  3,....  72  statt  n  und  Li,  L^y  L^,,.*,Ln' sisiit  R  in  No.  I)  §.67. 
zu  setzen.    Hiedurch  entsteht : 

4) 
gr In ,  ^ .  ^ 


^+^'^-^      ^+^'^'-ÖjÖ^  ^+^'^Ofig— 


der  poUHseken  Arithmeiik.  383 

Soli  niro  diese  Gleichung  gerrBgen,  so  niass  4er  Werth  aller 
Glieder  auf  der  rechten  Seite  dem  gegebenen  Wertbe  K  gleich« 
kommen^ 

Um  diess  zu  entscheiden ^  hat  man  die  correspondireöden 
Glieder  in  No.  4)  und  No.  3)  der  R^ihe  nach  unter  einander  zu 
vergleichen.     Setzt  man  zu  dem  Ende  der  Kuri^e  wegen  p  statt 

1^,   so  dass   1,0p'' =  (1  + /?)'•  und  q  statt  j^,   so   dass  I.O^''" 

=i(\-\-gy  ist,  und  bezeichnet  die  Binomial-CoefBcienten  der  Reihe 
nach  mit  ri,  r^,  r^i.,.,rr,  so  hat  man  Folgendes: 

ö)        (1  +  j»)'^  =  1  +  r,  j9  +  rip«  +  i^p«  +  ....  Trp'f 

s=  1  +  Tip  +  rip.j»  +  r3/?.p*+....rrpkp»'-i 
(1  +  ^)'^  =  1  +  T^q  +  r,^«  +  r89'  +  ....  nq^ 

folglich : 

(1  ^-öy— 1 
1+p. ^ =  ^  i^np  ^rHP .q ^r^p  q^^Up.q^ ^ ,.^.rrp.q''-^ 

Vergleicht  man  nun  den  Werth  der  Reihe  No.  5)  mit  dem  von 
No«^},.  so  zeigt  sich  leicht,  dass  derjenige  der  erstem  grosser, 
als  der  der  zweiten  ist,  wenn  p^q  und  r  grösser  als  ]  ist,  denn 
Dur  die  beiden  ersten  Glieder  in  No.  5)  und  No.  6)  sind  einander 
gleich.    Hieraus  folgt,   dass 

dder  in  der  ursprünglichen  Form 

ist  ftir  /?  >  9  und  f  >  I.  Ist  p  =  y,  so  werden  beide  Reihen 
einander  gleich,  wie  diess  schon  auf  andere  Weise  in  §.66.  und 
§.  67.  gezeigt  wurde.     Aus  No.  7)  folgt  umgekehrt,   dass 

^)       .  T7W< 


ist,   für  r>l  und  p^  q. 

Hieraus  zeigt  sich,  dass  der  Werth  der  Reihe  No.  4)  nicht 
auf  denselben  Werth  wie  die  Reihe  No.  3),  sondern  auf  einen 
grossem  fuhren  niuss,  weil  alle  Glieder  in  No.  4)  mit  Ausnahme 
des  ersten  grosser  sind  als  die'  in  No.  3),  und  dass  also  dieRech- 
nuiig  mit  verschiedenen  Haupt-  und  Zwischentoiiisen  auf  unrich- 

26* 
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tige  Wertbe  fUhrt.  Das  Gleiche  gilt,  wenn  die  Räbattinnig  halb- 
jährlich geschieht. 

Hiernach  ist  der  in  No.  7)  §.  71.  aufgestellte  Sati  allgenehi 
bewiesen. 

Die  Anwendung  auf  besondere  Fftlle  bestätigt  die  Richtigkeit 
dieses  Satzes.  So  ist  z.  B.  der  gegenwärtige  Werth  der  Summe 
10000,  die  am  Ende  eines  jeden  der  folgenden  10  Jahre  föllig 
ist,  bei  4  Procent: 

.9)  ß  =  10000.— -^J^ —  =  81108,958, 

während  sich  derselbe  bei  4procentigen  Haupt-  und  2procentigen 
Zwischeozinsen  nach  No.  2)  §.70.  (erste  Methode)  zu 

10)  R  =  81923,732, 
und  nach  No.  3)  §.  70.  (zweite  Methode)  zu 

11)  fi==  82681,02, 

und  bei  einfachen  Zinsen  (4  Proc.  Haupt-  und  0  Proc.  Zwischen- 
zinsen) nach  No.  11)  §.  71.  zu 

12)  R  =  82705,80 

berechnet.  Offenbar  kann  nur  eines  dieser  vier  Resultate  das 
richtige  sein.  No.  9)  gibt  den  richtigen  Werth  an.  Die  .Ctbrigen 
sind  unrichtig. 

Mit  dem  Gesagten  ist  allerdings  die  Benutzung  der  hier  ge- 
zeigten Methode  für  subjective  Zwecke  nicht  ausgeschlossen. 
Ihre  Resultate  mugen  in  manchen  Fällen  sogar  erwünschte  An- 
haltpunkte bei  Vergieicbungen,  als  Annäherung  an  die  richtigen 
Werthe,  bieten.  Objectiv  betrachtet  ist  sie  im  Caicul  unzuläs- 
sig, und  einer  wissenschaftlichen  Begründung  der  politischen 
Arithmetik  liegt  nach  meiner  Ansicht  die  Pflicht  ob,  hierauf  auf- 
merksam zu  machen  und  sie  als  unrichtig  zu  bezeichnen,  nicht 
aber  dem  Leser  die  Wahl  zwischen  einer  richtigen  und  unrichti- 
gen Methode  zu  überlassen,  ohne  diess  angedeutet  zu  haben. 
Wählt  er  ungeachtet  dieser  Hinweisung  dennoch  die  unrichtige 
Methode,    so  mag  er  es  auf  seine  Gefahr  thun. 

Tennin-   oder  Zeltrecliiiaii|^. 

§.  73. 

Reduction    mehrerer    Zahlungssummen    auf  einen 

bestimmten   Zeitpunkt. 

Die  sogenannte  Termin-  oder  Zeitrechnung  findet  in  den  ver- 

> 
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scfaiedeiien  Lehrbüchern  eioe  besondere  Stelle.  Sie  soll  auch 
hier  kurz  envähnt  werden.-  Ich  habe  »le  zwar  schon  in  meiner 
Anleitung  §.  15.  und  g.  40.  angeführt  und  auf  die  richtige  Uerecli- 
nungsiveise  hingedeutet,  die  Sache  selbst  aber  nicht  nüher  erür- 
tert,  da  ich  es  für  genügend  hielt,  die  Elemente  eineis  richtigen 
Caiculs  im  Allgemeinen  gezeigt  zu  haben.  Es  wird  übrigens 
sachgemäss  sein,  hier  Aas  Wesentliche  der  Sache  hervorzuheben, 
um  den  hierher  gehörigen  Fragen  die  richtige  Stelle  anzuiveisen, 
da  auch  hier  die  Ansichten   schwanken  und  aus  einander  gehen. 

Sind  nämlich  mehrere  Summen  (gleiche  oder  ungleiche)  un- 
verzinslich im  Laufe  der  Zeil  lallig  und  soll  ihre  Gesainmtsumme 
auf  einmal  gezahlt  und  der  hieriir  erforderliche  Zeitpunkt  bestimmt 
werden,  so  nennt  man  die  hiefür  dienende  Methode  Termin-, 
auch  Zeit-Rechnung. 

Die  mei^len  Lehrbücher,  welche  diese  Frage  behandeln, 
wenden  zu  ihrer  Beantwortung  die  Rechnung  mit  einfachen  Zin- 
sen an.  Nur  wenige  benutzen  zu  ihrer  Liisung  die  Zinszins- 
rechnung,  ohne  jedoch  den  nuthigen  Beweis  für  die  Richtigkeit 
der  einen  oder  der  andern  zu  geben  und  die  Frage  zu  entscheiden. 

Die  falligen  Summen  können  entweder  unter  sich  verschie- 
den oder  einander  gleich  sein.  Diess  Sndert  im  Rntwicklungs- 
gange  nichts.  Da  die  letztere  eine  einfachere  Behandlung  zu- 
ISast,  so  werde  icb  mich  hierauf  beschrüiiken.  Der  Schluf'S  in's 
Allgemeine  ergibt  sich  dann  leicht,  Wir  heben  hauptsächlich 
folgende  zwei  hierher  gehörige  Probleme  hervor, 

1}  Am  Ende  der  folgenden  n  Jahre  ist  jeweils  die 
Summe  JT  unverzinslich  fällig.  Statt  al  ler  Zahlungen 
soll  nnr  eine  gemacht  werden.  Wie  gross  ist  der  he- 
zflgliche  Werth,  wenn  die  Gesammtzahlung  sogleich 
oder  am  Ende  des  ersten,  zweiten,  u.  s.  w.,  oder  des 
letzten  Jahrs  gemacht  und  p  Procent  Zins  gerech- 
net werden 

a.  bei  der  Rechnung  mit  Zinseszinsen  ? 

b.  hei  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen? 

Aufliisung  zu  a.  Nennt  man  den  Zeitpunkt,  zu  welchem 
die  Gesammtzahlung  gemacht  werden  soll,  x,  so  hat  man  den 
Werth  eämmtlicher  Summen  auf  diesen  Zeitpunkt  zurückzubrin-, 
gen.  Die  Summen,  welche  bis  zu  diesem  Zeitpunkte  l^llig  sind, 
haben  folgenden  Werth: 
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die  Summen,  »eiche  nach  diesem  Zeitpunkte  ftllig  sind,  folgendeo: 
__JS_        K  K  K  1— l,Op-»+» 

die  Gesamrot- Zahlung  bestimmt  sieb  daher  durch  folgende  Glei- 
ehnng: 


^>  ^^=^-"^[^  +  '-— o;o^-=*- p^- — 

Aüflusaijg  zu  b.  Behandelt  man  die  fslligen  Sommen  wie 
unter  a.  mit  einfachen  Zinsen ,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  des 
Gesammtwerthes  Folgendes : 

K  K  K  K 

Wir  wählen  zur  Verdeutlichung  des  Gesäte»  folgeoden  Fall 
der  einen  etwas .  gröasern  Zeiitraum  umfasse,  d^mit  die  abweir 
ch^nden  Resultate  stärker  hervortreten  ^  was  bei  kleinern  Zeit- 
räumen nicht  der  Fall  ist. 

6)  Ära  Ende  der  folgenden  15  Jahre  aind  je,  1000  un- 
verzinslich  fällig.  8ta,tt  aller  Zahlungen  sol)  uur  eine 
gemacht  werden.  Wie  gross  ist  der  betreffende  Werth,. 
w^nn  die  Gesammtzahlung  sogleich  oder  am  Ende  des 
ersten,  zweiten,  u.  s.  w.,  oder  letzten  Jahre«  g^liOist^t 
und  5  Procent  Zins  gerechnet  werden 

a.  bei  der  Rechnung,  mit  Zinseszin^ea  ? 

b.  bei  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen? 

Setzt  man  nun  in  No.  4)  und  5)  iT^IOÜO,  /7=5,  n:=]5,  «nd  fär 
X  allmälig  die  Werthe  0,  l,  2,....  15,  fuhrt  dann  di«  erforderl^ 
eben  Werthe  aus  den  Tafeln  §•  14.  «in  und  die  angezeigten  Ge* 
Schäfte  aus,  was  ohne  Schwierigkeit  geschebeti  kano,  so  erhall 
man  folgende  Zusammenstellung,  worin  die  Resultate  der  Rech- 
nung angegeben  sind:  ' 
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Zeit. 

(Ende  des 
Jahres.) 


7) 

Gesammtleistong   nach 

der  ^Reehnung  mit  Zin- 

sessinsen. 


Gegenwart. 

10379,6680 

I 

10898,6409 

2 

11443,5730 

3 

12015,7516 

4 

12616,8392 

5 

13247,3661 

6 

13908,7345 

7 

14605,2212 

8 

15335,4823 

9 

16102,2564 

10 

16907,3692 

11 

17752,7376 

12 

18640,3745 

13 

19572,3932 

14 

20551,0129 

15 

21678,5635 

Gresammtleistong    nach 
der  Rechnung  mit  ein- 
fachen Zinsen. 


10980,8352 
11409,4066 
11871,1713 
12366,1107 
12890,1107 
13444,9494 
14028,2828 
14638,6276 
15274,3419 
15933,6011 
16614,3704 
17314,3704 
18031,0370 
18701,4718 
19502,3810 
20250 

Man  sieht  aus  dieser  Zasammenstelliing  die  bedeutenden 
Abweichungen,  worauf  die  Werthbestinimungen  führen.  Man  kann 
niip  die  Gesammtsumme  irgend  eines  Jahres  herausheben  und 
sie,  wie  früher  geschah,  Schritt  für  Schritt  verfolgen  und  wird 
die  bisher  aufgestellten  Sätze  bestätigt  finden,  wornacb  die  durch 
einfache  Zinsrechnung  ermittelten  Werthbestinimungen  unrichtig 
and  die  durch  Zinszinsrechnnng  ermittelten  richtig  sind. 


§.74. 

Bestimmung  der  ZabluBgszeit  (Termin)  einer  Gesammt- 
summe statt  der  einzelb  fälligen  Zahlungssummen. 

Hier  handelt  es  sich  um  Beantwortung  folgender  Frage: 

AmEnde  der  folgenden  n  Jahre  ist  jeweils  am  Ende 
der  Jahre  die  Summe  K  unverzinslich  fällig.  Die  Ge- 
sammtsumme S=:nK  soll  auf  einmal  gezahlt  werden. 
Wann  muss  die  Zahlung  geschehen,  wenn  p  Procent 
gerechnet  werden 

■m.    btti  der  ReehBong  mit  Zinseszittsan? 

b.    bei  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen? 
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Erste   Auflösung. 

Zu  a.  Man  nenne  die  Zahl  der  Jahre 9  nach  deren  Ablauf 
die  Gesammtsumme  gezahlt  werden  muss,  x,  und  bringe  dann 
den  Werth  aller  Zahlungen  auf  die  Gegenwart  zurück.  Dadurch 
entsteht : 

*^  "-J.Qp  +  ÜÖP*^''!^"         O.0JB    • 

Eben  so  bringe  man  den  Werth  der  nach  x  Jahren  f%lligeD  Ge- 
sammtsumme auf  die  Gegenwart  zurück.     Es  entsteht : 

^'  ''»-l.Ojp'-I.Ojp* 

Beide  Werthe  nifissen  einander  gleich  sein.    Man  erbSit  daher: 

und  hieraus  nach  den  erforderlichen  Umänderungen: 

^>  ^-     lg  1,0/1    -  Ig  1,0p 

wenn  statt  jS  und  R  die  Werthe  aus  No.  1)  und  2)  eingeführt 
werden.  Diese  Auflösung  findet  sich  in  meiner  Anleitung  §.  40. 
in  anderer  Form  vorgetragen. 

Zu  b.  Wendet  man  dieselben  Schlüsse  auf  die  Rechnung 
mit  einfachen  Zinsen  an,  so  hat  man: 

K  K  K  K 

^)  ^--i:ö5i+f;o2j;+i,o3p+  -i^oiip* 

5  5.100    __  nJT.lOO 

6)  ^»-l,0a:p'~100  +  ar/>""100+a:p; 

Beide  Werthe  müssen  einander  gleich  sein,  und  es  ist: 

100.5         wJT.lOO 
^^  ^-100+J^p^lOO  +  ;rp* 

und  hieraus : 
8,  ,     »00.  S      100 

Ist  nun,  wie  in  dem  Falle  No.  6)  §.73.  die  Summe  1000  jeweils 
am  Ende  der  15  folgenden  Jahre  unverzinslich  föllig,  und  fragt 
man :  Wann  muss  die  Gesammtsumme,  von  jetzt  an  gerechnet, 
gezahlt  werden,  wenn  5  Procent  Zins  gerechnet  werden?  so 
erhält  man  zur  Bestimmung  dieses  Zeitpunkts  durch  Einführung 
der  entsprechenden  Werthe 
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a).bei  der  Rechnung  mit  Zinseszinsen  aus  No.  4): 

Ig  15  -  Ig  10,3796580     1,1760913  - 1,0161831 
•^         '^~  Ig  1,05  ~  0.0211893 

0,1599082 
~  0,021 1893  ""  '»"«»*'  • 

Ig0,1599082  =  0,2038707- 1 

Ig0,0211893  =  0,3261167—2 

N.  0,8777540        =7,546647; 

b)  bei  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen,  wenn  man  in 
No.  8)  die  entsprechenden  Werthe  mit  Rficksicbt  auf  No.  7)  §.  73. 
R  =  10980,8352  einsetzt : 

_  15000.100       100        300000       cw._7aon2o 
ju;    ^—5.109^^8352—  5   -  10980,8352  ~ ^■" '*^^"Ä^ » 


Ig300000  =5,4771213 
Ig  10980,83 =4,0406354 

N.  1,4364859=27,32032. 


Zweite    Auflösung« 

Zu  a.    Man  bringe  den  Werth  sämmtlicher  Summen  auf  den 
Zeitpunkt  der  letzten  Zahlung  zurück.     Hiernach  erhält  man: 

11)  Si  =  K.  1.0/>«-i + K.  1,0p«-« + K.  1,0^«-» + ....  K.  1,0^ + K 

_      1,0/1»- 1 
-^-     0,0p    • 

Nun  beziehe  man  die  Zeit,  in  welcher  die  Gesammtsumme  ge* 
zahlt  werden  muss,  auf  denselben  Zeitpunkt,  nenne  die  Zeit, 
welche  zwischen  beiden  Zeitpunkten  liegt,  2 ,  und  f&hre  sodann 
den  Werth  der  Gesammtzahlung  auch  auf  den  Zeitpunkt  der 
letzten  Zahlung  zurück.    Es  entsteht: 

12)  S«  =  Ä.  l,()p»  =  «jr.  l,Qp«. 

Aus  No.  11)  und  12)  entsteht,  da  beide  Werthe  gleich  sein  müssen. 


s.  1,0/^2= Sj  =is:.i^2^— = wir.  i,Op« 


und  hieraus: 


,   1,0^-1     . 


„V  ^_lgg,->lg5^'»    0,0p 

^^^         '-  igi,op  -      ip;^ 
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Zu  b.  Wendet  man  dieselben  ScfalfiMe  auf  die  Rechnung 
mit  einfachen  Zinsen  an^  so  erhält  man: 

U) 

und  hieraus : 

15)  2:=—^. 

Diess  ist  die  Methode,  welche  gewöhnlich  zur  Auflösung  die- 
ser Aufgabe  gegeben  wird  und  auch  in  meiner  Anleitung  §.  15. 
in  etwas  allgemeinerer  Form  mitgetheilt  ist. 

Werden  nun  die  entsprechenden  Zahlenwerthe  eingeführt »  so 
ergibt  sich  im  vorliegenden  Falle  ans  No.  13): 

_  'g      0.05      "^  'g  ^^     lg21,S78563g-  ig  15 
^^^         '-  lgl,05  --  1^1^ 

_  1,3340225-1,1760913  _  0,1579312 

""  0,0211893  —  0,0211893  ~'*^'^^' 

Ig  0,1 579312  ===0,1984679-» 

ig0,021I893  =  0,3261167  -  2 

N.  0^723512      ==  7,453345. 

Aus  No.  15)  wird : 

15--1_^ 
17)  2  =  — 5— ^7. 


Dritte  Auflösung. 

Zu  a.  Rfan  nehme  an,  dass  die  Gesammtsomme  in  o;  Jahren 
▼on  jetzt  an  gerechnet  zu  zahlen  sei  und  bringe  dann  den  Werth 
sSmmtlicher  Zahlungen,  welche  vor  und  nach  diesem  Zeitpunkte 
fallig  sind,  auf  diesen  Zeitpunkt  zurück.    Hiernach  ist: 

18)  Sj  =  K.  l,0p^i  +  K.  1,0/1*-*  +  ....  Jr.  1,0p  +  K 

K         K  K  K 

+  W^röp*^Mp  +  •••  1,0/)»-* 

-*•    O.Op     +*•        0,0/» 
Diess  führt  zu  der  GleicbuBg:: 

19)  S-^nK-.  £.  —öfip-  +  ^' s;^ 
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Hieraus  erhält  man  nach  den  n5thigen  Umformungeo : 


20)  x=^ 


Ig«  -  te 


0,(1^ 


Ig  1,0p 

Diess  ist  dieselbe  Gleichung)  welche  in  No.  4)  gefuodeo  vv^arde. 

Zu  b.  Man  kann  non^  frte  unter  a. ,  so  auch  för  die^  Reob- 
nung  mit  einfaehe«  Zinsen  ei^e  CIFeichung  zur  Auffindung  dieses 
Zeitpunkts  entwlckefn.  Ihre  Aufstellung,  noch  mehr  aber  Ihre 
Auflösung,  ist  aber  mit  solchen.  Weitläufigkeiten  verbunden ,  das«^ 
es  sich  der  Muhe  nicht  lölint,  zamal  in  Aussicht  st«ht,  dass  sie 
auf  ein  von  deu  bisl^er  gefnndeqea  verschiedeiKs  Resfiltai  füh- 
ren wird. 

Eine  vierte  Aoflösang  zu  a.  ergibt  sieh,  wenn  (oan  ^ia 
liei  der  dritten  verfährt  und  den  Zeitpnnkl  der  GesamnUeistuD^ 
auf  den  der  letzten  Zahlung  bezieht;  Man  erhält,  dann  folgende 
Gleichung : 

21)  «i:=ir.-ö;^^+^"^^r"=^' 

litid  hieraus: 

Diesfif  ist  die  iii  No.  19)  gefundene  Bestimmung. 

''  Vergleicht  man  nun  die  gefundenen  ResuHate,  so  stimmen 
die  durch  Zinszinsrechnung  gefundenen  unter  sich  genau  (ilerein. 
Der  VVerth  von  x  bezieht  d^n  Zeitpunkt,  der  Gesammtzahlung 
auf  die  Gegenwart;  der  von  z  auf  denjenigen  der  letzten  Zahlung. 
Beide  Wertbe  ergänzen  sich  g,egenseitig  und  es  ist 

;r=;»—«=:=l&-7,45334ß^Ä  7,546655, 

\9\6  deiin  n  =  o^  -f  2  sein  muss.  Die  unbedeutende  Dfifeineoz  in 
der  letzten  Ziifer  rührt  von  J^r  Rechnung  nrit  Logarithhien  her, 
wobei  die  letzte  Ziffer  nicht  immer  zuverlässig  ist.  Es  lässt  sreii 
nämlich  aus  No.;4X  und  No.  13)  leicht  nacbflrelsenj^^ass  n=^x-\-z 
sein  mus|s,   denn  es  ist: 

I         I    1-1><>P^     xJ^Slnl    I 
—  Ig-lvOp  -    •■■"'•'  iiffl^ 


(letttnger:    Wetlere  Aui/S/trunff 


j_   _lRl.O 


i.lcl.Oy 
's'fip   ~ 


is'.op 

Diese  Hurmoiiie  nndet  hei  den  durch  die  Rechnung  m 
fachen  Zinsen  gerundeneii  ResuUaten,  tvie  man  siebl,  uirhl 
Sie  widersprechen  sich  und  den  ehen  gemachten  Uenierki 
denn  nach  No.  10)  soll  die  iiesamniUaiilung  in  7,^120....  von  .jetat 
an  gerechnet,  und  nach  No.  IT]  soll  sie  7  Jahre  vor  der  leUta^ 
Zahlung,  also  in  8  Jahren  von  jetzt  nn  gerechnet,  gescheheik, 
Sie  führen  offenbar  auf  unrichtige  Resultate. 

Aus  dem  G^agten  geht  unzweifelhaft  hervor,  dass  bei  der 
sogenannten  Termin-  oder  Zeitrechnung  die  Rechnung  mit  ein^ 
fachen  Zinsen,  wie  fiberail,  auf  unrichtige  Resultate  führt  und 
daher  unzulässig  int,  obgleich  sie  in  verscbledenen  Lehrbüchern 
als  unbeanstandet  vorgetragen  wird. 

Man  kann  die  Richtigkeit  der  in  No.  4)  und  No.  13}  gefunde-' 
neu  Resultats  durch  den  Thalbesland  nachweisen,  nenn  man 
Schritt  für  Schritt  die  Zahlungsleistungen  verfolgt,  die  Gesammt- 
summe  an  dem  festgestelllen  Zeitpunkte  verabfolift  und  dann  die. 
Rechnung  bis  zur  letzten  Zahlung  fortführt.  Uiess  ISsst  sich  in 
Kürze  auf  folgende  Weise  zeigen. 

Hat  Jemand  in  den  folgenden  15  Jahren  je  1000  zu  zahlen 
und  zahlt  er  die  Gesanimlsutnme  von  15000  erst  in  7,6466...«. 
Jahren  auf  einmal,  so  ist  seine  Schuld  am  Ende  des  7ten  Jahru  i 
bei  5  Procent  auf 

1.06^- 
0,05 


.S'-=1000.- 


=8142,0085 


I 


angewachsen,  weil  er  in  der  Zwischenzeit  keine  Zahlung  leistete.. 
Nimmt  man  der  kürzern  Rechnung  wegen  den  Zeitpunkt  der  Ge- 
sammlzahlung  zu  7,546  Jahren  an,  so  betragen  die  Ziose  diesec. 
Schuld  in  0,546  Jalir  8142,085.0,546.0.05  = 'i'22,2768.  Daher  er- 
wächst seine  Schuld  bis  zu  dem  bestimmten  Zeilpunkt  auf 

Si  =  8142,0085  +  '.>22,-2768  =  8364,2853. 

Zahlt  er  nun  die  Gesammtsumme,  so  bleibt  ein  Ucberscbuss  von 

R  =  15000—8364,2803  =  6635,7147. 

Dieser  wächst  für  den  Ueberrest  des  Jahres  von  0,454  um  den 
Zinsbetrag  von  6635,7147.0,454.0,05=150,6307.  Das  disponible 
Kapital  am  Ende  des  8ten  Jahres  ist  daher: 

Sj  =  6635,7147  +  150,6307  =  6786,3414. 
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Werden  hievon  die    am  Ende  dea   Sten  Jahres  lalligen  1000  ab- 
gezn^en,    so  bleibt  die  iSunime  5786,3414  übrig,    welcbe  genügt, 
um    die    am    Ende    der    folgenden   7   Jahre    ßlligen  Summen    von 
1000  zu  dei?ben,  denn  man  hol  hiezii  ein  Kapilal  von 
-1.05-' 
0,(ß 


=  1000  ■  - 


=  5786,3734 


nrithiß,  «elehee  ganz  nahe  mit  dem  eben  angegebenen  Werthe 
zueamnieiiliillt.  Die  kleine  Differenz  rflbrt  von  der  Rechnung  mit 
abgekürzten  Zahlen   her. 


§.  75. 
Schliifisbemerknngen. 

In  allen  bisher  behandelten  Fsllen  wurde  vorausgesetzt,  datie 
bei  HeimzahluNg  der  Kapitalien  der  vorgescfiriebene  Tilgungs- 
plan richtig  einfrehalten,  die  fälligen  ZInse  pünktlich  auf  die  be- 
stimmte Zeit  gezahlt  und  Glieder  nutzbringend  angelegt  werden 
oder  nerden  können.  Nur  unter  dieser  Uedingung  können  die 
gefundenen  Resultate  io  (leltung  erhalten  werden.  Bei  geordne- 
ten Verh&ltnissen  wird  diess  auch  zutreffen,  wie  bei  Tilgung  der 
Anleihen  in  Staaten  mit  geordneten  Finanzen.  Hier  sind  die 
Bedingungen  des  Caiculs  vollständig  vorhanden. 

In  andern  Verhältnissen,  und  namentlich  bei  Privaten,  wird 
diese  Voraussetzung  nicht  immer,  und  diese  ist  vielleicht  der  ge- 
wShaliche  Fall,  zutreffen,  und  es  werden  sich  manche  Schwie- 
ligkeiten  einer  pünktlichen  Erfüllung  der  Verpflichtungen  und  der 
Möglichkeit  alsbaldiger  Zinsanlage  entgegenstellen,  wie  die  Saum- 
seligkeit der  Schuldner,  der  Mangel  eines  (jeldmarkts,  die  Un- 
guDst  der  Verhältnisse,  zu  kleine  Summen  u.  dergl. 

Es  wäre  nun  ganz  ungeeignet,  die  Schwierigkeiten  und  Hin- 
dernisse, welche  sich  der  genauen  Durchfiibrung  der  aufgefunde- 
nen Resultate  entgegen  stellen  und  sie  in  einzelnen  Fällen  oft 
zur  Unmüglicbkeit  machen,  läugnen  oder  ignoriren  zu  wollen. 
So  wird  nach  den  entwickelten  Lehrsätzen  die  Summe  10,  ein- 
mal angelegt  und  j.nhrltcfa  zu  5  l'rocent  verzinst,  in  '!0  Jeihren  zu 
der'  Höhe 

Si=10.1,05'w  =  ü6,5329 

erwachsen;  eben  so  wird  die  Summe  1,  wiederholt  jülirlich  an- 
gelegt und  zu  5  Procent  verzinst,  in  50  Jahren  sammt  Zinseszins 
zu  einem  Kapitale  von 

,_1.05«'-1      „__.,.^ 
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erwachsen,  oder  eine  »u  B  Procent  Terzinsliche  HcbuM  TOn  I60| 
in  36-— 37  Jahren  vnllstündrg  gelilgt  sein,  tienn  jährlich  6  Pro 
fXnX  Zins  statt  5  Prorerit  gezahlt  werden.  Wenn  atter 
Fälle  im  l^inzelnen  praktitich  durchgeführt  werden  eiollen,  so  wir] 
es  dem  besten  Wille«  und  der  griissten  Thätigkeit  kaum  gelm 
gen,  die  sich  entgegenstellenden  SchnieTigkeiten  und  HindernisH 
glücklich  /M  ilherwinden.  Nur  eine  hiefür  eingerichtete  AnnuitS 
ten-Anstalt  >vird  im  letzten  Falle  Ha  Hillfe  hringend  cititretett  I 
künnen,  »i>  die  einzelne  Kraft  nicht  binreicht. 

Wnllle  man  aber  nrngekehrt  aus  dem  Umstand,  dass  die 
Sätze  der  |)alitisL'hpii  Arithmetik  in  einzelnen  Füllen  des  prabti- 
Hchen  Lehens  nicht  ihre  Tnlle  Geltung  finden  können,  die  Folge- 
rung für  gerechtfertigt  halten,  dasR  ihre  Sätze  überhaupt  nicht 
anwendbar  und  zulässig  eeien,  so  dürfte  dies»  noch  viel  unge- 
eigneter erscheinen.  Die  politische  Ariihnielik  hat  diese  Cnvoll- 
kommenhcit  mit  allen  Zireigen  der  Mathematik  gemein,  trelche 
»icfi  mit  der  Anwendung  auf  das  praktische  Leben  beschäftigen, 
da  sie  einen  Theil  derselben  bildet.  Die  angewandte  Malheraatib 
stellt  die  (besetze  über  den  freien  Fall  der  Körper,  über  die  Bahn 
geworfener  Kiirper,  filier  den  Ausfluss  der  Flüssigkeiten  u.s.  w 
feat.  So  bald  sie  aber  im  einzelnen  Falle  zur  Anwendung  kom- 
men Bollen,  zeigt  steh  in  noch  viel  grosserem  Alnasse  als  hier 
die  Undnrchfuhrbarkelt.  Niemand  wird  sich  aber  beigehen  lassen, 
aus  diesem  Grunde  die  Richtigkeil  der  von  ihr  aufgestellten  Lehr- 
sätze in  Zweifel  zu  ziehen  oder  für  unzulässig  zu  erklären,  denn 
diese  Bcschrünknng  rührt  nicht  von  der  Theorie,  sondern  von  der 
Einwirkung  Süsserer  Ursachen  her,  welche  keinenfalls  der  Theorie 
znr  Last  fallen  kOnne».  Im  Gegenlheil  wird  Jedermann  bemüh! 
sein,  durch  Nachhilfe,  Verbesserungen  und  Abwendung  der  sfil- 
renden  Ursachen  die  Praxis  der  Theorie  anzupassen  und  zu  nähern. 


woiu    die  Geschichte  diesi 
gen  liefert. 

In  ganz  gleicher  Weis 
Arithmetik  dem  praklischi 
Ziehung  befinden  sie  sich 
der  Tilgung  der  Staats-Ai 
grossen  Geldsummen  arhei 
kassen,  Annuitäten  u.s,  w. 


Wissenacbafl   eine  IVlengi 

stehen  die  Lehrsätze  der  politischen 
I  Lehen  gegenüber.  In  mancher  He- 
igar in  günstigerer  Stellung,  wie  bei 
eihen,  hei  solcfien  Anstalten,  die  mit 
n,  Hinlerlegungs-  und  V ersieh crungs- 

Hier  frnden  ihre  Sätze  volle  und  un- 


verkürzte Geltung  und  Anwendung. 

Anstatt  aber,  wie  in  den  übrigen  Zweigen  der  Mathematik, 
dahin  zu  streben,  den  von  ilineti  aufgestellten  Sülzen  nachzukom- 
men und  die  Praxis  der  Theorie  zw  nähern,  ist  man  auf  den  un- 
erwarteten Ausweg  gekommen,  ihre  Sätze,  weil  im  einzelnen  Falle 


dsT  ffoHtitche»  ArllkmeUk.  3US 

vre);en  äusserer  Hiixleruiese  oft  untlnrchrälirbar,  für  nneoläesig  au 
erklären.  Wies»  ist  Fianieiillinh  von  lielenHechtslehrem  geschehe«, 
welche  die  Lehre  von  der  ZiDsziris-Keclinuiig  bei  Berechnung  des 
Interusuriums  verwerrmi  und  sich  nicht  mit  dieser  Ne^atinn  begnü- 
gen, sondern  die  Lehre  von  der  einfachen  Zinsrechnung  (die  bo- 
(^nannte  Hoffmann'sclie  Methode)  an  ihre  Stell«  setzen,  deren 
Unrichtigkeit  in  aller  Strenge  nachgewiesen  wurde.  Gana  unge- 
rechtfertigt erscheint  dieses  Vorgehen.  Ueun  an  die  SieKe  einer 
richtigen  Methode  kann  offenbar  nicht  eine  im  Princip  durchaus 
unrichtige  gesetzt  werden,  neil  sie  bei  der  Anwendung  einige 
mögliche  Collisionen  umgebt. 

Ein  Punkt  ist  hier  noch  hervorzuheben,  der  ,pich  auf  die  Be- 
nuteung  der  Kapital werliie  bezieht  und  der,  wie  es  scheint,  uicht 
immer  richtig  gewürdigt  wurde. 

Die  Benutzung  eines  Kapitals  wird  durch  den  ßegriff  Zins 
bueichnet.  Er  ist  relativ  und  wird  geMühnlich  durch  die  Ver- 
faaltnisse  oder  Uehereinkommen  feeteestellt.  Werden  nun  Kapi- 
talwjerlhe,  die  zn  verschiedenen  iSeiteu  fallig  sind,  nach  einem 
bestimmten  Zinsfiisse  auf  einen  und  denselben  Zeitpunkt  zurück- 
gebracht, so  ivird  biedurch  immer  nur  eine  Ausgleichung  für  vor- 
handene Forderungen  und  Ansprüche,  weklie  sich  gegenüber 
stehen  (Schuldner  und  Clüubiger),  erndttelt.  Die  Wertbberoch- 
nung  dieser  Fordernngpo  muss  anf  richtiger  Grundlage  und  muss 
jedem  Anspruch  in  vollem  Maa^se  gerecht  werden.  Diese  Grund- 
lage ist,  wie  gezeigt  wurde,  einzig  und  allein  die  Rechnung  mit 
Zinseszinsen,  und  zwar  mit  gleichen  Haupt-  und  Zwischenzinsen. 
Sie  muss  unverrückt  festgehalten  werden.  Jede  andere  fährt  zu 
anrichtigen  Resultaten,  also  auf  Beschädigang  der  einen  od«r 
jindern  Seite.  Die  Moglii^bkeit,  wie  Jemand  die  auf  diesem  VVef{e 
ihm  zugewiesene  Kapitalsumnie  benutzen  kann,  kommt  vorerst 
gar  nicht  in  Betrachtung  und  kann  nicht  in  Betrachtung  kommen, 
denn  es  hängt  von  seiner  Geschicklichkeit,  Thätigkeit,  Genis- 
senhaftigkeit,  Sparsamkeit,  Zeitverhältnissen  und  verschiedenen 
Susseren  Umständen  ab,  wie  er  die  ihm  zugewiesene  Summe 
benutzen  wird  und  kann.  Dem  Caicul  sind  alle  diese  Dinge  un- 
zugänglich und  unanfassbar.  Kann  Jemand  eine  in  einem  Zins- 
fuss  ihm  zugewiesene  Summe  durch  seine  Geschicklichkeit 
oder  wegen  äusserer  gßnstiger  Verhüllnisse  in  einem  hr'diern  Zins- 
fuss  benutien,  sn  ist  diess  sein  Vortheil,  der  aber  in  den  Caicul 
nicht  Übertragen  irerden  kann.  Eben  so  wenig  kann  hiel>ei  der 
Umstand  in  Betrachtung  kommen,  wenn  Jemand  eine  ihm  in 
^neiD  bestimmten  Zinsfuss  zugewiesene  Summe  durch  Uogescfiick- 
lichkeit,  Nachlässigkeit  oder  Trägheit  theilweise  oder  ganz  ver- 
liert oder  in   einem    niedrigem   Zinsfnss   benutzt.     Die   Basis  der 


am 
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Ausgleichung  bann  hierauf  keine  Rücksicht  nehmen.  Sie  mnsB 
nbjectiv  und  vnllwerthig  sein  und  aufrichtiger  Rechnung  beruhen. 
I>iesen  Punkt  haben  namentlich  alle  diejenigen  Rechlslehrer  ausser 
Acht  gelassen,  welche  behaupten,  daits  bei  der  Werthberechnang 
der  Forderung  einzelner  Personen  die  Möglichkeit  der  Benutzung 
nach  der  Zuweisung  berücksichtigt  werden  soll,  und  haben  hieraus 
ein  Moment  für  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  hergeholt, 
was  nach  meiner  Ansicht  durchaus  unstatthaft  und  bei  einer  rich- 
tigen Kajiitalherechnung  unzulässig  ist. 

Hierzu  liefern  die  in  g.71.  und  §.72.  behandelten  Fülle  einen 
eben  so  einfachen  als  überzeugenden  Beleg. 

Hat  Jemand  eine  Summe  von  250  nach  10  Jahren  an  seinen  i 
tilfiubiger  auszuzahlen,  die  unterdessen  zu  4procentigen  Zinsen  be- 
nutzt werden  kann,  und  soll  sie  sogleich  unter  dieser  Voraus 
Setzung  unter  beide  vertheilt  werden,  so  sind  nach  der  Zinszias- 
Rechnung  dem  Nutzniesser  8I,IOS*f5  und  dem  Figenthümer  leS.SülOI, 
zusammen  250,  zuzuweisen.  Kann  nun  der  Eigenlhümer  die  er- 
haltene Summe  nicht  sofort  den  Voraussetzungen  entsprechend 
nutzbringend  anlegen,  so  wird  es  der  Nutzniesser  noch  weniger 
können.  Beide  sind  dann  In  gleicher  Lage  und  keiner  ist  bevor- 
zugt. Wollte  man  nun,  um  diess  zu  vermeiden,  nach  der  ein- 
fachen Zinsrechnung  dem  Gläubiger  178,57142  (No.  12)  g.  71.)  und 
dem  Nutzniesser  den  Rest  mit  71,42858  zuweisen,  so  käme  letz- 
terer offenbar  in  Schaden.  Würde  man  aber  dem  Nutzniesser 
82,7058  und  dem  Eigeotbümer  den  Rest  167,2942  zuweisen,  80 
kSme  dieser  jedoch  unbedeutender  in  Schaden.  Würde  die  Vef, 
theilung  nach  4  Procent  Haupt-  und  '2  Procent  Zwischi 
ermittelt,  so  träte  derselbe  Fall  ein.  Nur  eine  Rechnungsi 
beschädigt  weder  den  Nutzniesser,  noch  den  Figenthümer  und 
ist  die  objectiv  richtige. 

Dabei  ist  jedoch  nach  meiner  Ansicht  eine  billige  Berüdi* 
eicbtigung  der  VerhSltnisse  des  praktischen  Lebens  nicht  ausgl 
schlössen.  Sie  darf  aber  nicht  auf  einer  offenbar  falschen  Grund« 
läge  beruhen. 


g.  76. 


Uass  eint 
düng  auf  hesc 


strenge  Durchfühi 
idere  Fälle,  bei  al 


I  werden,  oft  nicht  müglich  ist,  kann  ni 
werden.  Man  hat  sich  dann  zu  begnügen, 
Werthe  an  die  Stelle  der  Torgeschriebem 
soll  an  folgendem  Falle  gezeigt  werden. 


u  n  g. 

des  Caiculs  bei  der  Anwen- 
Strebcn ,  demselben  gerecht' 
ht  in  Abrede  gestellt 
nüglichst  annähernde 
n   zu  setzen.     [ 
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1)  Ein  Staat  hat  eine  Schuld  von  2000000  zu  5  Pro- 
Cent  in  10  Jahren  so  zu  tilgen,  dass  jährlich  200000  am 
Kapital  nebst  den  Zinsen  abgetragen  werden.  Die 
Schuld  soll  in  eine  gleichwerthige  4procentige  umge- 
wandelt und  die  erforderliche  Anzahl  von. Schuld- 
scheinen zu  100  ausgegeben  werden.  \Vie  vieleSchuld- 
scheine  sind  auszustellen?  Wie  geht  die  Rückzah- 
lung vor  sich  ? 

Auflösung.  Die  Summen,  welche  zur  Heimzahlung  der 
Schuld  bei  jährlicher  V^erzinsung  in  den  folgenden  10  Jahren 
nuthig  werden,  ergeben  sich  aus  No.  1)  §.32.,  wenn  ^=200000, 
ir  =  2000000  und  p  =  6  gesetzt  wird,  und  sind  der  Reihe  nach 
300000,  290000,  280000,  270000,  ....220000,  210000.  Diese  Werthe 
hat  man  entweder  einzeln  in  4procentige  umzusetzen  oder  nach 
§.  47.  No.  2)  zu  verfahren.  Wird  dort  ^  =  200000,  Jr  =  2000000, 
^  =  5,    ^  =  4,    «=10   gesetzt,    «so   entsteht: 

=  50000 . 8,1 108958  +  2500000 . 0,6755642 
=  405544,7889 . . . .  +  1688910,422 
=  2094455,21. 

Der  Staat  hat  hiernach  eine  nominelle  Schuld  von  2094455,21 
statt  2000000  zu  übernehmen  und  20945  vierprocentige  Schuld- 
scheine zu  je  100  auszustellen,  wenn  55,42  zu  einem  vollen  Schuld- 
schein gerechnet  wird,    sie  zu  verzinsen  und  tilgen. 

Da  die  Schuld  nach  dem  oben  aufgestellten  Tilgungsplan 
zurückgezahlt  werden  muss,  so  sollten  der  Reihe  nach  in  den 
folgenden  10  Jahren  die  oben  angegebenen  Summen  300000,  290000, 
28OOOO5....  210000  gezahlt  werden.  Die  strenge  Einhaltung  die- 
ser Werthe  wird  nicht  durchführbar  sein.  Der  Tilgungsplan  erlei- 
det daher  folgende  Modification  : 

Istes  Jahr.   Stand  der  Schuld 2094500 

4proc.  Zins  hinzu 83780 

2178280 
Zins  mit  83780  und  2162  Schuldscheinen  ab  .        299980 

2tes       „      Stand  der  Schuld 1878300 

Zins  hinzu 75132 

"1953432 
Hievon  Zins  und  2149  Schuldscheine  ab  .    .       290032 

1663400 

Thcil  XXXVll.  2T 
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3te6  Jahr.    Stand  der  Schuld 1663400 

Zins  hinzu 66536 

17299;{6 
Hievon  Zins  und  2135  Schuldscheine  ab  .   .        280036 

4tes      „        Stand  der  Schuld '   1449900 

Zins  hinzu 57996 

1507896 
Hievon  Zins  und  2120  Schuldscheine  ab  .   .       269996 

5tes      „       Stand  der  Schuld 1237900 

Zins  hinzu 49516 

1287416 
Hievon  Zins  und  2105  Schuldscheine  ab  .   ,        260016 

6tes      „        Stand   der  Schuld 1027400 

Zins  hinzu 41096 

1068496 
Hievon  Zins  und  2089  Schuldscheine  ah  .    .        249996 

7tes      „        Stand  der  Schuld 818500 

Zins  hinzu 32740 

851240 
Hievon  Zins  und  2073  Schuldscheine  ab  .    .  .     '^^Ogff 

8te8     „        Stand  der  Schuld 611200 

Zins  hinzu 24448 

635648 
Hievon  Zins  und  2056  Schuldscheine  ab  .   .        230048 

9tes     „        Stand  der  Schuld 405600 

Zins  hinzu 16224 

421824 
Hievon  Zins  und  2038  Schuldscheine  ab  .   .        220024 

lOtes    „       Stand   der  Schuld 201800 

Zins  hinzu 8072 

209872 
Hievon  Zins  und   2018  Schuldscheine  ab  .    .        209872 

OOOOOO 

Man  sieht,  dass  die  Schuld  als  eine  4procentige  mit  der  letz- 
ten Zahlung  getilgt  ist.  Die  zurückgezahlten  Schuldscheine  be- 
tragen zusammen  20945  und  stellen  daher  eine  vierprocentige  nomi- 
nelle Schuld  von  2094500  in  runder  Summe  vor.  Der  ursprüngliche 
Tilgungsplan  konnte  nicht  in  aller  Strenge  durchgeführt  werden, 
denn  statt  der  oben  festgestellten  Summen  wurden  folgende:  299980, 
290032,  280036,  269996,....  220024,  209872  ausbezahlt,  welche  bald 
etwas  höher,  bald  etwas  niederer  als  die  genannten  sind.  Das 
oben  Gesagte  findet  hiermit  seine  Bestätigung. 
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XTIU. 

Beitrag  zur  Auflösung  kubischer  Gleichungen  mittels 
kyklischer  und  hyperbolischer  Functionen. 

•  Von 

Herrn  Dr.  FFilh.  Matzka^ 

Professor  der  Mathematik  an  der  Horhschnle  zu  Prag. 


Herr  Oberlehrer  J.  F.  W.  Gronau  in  Danzig,  welcher  dem 
mathematischen  Publikum  bereits  durch  einige  kritische  Abhand- 
laogen  über  algebraische  Fragepunkte  sich  vortheilhaft  bekannt 
gemacht  hat,  veröffentlichte  in  einer  Abhandlung,  betitelt:  ,,  Auf- 
losung der  kubischen  Gleichungen  durch  trigonome- 
trische Functionen  des  Kreises  und  der  Hyperbel, 
nebst  Tafeln  für  die  letzteren"^),  eine  recht  umständlich 
und  folgerecht  durchgeführte,  dann  von  vielen  Beispielen  erläu- 
terte und  sonach  sehr  verdienstliche,  Darstellung  der  Berechnung 
sämmtlicher  drei  Wurzelwerthe  drittgradiger  Gleichungen  aller 
möglichen  Formen,  mit  Hülfe  der  Kreis  und  Hyperbelfunctionen. 
Bei  Durchlesung  des  mir  verehrten  Fxeniplars  dieser  höchst 
beachtungswürdigen  Abhandlung  verfiel  ich  auf  ein  Paar  andere 
Uebergänge  von  der  zu  Grunde  gelegten,  alle  drei  Wurzelwerthe 
der  kubischen  Gleichung  in  sich  fassenden^  cardanischen  Formel 
zu  den  kyklometrischen  und  hyperbolischen  Cosinus  und  Sinus ^ 
80  wie  auch  auf  dreideutige,  sämmtliche  drei  Wurzelwerthe  lie- 
fernde, Rechnungsausdrücke  in  derlei  Functionen.  Die  öffentliche 
Beisteuer  dieses  geringen  Scherfleins  zur  Auflösung  der  Glei- 
chungen dritten  Grades  wolle  nicht  missfallig  aufgenommen  werden. 


*)  Separatabdriick  an«  den  ,,Kene(iten  Schriften  der  natur- 
forschenden  Getelltchaft  in  Danzig*%  6.  Bandes  2.  uu(}  3.  Heft. 
4.     Danzig  1861. 
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I. 

Zurückleitung  der  allgemeinsten  Form  von  Gleichungen  dritten 
Grades  auf  eine  leichter  löshare  Hilfsform. 

Die   allgemeinste   oder   vollständige   Form   der  algebraischen 
Gleichungen  dritten  Grades  ist: 

(1)  Ay^  +  By^+Cy  +  D  =  Os 

in  welcher  nothwendig  die  dritte  Potenz  der  Unbekannten  y  vor- 
kommen musSy  also  A  nicht  Null  sein  kann.  Auch  lässt  sich 
voraussetzen,  dass  das  völlig  bekannte  Glied  D  nicht  Null  sei, 
weil  sonst  die  Gleichung  in  die  zwei 

y=0,    %H%+C=0 

zerfallen  und  letztere  nur  mehr  vom  zweiten  Grade  sein  würde. 
Sonach  kann  füglich  blos  eines  der  zwei  Mittelglieder  mit  der 
zweiten  oder  ersten  Potenz  der  Unbekannten  fehlen,  also  iß  =  0 
oder  C=0  sein.  Da  wo  die  zweite  Potenz  fehlt,  erhält  die 
Gleichung  die  Gestalt: 

(2)  ^^8  +  Cy  +  />  =  0, 

dagegen,  wenn  die  erste  Potenz  mangelt,  nimmt  die  Gleichung 
zwar  die  Gestalt 

an,  kann  jedoch  dadurch,  dass  man  durch  die  von  Null  verschie- 
dene y^  theilt,  verwandelt  werden  in  die 


(3)  Z)(^y  +  B.J  +  4  =  0. 


wonach  sie,  für  die  Unbekannte  ->  mit  der  Gleichung  (2)  gleich- 
gestaltet  ist. 

Schon  hieraus  Hesse  sich  mnthmassen,  die  Gleichungsform 
(2)  könne  eine  für  die  Erleichterung  der  Lösung  der  Aufgabe 
geeignete  fililfsform  sein;  entschiedener  tritt  dies  jedoch  aus  fol- 
gender Betrachtung  hervor. 

Die  Unbekannte  y  kann,  wie  jede  andere  Zahl,  im  allgemei- 
nen zweit  heil  ig   dargestellt  werden;   nur  fragt  es  sich  dabei, 
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wann  ihre  beiden  Tbeile»  die  wir  hier  u  und  v  nennen  wollen^ 
sich  bequem  bestimmen  lassen.    Da  wir  so 

(4)  ^  =  t«  +  r 

setzen^  so  haben  wir 

y'  =  (tt  +  % 
und  verwandeln  hiedurch  die  Gleichung  (1)  in 

Da  konnten  wir  nun  Uy  v  uns  so  bemessen  denken  ^  dass  der 
Factor  der  y^  also  auch  das  Uebrige  verschwinde,  mithin  die 
Bestim  mungsgleichu  D  gen 

ZAuv  +  B{u+v)  +  C=  0, 

bestehen.  Allein  ein  leichter  Ueberblick  würde  uns  belehren, 
dass  aus  ihnen,  so  lange  B  nicht  Null  ist,  nur  mittels  einer 
Gleichung  dritten  Grades,  der  wir  ja  eben  ausweichen  wollen, 
das  Product  uv  als  zunächst  auszuwerthende  Unbekannte  sich  be- 
stimmen lasse.  * 

Hingegen  fär  Bz=zQ  oder  för  die   Gleichungsform  (2)  werden 
diese  beiden  Bestimmungsgleichungen: 

.4(t«8  +  ü3)+/>=0, 
oder  in  Folge  einer  leichten  und  erlaubten  Umänderung: 

Au,Av  = ö-  I 

(Au)^  +  (Av)^  _     A^D 
2  — "~    2 

woraus  man  sofort  ersieht,  dass  mittels  einer  Gleichung  zweiten 
Grades  vorerst  die  dritten  Potenzen  von  Au,  Av  und  aus  ihnen 
dann  «,  v  selbst  unschwer  bestimmt  werden  können. 

Um  nun,  wie  wir  hieraus  als  nothwendig  erkennen,  die  Glei- 
chung (l)  in  eine  andere«  die  zweite  Potenz  der  Unbekannten 
nicht  enthaltende,  umzuwandeln ;  ertheilen.  wir  ihr  durch  Multipli- 
cation  mit  der  von  Null  verschiedenen  A^  die  Gestalt: 
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(Ay)^  +  ß(Ay)^  +  AC.Ay  +  A*D  =  0, 
an  der  wir  sogleich  erkennen,  dass  ihre  zwei  ersten  Glieder  den 
Anfang  von  (Ay -i-^)^  bilden,  folglieh  dass 

{Ayy  +  B{Ay)^  =  {Ay  + 1)»-3(|)'%  -  (f)' 
ist;  demnach  erhalten  wir  aus  ihr: 

(^y  + 1)»  +  (^  C  -  \B^)Ay  +  AW  -  (  3  )'  =  0 

und  sehen  ons  hiedurch  veranlasst  zu  setzen 

6  B 

(6)  ^y  +  -«  =  ar    oder    y  =  (x—-^):A, 

folglich  diese  Gleichung  zu  verwandeln  in 

(7)  a?8+(JC— 4^)ar  +  i42Z)+2(jV— /IC.f  =  0. 

Um  nun  diese  Unbekannte  x  zweitheilig  darstellen,  sohin 

(8)  X'  =  u  +  v 

setzen  und  ihre  Theile  u,  v  einfach  berechnen  zu  können,  haben 
wir  nach  Obigem  die  in  den  Gleichungen  (1)  stehenden  Zahlen 

y,     4,     B,     C,    D 

zu  ersetzen  beziehungsweise  durch 

a:,  l,  0,   AC-\B^,  ^2D  +  2^^y--/IC.^ 

und  erhalten  so  anstatt  der  Bestiramungsgleichungen  (5)  der  u,  r 
die  folgenden: 

«ü  =  — i(^C-i^), 

Hier  sehen  wir  uns  aufgefordert,  zur  Abkürzung  zu  setzen : 

AC-\B*  =  -  %f,    A^D  +  2(f )'  -  AC.^=—1g. 

damit  wir  für  u,  v  die  möglich  einfachsten  Bestimraungsgleichaogen 

(9)  uvz=f. 
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(10)  —^—zzzg. 
erhalten. 

Berechnen  wir  demnach  aus  den  Coefficienten  der  Gleichung 
(l)  die  Hilfszahleu  f  und  g  nach  den  Ausdrucken: 

,i,x      i^     t^y    ^C  AC  ß     /By    Ä^D 

(11)  /•=(^3J~^,    ^  =  _.^-^^^ _, 

so  erhalten  wir  als  zuvörderst  aufzulusende  Hilfsgleichung 

(12)  a:8— 3/a:— 2^  =  0    oder    a:8  =  3/a:+2^. 

Für  die  beiden  Theile  Uy  v  der  x  liefern  die  Gleichungen  (9)  und 
(10)  zunächst: 

(-^;  -  M» = (-2-;  =  ^«-^ 

und  sohin 

(13)  u8=:^+\^^^^:r78.     t,3=:^-V^S^=7', 

welche  Ausdrücke  ich  lese:  te,  o  sind  die  dritten  Wurzeln  der 
dem  Gleichheitszeichen  nachfolgenden  Summen.  Setzt  man  sonach 
'aus  den  Werthen  der  u  und  &  nach  Gleichung  (8)  den  Wurzel- 
werth  X  der  Gleichung  (12)  zusammen,  so  findet  man  die  eigentlich 
in  Frage  gestellte  Unbekannte  y  aus  der  Gleichung  (6). 

Aus  dieser  ganzen  Betrachtung  erhellet  nun,  dass  es  sich 
hier  eigentlich  doch  blos  um  die  vollständige  Auflösung  der 
Hilfsgleichnng 

(12)  a:8=z3/ar+2^ 

handelt,  und  dass  eueren  Wurzelwerth  x  durch  den  Ausdruck 

(8)  a:  =  tt  +  tj 

allgemein  dargestellt  wird,  welcher  unter  der  Voraussetzung,  dass 
man  u,  o  den  Ausdrücken 

gemäss  berechne,  die  Formel   des  Cardanus  genannt  zu  wer. 
den  pflegt. 

Hier  nun  beabsichtige  ich,  mit  der  Einschränkung,  dass  die 
Coefficienten  f,  g  der  Gleichung  (12)  nicht  imaginär  (complex), 
sondern  jedenfalls  reell  seien,  diesen  allgemeinen  Ausdruck  (8) 
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mit  Benatzung  tbeiis  der  Kreisrunctionen,  theils  der  hyperboli- 
schen Functionen  derroassen  umzugestalten,  dass  derselbe  alle 
drei  Wurzeliverthe  x  der  Gleichung  (12)  in  sich  begreife.  Dabei 
mibssen  wir  vor  Allem  unterscheiden ,  ob  die  in  (13)  stehende 
iweite  Wurzel  reell  oder  imaginär  sei  oder,  uro  uns  in  alt- 
berkummlicher  Weise  auszusprechen,  ob  bei  der  aufzuiusenden 
kubischen  Gleichung  (12)  der  reducible  oder  der  irreducible 
Fall  vorkomme,  die  Gleichung  also  nur  einen  oder  drei  reelle 
Wurzeiwerthe  besitze;  von  welch  beiden  Fällen  wir  den  letzteren 
zunächst  behandeln  wollen. 


II. 

Erste  Verwandiungsweise  der  Formel  Cardan's. 

A.    Irreducibier  Fall, 
wo  die    V^*— /■*  imaginär  also  /"'^^^  mithin /*  positiv  ist. 

In  diesem  Fall  setzen   wir  des  (negativen)  Radicands  (positi- 
ves) Gegentheil 

wobei  wir  die  reelle  Zahl  h  für  positiv  ansehen  wollen.  Dann 
wird,  wofern  wir  V^—  1  =  i  stellen. 

Nun  dürfen  wir  bekanntlich  jedwede  zwei  reelle  Zahlen  («7,  h)  be- 
ziehungsweis  dem  Cosinus  und  Sinus  einer  Zahl  (gp),  welche  den 
Zahlwerth  entweder  eines  Winkels  oder  eines  ihm  entsprechenden 
Kreisbogens  oder  auch  eines  ihm  angehörigen  Kreissectors  vor- 
stellt, proportionirt  und  gleiehstimmig  setzen;  folglich,  wenn  wir 
das  positive  Verbältniss  jeder  von  jenen  zwei  Zahlen  zu  ihrer 
Proportionellen  mit  r  bezeichnen,  dürfen  wir  aufstellen : 

9     __     h 


cos  9       sin  9 
dann  ist  dies  auch 


V^cos9)a  +  sing)2=:l  ^  ^ 
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Wir  berechnen  demnach  vorerst  die  positive  Ve^hfiltnisszahl 
r  aus 

r«  =  ^«  +  A« 
und  dann  die  Masszahl  q>  aus 

■ 

cos  9=^     und    sing)  =  - 

Im  Bereiche  9  =  0....7c;  dann  ist  umgekehrt: 

^=:rcos9>,     Ä  =  rsing) 
und  sonach 

^  +  lA  =  r(cos  <p  + 1  sin  (p). 

Es  ist  aber  bekanntlich  für  jede  reelle  Zahl  q> 

cos  g)  db  *  8>  w  9  =  c±  ^ 
und  vrenn  man,  für  das  obere  Qualitätszeichen 

setzt,  unter  n  eine  positive  oder  negative  Anzahl  (ganze  Zahl) 
verstehend,  wobei 

cosn»  =  ( — 1)",    sinn7c  =  0 

ist,  so  erhält  man 

(— l)n=c«»^    und     1  =  (— l)»c*»'^ ; 

mithin  darf  man  auch  verallgemeinernd  schreiben: 

cos  9  ±1  sin  gp  =  6±'5p  .  (—  l)»«*»^  =  (— 1)»6±*»' + »^ 

und  es  wird 

"3 1  =  ^  +  A  =  (— l)»re±:  *5P+*»* , 
folglich 

^|=(-l)«r*ß        8      . 

Hierin  kann  die  Anzahl  n  blos  3  natürlich  nach  einander  fol- 
gende ganze  Zahlen  vorsteilen ;  denn  lässt  man  sie  um  ein  Mehr- 
faches von  drei  wachsen,  also  in  n  +  3m  übergehen,  so  wird  der 
Factor  des  r^ 


400     Matukm:    B€iira§  %ur  Auflömng  hu&ischer  Giei€kum0en 

=  (-.l)ng        3       ; 

beh&lt  also  seine  vorige  Grösse.    Soll  hiebet  n  möglichst  tclein 

angenommen  werden,   damit  der  Winicel  --s-  den  rechten  Winkel 

n 

c^  nicht  überschreite,  so  kann  man  nur 

7I=-1,0,    +1 

aniK^hroen;  was  hier  durchgehends  geschehen  soll. 
In  dem  uns  vorliegenden  Falle  ist 

nUo 

daher  hat  man  gp  zu  berechnen  aus 

(16)  cos9>  =5':/^  =  Tw^>     g)zz:0....;r 

und  es  ist 


^|  =  H1)«/'J/       3       . 


Gegenwärtig  kommt  noch  zu  erwSgen,  dass  der  Gleichung  (9) 
gemäss,  das  Product  Kt?  = /^  ausfallen  muss;  folglich,  wenn  man 
ftir  u  die  Anzahl  n,  dagegen  für  v  die  n*  gelten  lässt,  muss  notb- 
wendig 


Mi>:/^=:l=(-l)«+«'.c*    3   '"^ 

folglich  die  Summe  n-\-n!  eine  durch  3  theilbare  Anzahl  sein. 
Da  sie  willkürlich  ist,  so  bleibt  es  das  Einfachste  sie  gleich 
Null  anzunehmen,  also 

und  sohin 

n'  ~  —  n 


zu  machen.     Demgemäss  i^it  nunmehr: 

ü  =  (—  \Yf\e       3 


>9^nn 
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und  nach  der  Gleichang  (8),  wenn  man  noch  bedenkt^  dass  be- 
kanntlich 

ßiü)  _|.  ß-io)  2^  2  COS  (0 

ist«  erhält  man  endlich  den  gesuchten  vollständigen  dreiwerthigen 
Ausdruck  der  fraglichen  Debekannten: 

(16) 
;r  =  (- 1)-2 V/-.  cos  '^  =  (- 1)»2 VÄcos  ^  cos  |  -  «n  ^  .Id  | 

(n  =  0,  +1.  -1), 
oder  vereinzelt,  wenn  man  n  durch  180**  ersetzt, 

(17) 

a:  =  2  VA  cos  I ;  -  2  V/.  cos  ^|  +  60oJ  ;  —  2Vf.  cos  (^|— 60<>). 

Hier  sind  demnach  alle   drei  Wurzelwerthe   der  Gleichung  (12) 
reell  und  die  sämmtlichen  Vf  hat  man  positiv  zu  nehmen. 

Sonderfälle. 
1)  Ist  insbesondere  f^^g^,  also  die  gegebene  Gleichung 

so  ist  gzzz^fVfy  A=:0,  r=+5r,  daher  cosq>=^=J:l,  sin9=:0 

'     und  9>  =:  0  für  positive  g,  dagegen  9  s:  9S  für  negative  g.    Sonach 
gebort  zur  Gleichung 

ar'  =  ifx  +  2  V/'» 
9=:0  und  der  Wurzelwerth 

ar  =  (-— 1)»2  V/.  cos  5  75 

=  2V/";  -Vf\  -Vf\ 
dagegen  zur  Gleichung 

x^  =  3/a:  —  WP 
(pz=:n  und  der  Wurzelwerth 

a;  =  ( — 1)»2  VA  cos  ^4^  « 
=  Vf;  Vf;  -  2V/". 
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Jede  dieser  zwei  Gleichongen  besitzt  also  zwei  gleiche  War 
zelwerthe. 

2)  Ist   insbesondere  ^  =  0,  also    die  aufzol5sende  Glel- 
cbang 

so  ist  r=A=V/'*;   cos9>=0^  %iTitp'=\\  g>=-5,  mitbii 

X  =  (-1)«2  V/cos^^-^  n 

=— V3/^;  VW\  0; 
wie  auch  sonst  leicbt  zo  finden  war. 

B.    Reducibler  Fall, 


im 


wo  die  V^--7*  reell,  also  /*<^*  und  sonach  /positiv  oder 
negativ  ist. 

In  diesem  Falle  setzen  wir  den  positiven  Radicand  selbst 

(18)  g^-^p=h\ 

wobei  wir  zugleich  die  reelle  Zahl  A  für  positiv  ansehen  wollen. 
Dann  wird 

tt'  =  ^r  +  Ä, 

t?'  =  ^  —  Ä. 

Wir  versuchen  nun»  solche  zwei  reelle  Zahlen,  g  und  A,  be- 
ziehungsweis  dem  hyperbolischen  Cosinus  und  Sinus  einer  Zahl, 
q>y  der  MasszabI  eines  hyperbolischen  Sectors,  proportional  an- 
zunehmen,  und  den  Quotienten  jeder  von  jenen  zwei  Zahlen  durch 
ihre  Proportionale  mit  r  zu  bezeichnen,  folglich  zu  setzen : 

q  h 

Cosg)      Sing)        ' 

dann  ist  dies  noch 

V^Co8  9>2-Sin^2=l 

Wir  ersehen  demnach  hieraus,  dass 

a)  hier  ^'>A^  sein  müsse,  daher  von  jenen  beiden  Zahlen 
g^  h  diejenige  dem  hyperbolischen  Cosinus  proportional  gesetzt 
werden  müsse,  welche  unter  ihnen  den  grosseren  Zahlwertb 
besitzt; 
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ß)  dass,  weil  Cos  9^ — Sin  9*=!  also  nie  Null  ist,  folglich 
Cos  9*  und  Sin  9*  nie  gleich  sein  können,  diese  Proportionalstei- 
lung ganz  anstatthaft  bleibt,  wenn  g^=:k^  ist;  und 

y)  dass,  weil  Cos  tp  nur  positiver  Werthe  fähig  ist,  jedesmal 
r  mit  g  gleichstimmig  gewählt  werden  muss  und  sonach  mit  ihnen 
auch  Sing)  und  q>  gleichstimmig  ausfallt,  da  h  für  positiv  festge- 
stellt worden  ist. 

Sonach  berechnet  man  hier  zuvorderst  die  mit  g  gleichstim- 
mige Hilfszahl  r  ans 

dann  die  ebenfalls   mit  g  einstimmige  Masszahl  9  aus  einer  der 
zwei  Gleichungen 

Cosg)  =  -,     Sin  9)  =  -; 

wonach  man  umgekehrt  erhält: 

^  =  rCosg),    Ä  =  rSing?, 
daher 

gi:h=:  r(Cos  q>  Jb  Sin  9). 

Es  ist  jedoch  den  bekannten  Erklärungen  gemäss: 

^             e9>-{-  e-9       ^.           e9>^  c-9 
Los  q>  = 5 —  ,      Sin  q>  = ^ —  ; 

daher 

Cos 9  dt  Sin q>  =  e±9  =  e±9> .  (—  l)»«"«'^  =  ( —  l)«e±y+««w. 
Demgemäss  erhält  man 

folglich : 

^  j  =  (- l)Me-T- . 


wo  wieder  wie  oben  die  n,  nur  irgend  welche  drei  nach  einander 
folgende  Glieder  der  natürlichen  Zahlenreihe,  am  einfachsten 
—  1,  0,  +1  vorstellt 

In  dem  uns  vorliegenden  Falle  ist 
folglich  damit  auch  ^>A*  ausfalle,  muss 
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1.    /positiv  ond  oberhalb  Null  sein.    DaoD  habeo  wir 

folglich  berechnen  wir  die  Zahl  (p  aas 

(19)  C0S<p  =  ;^8  =  +  . 

indem  wir  sie,  weil  h  stets  positiv  genommen  werden  soll, 
jedesmal  mit  der  g  und  der  Vf^  gleichstimmig  machen;  ond 
dann  ist 

Auch  hier  muss  das  Prodoct  uv=f  sich  ergeben»  mithin  müssen 
abermals  wie  oben  die  den  u  und  v  entsprechenden  Anzahlen  n 
gleich  gross  aber  entgegengesetzt  8oin;  und  man  hat 

tt=(-.l)n/-ie      »     , 

folglich  den  fraglichen  Wurzelwerth 
(20)  ^  =  (- 1)»2  \/f.  Cos  ?J^ . 

Lust  man  diesen  Cosinus  zum  besseren  Verständnisse  nach  deo 
leicht  erweisbaren  Formen: 

Cos  (9  +  1/;)  =  Cos  q>  Cos  ip  +  Sin  q)  Sin  i/i. 
Cos  im  =  cos  CO ,     Sin  tco  =  £  sin  cd 
auf;  so  erfolgt: 

a:  =  (•— 1)"2  V/*.  (cos  -«-  Cos  «  +  i  sin  -g-  Sin  -s) 
21)      ^     =2V/".Cos|i     ~v//".(Cos|  +  iV3.Sin|); 


-  V/.  (Cos  I — iV3 .  Sin  |). 


in  allen  diesen   Ausdrücken  muss  die  Vf  mit  der  g  einstimmig 
gewählt  werden. 
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2.    Ist  dagegen  f  negativ,  und  ebenfalls  von  der  Null  ver- 
schieden, 60  ist: 

folglich   haben   wir  die  (absolut)  grossere  Zahl  h  dem  hyperboli- 
schen Cosinus  proportionirt  zu  setzen,  nemlich 

Cos  q>      Sin  qp         ' 
daher  auch 


Vh^-g^ 


VCoS9>2_Sin^2-,i 


=  V"Aa— ^«• 


Hier  Ist  h  positiv  festgestellt.  Cos  tp  an  sich  jederzeit  positiv, 
mithin  muss  auch  r  immer  positiv  gewählt  werden  und  Sin<p,  also 
auch  9,  dasselbe  Vorzeichen  wie  g  erhalten.  Sonach  berechnen 
wir  erstlich  die  positive  Hilfszahl  r  aus 

dann  die  mit  g  einstimmige  Hilfszahl  q>  aus  einer  der  beiden  Glei- 
chungen 

h 
r 


Cosg>=:^,      Sin9  =  — 


und  hiernach  ist  umgekehrt: 

A  =  rCosg>,    ^  =  rSinqp, 
folglich : 

^+  A  =  +r(Cos  q)  +  Sin  q>)  =  ±  (— l)»r€±9>+«n3r 
und 

wo  n  gleichfalls  nur  die  drei  Werthe  — 1,0,  -|-1  annimmt. 
Im  vorliegenden  Falle  ist  zwar  wie  früher 

allein 
daher 

folglich  kommmt  die  mit  g  einstimmige  Zahl  €p  eu  berechnen  aus 
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(22)  Sing,=  ^^ 

und  es  wird 

Damit  auch  hier  uv=:f  werde,  muss  wie  früher,  wenn  zur  ti 
die  n  gehört,  zur  v  die  —n  gehören,  mithin  findet  man: 

Es  dürfte  an  dieser  Stelle  nicht  überflüssig  sein  zu  bemer- 
ken, dass  man  in  allen  bisher  behandelten  Fällen  auch  blos  ti 
auszudrücken  und  dann  v  der  Gleichung  (9)  gemäss  als 


u      ' 


zu  bestimmen  brauchte. 


Schreibt  man  nun  diese  Ausdrücke  des  u  und  v  in  die  Glei- 
chung (8)  und  berücksichtigt  noch,  dass  e^ — 6-^  =  2 Sin w  ist, 
so  findet  man  den  verlangten  Wurzelwerth 

(23)  :r  =  (- 1)«2  <^f.  Sin  ^^^ . 

Lost  man   zum  besseren   Verständniss  und  zur  wirklichen    Aus- 
rechnung der  X  den  Sinus  nach  der  leicht  erweisbaren  Formel 

Sin(9-|-'^)  =:Sin9Cosi|;-|-  Cos^Sint/; 
auf,  so  erfolgt: 

ar  =  (~  1)«2 V^(cos^  Sin  3  +  tsin^  Cos  |) 
(24)      l     =2V'^.Sin|';    -  V~f (Sin  |  +  iVS .  Cos  |) ; 


-  V^— /"(Sinl— iV3.Cos  |). 


In  all   diesen  Ausdrücken   von   x  ist   die  V^ — /  positiv  einzu- 
stellen. 

Als  Sonderfall    ist  hier  der  zu  betrachten,- wo  ^  =  0  ist 
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(versteht  sich   fSr  negative  f).     Da   ist  die  aufzulösende  Glei* 
chong 

und  nach   Gleichung  (^)  Sincp^Oy  also  9  =  0»   und  sohin  all- 
gemein 

X  =  (— l)n2  VZTjr. Sin*-y  =  (-  l)«i2V^.sin  y  , 
daher  zerföllt: 

was  mit  den  Ergebnissen    der  kürzeren  gewohnlichen  Auflösung 
zusammenfällt. 

3.  Ist  endlich  /"gleich  Null  und  ^^>0,  so  erfolgt  A^^^*; 
mithin  können  nach  dem  oben  (in  ß)  Erwiesenen  g  und  h  durch- 
aus nicht  dem  (hyperbolischen)  Cosinus  und  Sinus  eines  Hyperbel- 
sectors  proportionirt  gesetzt  werden ;  daher  gilt  hierfür  auch  keine 
der  auf  dieser  Grundlage  abgeleiteten  Gleichungen  (22),  (23)  und 
(24);  sondern  man  muss  die  diesfällige  Form  der  aufzulösenden 
Gleichung  selbst,  nämlich 

in  Betracht  ziehen.    Nur  um  der  Vollständigkeit  halber  mag  noch 
erwähnt  werden,  dass  man  sie  zuerst  so  schreiben  kann: 

und  hiernach  sofort  erhält: 

3  iH 

x  —  i—lYV^g.e  » 
==  (- 1)» V25r(cos  -3-  + 1  sin  -3  ) 

=  V2iy;    -V2i7(i  +  z^);    ^vlg{i-i^y 


in. 

Zweite  Umwandlungsweise  der  Cardanischen  Formel. 

In  einer  andern,  nach  meinem  Dafürhalten  besseren,  Weise 
läBSt  sich  die  der  Gleichung  (12)  entsprechende  Gardanische  For- 
mel (8)  mit  (13)  wie  folgt  umwandeln. 

Th€il  XXXYII.  28 
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Der  in  den   Ausdrücken  (13)  der  u'>  ifl  vorkommende  Radi- 
cand   g^ — f^    ist    entweder    positiv    oder    negativ,   je    nachdem 

9^^n  oder  g^^f^  ist;  also    gleicht  er  der  (positiven)  zweiten 

Potenz  einer  reellen,  und  (was  unserem  Belieben  anheim  gestellt 
bleibt)  auch  noch  positiven,  Zahl  h  multiplicirt  mit  einer  Potenz 
der  Zahl  —  1  nach  einem  geraden  oder  ungeraden  Exponenten  m, 
nämlich 

(25)  ^«-/•3  =  (-l)mp. 

Hieraus  folgt  nun: 

wobei  jedoch  m  auf  die  Anzahlen  0  und  1  eingeschränkt 
werden  kann  und  hier  auch  soll;  dadurch  wird 

«3  =  ^  +  1»^, 

ffl:=2g  —  i^h. 

Soll  nun  die   dritte  Wurzel  dieser  Binome  vollständig  (drei- 
werthig)  dargestellt  werden,  so  multipliciren  wir  die  Binome  mit 

1  =  (—  lye^^^ 

und  ziehen  sofort  die  dritte  Wurzel  aus  den  Producten,  wonach  wir 


N=(— l)«V^^+i"»A.6* 


flTü 


9 


erhalten,  wofern  wir  unter  dem  Zeichen  ^g^iP^h  irgend  eine, 
wo  thunlich  die  reelle  Wurzel  dieses  Binoms  verstehen. 

Auch  hier  kann  aus  gleichen  Gründen  wie  früher  n  nor  drei 
natürlich  auf  einander  folgende  Anzahlen,  am  einfachsten  — 1, 
0,  -^1,  vorstellen.  Tritt  ferner  beim  Uebertritt  von  u  auf  t?  an 
die  Stelle  von  n  die  n',  so  muss,  weil  ux)^=>f  ist,  werden: 

Mü:/'=1  =  V^2_(_l)mÄa.(-.l)n  +  n'g       3  .f 

=:(-.l)«+n'e'     3      "", 

mithin  kann  auch  da  die  Summe  n\v!  eine  beliebige  durch  3 
theilbare  Zahl,  am  einfachsten  die  Null  sein,  wonach  n' =— » 
erfolgt  und 
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wird. 

Da  nun  die  gegebenen  Zahlen  g  und  h  reelle  Zahlen  liind, 
so  können  wir  allgemein 


3 


(26)  ^/  g±i">hz=ip±in^q 

stellen,  indem   wir  auch  die  beiden  fraglichen  Zahlen  p  und  q 
als  reell  bedingen.    Denn  hieraus  folgt,  weil  i^=. — 1,  i^= — i  ist, 

5f  +  i"»Ä  =  p8  +  i^^p^q  +  (—  \)^Zpq^  +  i"»  (—  1)"»  98 , 

daher,  wenn  man  erst  addirt,  dann  subtrahirt  und  beide  Mal  half-, 
tet,  erhält  man  für  p  und  q  die  zwei  Bestimmungsgleichungen: 

(«)  P^-{-(-^)^^pq^  =  9, 

(ß)  dp^q  +  (^l)^q^  =  h. 

Von  diesen  Gleichungen  multipliciren  wir  die  erste  mit  — q,  die 
zweite  mit  -|-  3^  und  bekommen  zur  Summe 

Sp^q  =  3hp^gq, 
mithin 

Up     _  ,ßp^+g 

Da  sehen  wir  uns  aufgefordert  zur  Abkürzung: 

ZU  setzen  und  t  als  Hilfsunbekannte  zu   betrachten;  wonach  wir 
erhalten : 

(<J)  V=C^/^)'  =  3e-^, 

(«)  q  =  A^^. 

Stellen  wir  diese  Ausdrucke  in  die  achtfache  Gleichung  (a)  em, 
so  iässt  diese  sich  durch  3  theilen  und  wird  sofort: 

oder 

28* 
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(ö  <8— 3^<»  +  (— 1)«3A«^— (— 1)"»(7A«=:0. 

Da  diese  Bestimmangsgleichung  der  Hilfsunbekannten  i  \om 
dritten  Grade  ist  und  lauter  reelle  CoefficieDten  besitzt,  so 
liefert  sie  fät  t  sicher  Einen  reellen  Werth.  Zu  diesem  nun 
geben  die  Gleichungen  (d)  und  (c)  je  einen  reellen  Werth  der 
in  Frage  stehenden  Zahlen  p  und  q'^  somit  bleibt  es  gestattet, 
nach  dem  Ausdrucke  (26)  die  dritte  Wurzel  aus  jenem  Binom 
ähnlich  binomisch  darzustellen. 

Durch  Verwendung  dieses  Ausdruckes  (26)  verwandeln  sich 
nunmehr  die  letzten  AusdrScke  der  u  und  v  in 

Mit 

M  =  (p  +  l«5r)(-Tl)«6    3, 

Mit 

t?  =  (p — !"•  q){ —  l)"e     3 
und  sohin  ist  ihre  Summe  als  der  verlangte  Wurzelwerth 

(27)  a?  =  (-  l)»2(pcos5 n  +  i«+igsin 5 jc) . 

Dieser  allgemeine  Wurzelausdruck  unserer  Gleichung  gibt  zu 
erkennen,  dass  für  771  =  1  alle  drei  Wurzel werthe  reell,  dage- 
gen fär  m  =  0  nur  Ein  Wurzelwerth  reell,  die  beiden  anderen 
dagegen  conjugirt  complex  ausfallen;  welche  zwei  Fälle  wir  als 
den  irreduciblen  und  reduciblen  Unterscheiden,  bei  denen 
es  sich  jetzt  nur  noch  um  die  angemessenere  Ausdrncksweise 
der  Hilfszahlen  p  und  q  handelt. 

A.    Irreducibler  Fall. 

Hier  ist  w  =  i,  g^^f—-k^  also  f^^g^  und  sohin  ist  die 
positive  Zahl  h  =  V^f^ — g^  und 

Vy+ih=:p'\-iq. 
Wir  setzen  deshalb 

g    __    k 

cos  q)       sin  g> 
und  dies  ist  noch  ferner: 

V^cosg)*+sin9* 

_        g  +  ih         _  g  +  ih 

cos  9>  -f  <  sin  9  e«>    * 
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mithin  haben  wir 


und 


<r     ..^/^--9>  .  .  .   V> 


woraus  wir  sofort  finden: 

m 
P=Vf*C08^> 

m 

q  =  V/ .  sin  j . 

Nehmen  wir  demnach ^  da  /hier  positiv  sein  muss,  auch  die 
\/f  positiv,  so  berechnen  wir  zuvörderst  g>  =  0,.,,n  nach  der 
Gleichung 

(28)  cosg)  =  ;^8 

und  zufolge  des  Ausdruckes  (27)  den  Wurzeiwerth: 

X  =  ( — l)«2v/(cos  H  tccoSq- — sin  öTTsin  ?) 
(29) 

=  (-.J)«2V/cos^±^ 

i 

r 

B.    Reducibier  Fall. 

Da  ist  fit=:0,  g^ — /•8=A®  also  f^'^g^,  mithin  ist  die  posi- 
tive  Zahl  h  =  W  g^—P  und 

s    

yfg±h=p±q, 

dabei  ist  jedoch  zu  unterscheiden ^  ob  /positiv  oder  negativ  ist 

1.     Wenn  f  positiv  ist^  so  ist  g^^lfi,  folglich  setzen  wir 

9     _.     f^ 
CoBg>      Sing) 

und  dies  ist  weiter 


VCosg)«— Sing)«         ' 

9±h ^db* 

""Cos^iSiny"  e±9  * 
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sonach  haben  wir 

g±h=^  e±9VP 


±%__  .,^,^.9.  o.    9, 


und 

woraus  wir  sogleich  finden : 

p=VACos|, 

^  =  V/.Sin-Q» 

Nehmen  wir,  da  hier  h  und  Cos 9  positiv  sind,  die  \^f  mW 
g  gleichstimmig,  so  muss  mit  ihnen  auch  Smcp  und  also  auch  9 
einstimmig  sich  ergeben  und  zwar  berechnen  wir  zunächst  q>  nach 
der  Gleichung: 

(30)  ^^os9  =  :^3 

und  danach  zufolge  des  Ausdruckes  (27)  den  Wurzel werth: 

(31)  X  =  (— l)»»2V/(cos  Y  Cos  I  +  tsin  ^S'm  |). 
Auch  lässt  sich  hiefiir  schreiben: 

X  =  (— 1)»2  VACos  *-y  Cos  I  +  Sin  ^  Sin  |) , 

oder    zusammengezogen    (wenngleich   für  eine    direete   Ausrech- 
nung ungeeignet): 

(32)  a:  =  (-  \y2Vf.  Cos  5?_+!^ . 

2.     Wenn  /*  negativ  ist,  so  ist  5'*<Ä*,  daher  setzen  wir: 

— —  =  ^^   =  y^nr^a  =  yiiys 

Cosg?      Sing?  ^  ' 

g^h 9^h, 

"^Sin<p+Cos9""±eö' 
und  sonach  ist 

also 


mittels  kt;kiischer  und  hyperbolischer  Functionen.  41Q 

P  +  9=±V^.6*3=V'Z7.(Si„2±Co8|), 
woraus  wir  sogleich  finden: 

p  =  V^^.Sin|, 

^  =  V^.Co8|. 
Mithin  ist  der  in  Frage  gestellte  Wurzelwerth 

(33)  a:  =  (- 1)«2  V^^/.  (cos^  Sin  |  + 1  sin  ^  Cos  |) , 
oder,  wenn  man  ihn  erst  so  umschreibt: 

^  =  (-l)«2V"=7.(Cos^Sin|  +  Sio^Cos|), 
auch  zusammengezogen: 

(34)  a;  =  (  - 1)«2  V^.  Sin  TJ:^  . 

Hiebei  muss,  weil  h  und  Cos 9  positiv  sind»  auch  V^—f  positiv 
gewählt  werden  9  und  Sin  9  9  also  auch  g>  muss  mit  g  gleichstim- 
mig sein;  zugleich  berechnet  man  diese  erforderliche  Uilfszahl 
q>  aus 

(35)  SlD„  =  ;^;4=. 
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lieber  Eble's  Stundenzeiger,  ein  Instrument  zur 

Zeitbestimmung. 


Von 

dem  Heransgeber. 


Die  Bestiromang  der  Zeit  ist  wegen  der  BerichtiguDg  der 
Uhren  för  die  Bedürfnisse  des  gemeinen  Lebens  von  so  grosser 
'Wichtigkeit,  dass  man  sich  nicht  wundern  darf^  dass  schon  viel- 
fache Methoden  und  Instrumente  angegeben  worden  sind,  welche 
dazu  bestimmt  sind,  dieses  Geschäft  auf  möglichst  leichte  und 
einfache  Weise  zu  verrichten,  wobei  es  sich  natürlich  von  selbst 
versteht,  dass  hiebei  von  den  Metboden,  deren  sich  der  eigent- 
liche  Astronom  bedient,  und  von  den  vielen  Hülfsniitteln,  die  dem- 
selben zu  Gebote  stehen,  nicht  die  Rede  sein  kann  und  soll.  Id 
neuester  Zeit  hat  Herr  M.  £ble,  Lehrer  der  Mathematik  und 
Physik  an  der  Realanstalt  in  Ellwangen  in  Würtemberg,  unter 
dem  Namen  „Horoskop^*  oder  „Stundenzeiger^^  ein  Instra- 
ment  zur  Zeitbestimmung  angegeben,  welches  mir  besondere 
Beachtung  zu  verdienen  scheint,  und  auch  namentlich  den  Schu- 
len zu  empfehlen  sein  möchte,  da  sich  nach  meiner  Meinung  von 
demselben  bei'm  Unterrichte  in  mehrfacher  Beziehung  ein  in- 
structiver  Gebrauch  machen  lässt,  wobei  ich  zugleich  bemerke,  dass 
der  Director  der  Sternwarte  in  Wien,  Herr  v.  Littrow,  der  dor- 
tigen Akademie  der  Wissenschaften  einen  sehr  vorth eilhaften  Be- 
richt über  diese  sinnreiche  Vorrichtung  erstattet  hcit*).   Es  scheint 


*)  M.  8.  Sitzungsberichte  der  kaifi.  Akademie  der  Wis- 
8  cQschaf ten.  Band  XLII.  Nr.  22.  Sitzung  vom  11.  October 
1860.  S.203. 


mir  daher  zwecIcmSssig,  in  «iem  Archiv  eine  etwas  ausführlicheie 
Nachneisung  über  die  Erfindung  des  Herrn  Eble  zu  ertheileo, 
und  dieselbe  dadurch  namentlich  auch  den  Schulen  zum  Gebrauche 
bei'm  Unterrichte  zu  em[irGhlen. 


Uas  Instrument  hat  und  erfüllt  a 
gung,  den  doppelten  Znectt:  erster 
Beobachtung  der  Sonne  bei  jedem  A 
ivinkel  zu  ermüglkhen;  und  zweiten 


ch,  nach  meiner  Ueberzeu- 
I  eine  leichte  und  schnelle 
jniuth  oder  jedem  Stunden- 
i  jede  Rechnung  entbehrlich 


zu  machen  und  auT  die  blosse  Ablesung  einer  Scale  zurückzuCtih- 
ren,  welchem  letzleren  Errordernisse  natürlich  nur  dadurch  gentigt 
werden  konnte,  dass  an  die  Stelle  der  Aul'lüsuDg  des  t)ei  der 
Zeitbestimmung  zur  Betrachtung  kommenden  sphärischen  Dreiecks 
durch  Rechnung  eine  graphische  Cunstruction  gesetzt  wurde. 

Vm  nicht  zu  ueitläufig  zu  werden,  theile  ich  tm  Anhange 
zQ  diesem  Aufsatze  die  Beschreibung  des  Instrumentes  nebst 
Zeichnung,  und  die  Anweisung  zu  dessen  Gebrauche  mit,  nelche 
Hc^rr  Eble  selbst  in  seiner  s'chrilt: 

Das  Horoskop  oder  der  Stundenzeiger,  erTuDdeD 
vni,  Mich.  Eble  (medaille  d'bonneur  par  ['Institut  des 
Ärts-unia  de  Londres  etc.).     Ellwangen,  1860.    4". 

gegeben  hat,  und  bitte  die  Leser  dieses  Aufsatzes,  sich  damit 
vor  allen  Dingen  genau  bekannt  zu  machen,  bevor  sie  zu  der 
Theorie  des  lustrumentes  übergehen,  die  ich  Im  Folgenden  ent- 
wickeln werde.  Am  Besten  ist  es  natürlich,  das  Instrument  selbst 
vor  sich  zu  haben,  H;elehes  zu  sehr  niedrigem  Preise*)  durch 
Herrn  Eble  oder  die  Buchhandlung  des  Heim  Rudolph  Eng- 
ler in  Ellwaogen  bezogen  werden  kann. 

Wenn  die  Folhühe  durch  ö,  die  Declinalion,  die  Höhe  und 
der  Stundenwinkel  der  Sonne  respective  durch  6,  h,  a  bezeich- 
net werden;  so  hat  man  bekanntlich  die  Gleichung: 

sin/(  =  siodsinu  -f-cosdcoadcosöi, 

oder,  wenn  an  die  Stelle  der  Polbühe  ü  die  AequaiorshGhe  <p 
gesetzt  wird,  die  Gleichung; 


;   Eble 


ielleiclit  i 


•)  Etwa  2—3   Tlialcr  (4  Fl.  fi.  W.). 
Güle,  ciamal    ilie  genaupii  Preise   Buliiei"  Inslrumenle   von  rucachlcdcnen 
Qualitäten   mm   Abdruck   in   dem    Ari:hiT   einzuaenilcn.     Das  mir  gütigst 
fogeiBndte  Insttuiijenc  ist  nur  vun  Holz  genrbvitol;  wahracheinlicb  giebt  ■ 
«■  mit  mich  mehr  Gcaau!g;beiE   und  SriiiberkBlt   nngefertigte   Eiemjilare. 
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sin  h  =  sin  8  cos  (p  -f  cos  8  cos  asin  q> , 

anf  welcher  5  wie  sich  von  selbst  versteht,  das  ganze  lostrumeot 
beruht.  Herr  Eble  wendet  jedoch  dieselbe  nicht  in  dieser  ihrer 
ursprünglichen  Form  an,  sondern  giebt  ihr  die  Gestalt: 

sin  ((p  +  8)^  sin  ((p—8)      sin  (y  +  3)  +  sin  (y  —'S) 
sin  n  = -~^ -f- ' "s cos  tf  / 

auf  welche  er  seine  sämmtlichen  weiteren  Betrachtangen  gründet. 
Ich  miiss  aber  gestehen^  dass  mir  diese  Transformation  der  obi- 
gen Gleichung  für  den  yorliegenden  Zweck  ganz  unnSthig  zu  sein 
und  in  die  Betrachtung  eine  unnutze  Verwickelung  zu  bringen 
scheint,  weshalb  ich  von  derselben  im  Folgenden  ganz  absehen 
und  mich  bloss  an  die  obige  Gleichung  in  ihrer  ursprünglichen 
Form,  also  unmittelbar  an  die  Gleichung 

sin  A  =  sin  d  cos  g>  -f  cos  8  cos  a  sin  y 

anschliessen  werde. 

Wenn  JJ  die  Mittagshöhe  der  Sonne  bezeichnet,  so  ist  be- 
kanntlich allgemein  <p=zH—8,  und  für  jede  Hube  h  ausserhalb 
des  Meridiaps,  wo  also  h<,H  ist,  ist  folglich  y>A — d,  demnach 
allgemein 

fp  w  h — 8 

für  jede  Höhe  A,  wobei  wir  jedoch  bemerken,  dass  es  für  unse- 
ren hiesigen  Zweck  hinreichend  ist,  die  Höhe  h  als  positiv  anzu- 
nehmen^  wie  von  jetzt  an  der  Einfachheit  wegen  geschehen  soll. 

Wenn  8  negativ  ist,  so  ist  hiernach  immer: 

* 

Wenn  8  positiv  und  h'^8,  also  h — 8  positiv  ist,  so  ist  nach 
dem  Vorhergehenden: 

tp'^h  —  8* 

Wenn  8  positiv  und  h<,8,  also  8'^h  positiv  ist,  so  kann 

cp'^8 — h    oder    fp'^S — h 

sein;  im  zweiten  Falle  wäre  aber,  da  23^.30'  in  einer  runden 
Zahl  der  grösste  Werth  von  8  ist,  jedenfalls 
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9  "T  230.30' 


also: 


QOO-qjr-öÖO.SO'     oder     5^660. 30'. 


Da  die  Polhöhe  von  Petersburg  oder  Stockholm  uoeh  nicht  60^ 
beträgt,  so  wollen  wir  diesen  zweiten  Fall,  welcher  einige  beson- 
dere Betrachtungen,  auch  namentlich  rücksichtlich  der  denselben 
darstellenden  Figur,  erfordern  würde,  der  Kürze  wegen  im  Fol- 
genden nicht  weiter  in's  Auge  fassen,  indem  dessen  ausfuhrlichere 
Betrachtung  füglich  dem  Leser  überlassen  bleiben  kann;  auch 
wollen  wir  die  im  Obigen  vorkommenden  Gleichheitszeichen  der 
Kürze  wegen  nicht  weiter  berücksichtigen,  und  daher  von  jetzt 
an  nur  die  drei  folgenden  Fälle  in's  Auge  fassen: 

1) ....  Ä  negativ ,  g?  >  Ä  +  (—  5) ; 

2)....^  positiv,  Ä>5,  9>Ä  — ^; 

3)....d  positiv,  Ä<d,  9>^ — A. 

In  Taf  III.  Fig.  1.,  Fig.  2.,  Fig.  3.,  wo  die  Ebene  des  Papiers 
die  Ebene  des  Hohen-  oder  Vertikal  -  Kreises  der  Sonne  ist,  sei 
um  O  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  r,  den  man  auch 
der  Einheit  gleich  setzen  kann,  ein  Kreis  beschrieben,  und  durch 
O  seien  die  Horizontale  OH  und  die  Vertikale  OZ  gezogen;  die 
Linie  OS  sei  nach  der  Sonne  gerichtet,  und  OÄ  stehe  in  O  auf 
derselben  senkrecht;  so  ist 

HS-ZA=^h. 

Von  Z  aus  trage  man  auf  dem  beschriebenen  Kreise  den  abso- 
luten Werth  ZB  der  Declination  d  auf,  links  oder  rechts  von  Z, 
jenachdem  die  Declination  negativ  oder  positiv  ist.  Endlich  trage 
man  von  ß  aus  auf  dem  gegebenen  Kreise  links  und  rechts  von 
B  die  Aequatorshöhe  BC=BC'  =^  g>  auf,  und  ziehe  die  Sehne 
CC,  welche  auf  OB  oder  dessen  Verlängerung  über  O  hinaus 
in  E  senkrecht  steht.  Endlich  denke  man  sich  durch  A  eine 
Vertikallinie  gezogen,  —  das  Loth  an  dem  Instrumente  des  Herrn 
Eble  —  und  bezeichne  dessen  Durchsehnittspunkt  mit  der  Sehne 
CO  durch  F,  Bezeichnet  man  die  Durchschnittspunkte  des  Loths 
in  A  mit  der  Horizontalen  OH  und  der  Linie  OB  respective  durch 
G  und  K;  so  sind  die  Dreiecke  KOG  und  KEF  offenbar  einan- 
der ähnlich,  und  man  hat  daher  die  folgende  Proportion: 

KG:OG=zEK:EF, 


424  Grünen:   Veber  Eöle's  Stundenzeiger 

also: 

Entsprechen  nun  zunächst  die  oberen  und  unteren  Zeichen 
einer  negativen  und  einer  positiven  Declination,  so  ist  offenbar: 

KG—  OG.tang(90<>±*)=TOG.cot«, 
also; 

OG 

^^=Ttangd, 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

£;F=  +  £ir.tang^; 
ferner  ist: 

Ojr=  OG. sec(90Odb^  =  T^  =  T^^ 

^      -^  ^       ■sind       ■    sino 

und  OE  =  rco8q). 

Im  Falle  einer  negativen  Deciination  ist  nun  nach  Fig.  1.: 

» 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

Im  Falle  einer  positiven  Deciination  ist  dagegen»  wenn  das 
obere  Zeichen  dem  Falle  Fig.  2.,  das  untere  Zeichen  dem  Falle 
Fig.  3.  entspricht: 

£i:=±(OJr- 0£)=±r(|gJ-co89)) , 

I 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 


£F=4:rf -T-T  —  cos^Jtangd* 


Nimmt  man  also  in  den  Fällen  Fig.  1.  und  Fig.  2.  das  obere, 
in  dem  Falle  Fig. 3.  das  untere  Zeichen,  so  ist: 


f;F=  ±  r  ^j5^  —  cos  9^  tang  d 


oder: 
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sinA  — sindcos^ 
-^  cos  0 

folglich«  wenn  man  die  Entfernung  des  Punktes  F  von  dem  Punkte 
E,  indem  man  dieselbe  in  den  Fällen  Fig.  1.  und  Fig«  2.  als  po- 
sitiv«  in  dem  Falle  Fig.  3.  als  negativ  betrachtet,  und  mit  Rück- 
sicht hierauf  im  Allgemeinen  durch  x  bezeichnet,  in  völliger 
Allgemeinheit: 

sinA  —  sind  cos  00 

ar  =  r 35 -> 

coso 

Aus  dqr  Gleichung 

sin  h  =  sin  8  cos  tp  -{■  cos  d  cos  (T  sin  (p 

folgt  aber: 

sinA — sind  cos  Qp 
cos  (Tsm  q>  = « » 

^  COSÖ 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

a;=:rcos(rsin9>5 

woraus  man  sieht,  dass  die  Entfernung  x  für  jeden  he« 
stimmten  Halbmesser  r,  den  man  beliebig  wählen«  auch 
der  Einheit  gleich  setzen  kann,  bloss  von  dem  Stun- 
denwinkel a  und  der  Aequatorshöhe  9  oder  der  Pol- 
hohe (5,  gar  nicht  von  der  Höhe  und  von  der  Deelination, 
abhängt,  welches  der  Hauptpunkt  ist,  auf  den  es  bei  dem  In- 
strumente des  Herrn  Eble  ankommt,  auf  welchem  dasselbe  le- 
diglich beruhet,  und  der  von  dem  Erfinder  selbst  nicht  mit  solcher 
Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  hervorgehoben  worden  ist,  wie  es 
wünschenswerth  gewesen  wäre. 

Neben  der  allgemeinen  Empfehlung  des  Instruments  war  die 
recht  deutliche  und  bestimmte  Hervorhebung  dieses  Hauptpunktes 
der  nächste  Zweck,  den  ich  bei  der  Abfassung  dieses  Aufsatzes 
hatte.  Auch  ist  hiedurch  in  der  That  die  Theorie  des  Instruments 
vollständig  gegeben ;  denn  man  übersieht  leicht,  dass  sieh  mittelst 
der  Gleichung 

o:  =  r  cos  <T  sing) 

flir  jede  bestimmte  Polhuhe  und  die  verschiedenen  Stundenwin- 
kel eine  geradlinige  Scale  der  x  verfertigen  und  auf  dem  Instru- 
mente gehörig  anbringen  lässt  (wobei  man  zu  beachten  hat,  dass 
OE  =rcosq}  ist)«  aus  welcher  sich,  wenn  gewisse  x  durch 
den  Lothfaden  des  Instruments  auf  dieser  Scale  abgeschnitten 
werden,  natürlich  auch  umgekehrt  die  entsprechenden  Stunden- 
winkel oder  die  durch  dieselben  bestimmten    Zeiten  entnehmen 


426  Grunert:    üeber  Eble's  Stundenzeiger, 

oder  vielmehr  auf  derselben  unmittelbar  ablesen  lassen.  Auch 
lassen  sich  leicht  mehrere  solcher  Scalen  fiir  verschiedene  Pol- 
höheii  zu  einer  Art  von  Netz  mit  einander  vereinigen,  wie  auf 
dem  Instrumente  des  Herrn  Eble  wirklich  geschehen  ist.  Ausser 
dieser  Scale  ist  alles  Cebrige  auf  dem  Instrumente  Nebenwerk 
und  leicht  ohne  alle  weitere  Erläuterung  durch  sich  selbst  ver- 
ständlich, wenn  man  nur  die  im  Anhange  beigefugte  Beschreibung 
und  Gebrauchs -Anweisung  aufmerksam  gelesen  hat.  Die  oben 
angeföhrte  Schrift  des  Herrn  Eble  enthält  noch  eine  Tafel  der 
Declinationen    oder    Polar- Distanzen    der    Sonne    für    die    Jahre 

(\f^±\  ^''^    nSß?^'  deren  man  bei  der  Aufstellung  des  Instruments 

hedarf,  und  ausserdem  eine  Tafel  der  mittleren  Zeitgleichung  zur 
Reduction  der  wahren  Zeit,  welche  letztere  natürlich  nur  durch 
das  Instrument  erbalten  werden  kann,  auf  mittlere  Zeit.  Vollstän- 
diger und  genauer  finden  die  Liebhaber  der  Astronomie  diese 
Dingein  dem  trefflichen  Kalender  für  alle  Stände.  Heraus- 
gegeben von  Karl  v.  Littrow,  den  wir  denselben  als  eine  sehr 
brauchbare  kleine  Ephemeride  hier  wiederholt  in  Erinnerung  brin- 
gen und  recht  sehr  empfehlen. 

Wir  wünschen  sehr,  durch  das  Obige  und  Nachfolgende  zur 
weiteren  Bekanntwerdung  und  Empfehlung  des  jedenfalls  sehr 
sinnreichen  und  zu  dem  Gebrauch  in  der  Praxis  für  einen  Jeden, 
der  seine  Uhr  schnell  und  leicht  zu  berichtigen  wünscht,  sehr 
geeigneten  Instruments  des  Herrn  Eble  Einiges  beizutragen,  in- 
dem wir  dasselbe  auch  namentlich  den  höheren  UnterrichtSan- 
stalten  zur  Beachtung  empfehlen.  Wegen  der  Geschichte  der  Er- 
findung des  Instruments,  dessen  Grundidee  eigentlich  Lambert 
gehört,  aber  von  Herrn  Eble  in  sehr  verdienstlicher  Weise  we- 
sentlich vervollkommnet  und  für  den  praktischen  Gebranch  erst 
wirklich  fruchtbar  gemacht  worden  Ist,  verweisen  wir  aufLittrow's 
oben  angeführten  in  mehrfacher  Beziehung  lehrreichen  Aufsats, 
welcher  zugleich  auch  auf  das  von  Herrn  Zescevich  in  der 
„Rivista  marittima  del  Lloyd  austriaco.  1854.  Novem- 
bre^'  (m.  s.  auch  Heinrich  v.  Littrow's  Seemannschaft* 
S.294.  und  Moigno:  Cosmos.  1860.  Sept  7.  pag.  288.)  be- 
kannt gemachte  Verfahren  zur  graphischen  Auflösung  sphärischer 
Dreiecke  gelegentlich  Rücksicht  nimmt. 


Anmerkung. 
Absichtlich  habe  ich  mich  bei  dem  vorliegenden  Gregenstande 


vi 
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im  Vorhergebenden  ganz  einfacher  und  elementarer  geometrischer 
Betrachtungen  bedient.  Allgemeiner  und  besser  kann  man  aber 
zu  dem  Satze^  auf  den  es  hier  eigentlich  ankommt,  mitteist  der 
Formeln  der  analytischen  Geometrie  gelangen,  wie  ich  jetzt  noch 
zeigen  will. 

Die  Ebene  des  Vertikalkreises  der  Sonne  sei  die  Ebene  ei* 
nes  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy,  dessen  Anfangs- 
punkt das  Auge  des  Beobachters  oder  der  Mittelpunkt  der  Sphäre 
ist;  die  Axe  der  x  sei  horizontal,  die  Axe  der  y  werde  also  ver- 
tikal angenommen.  Durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
werde  eine  Gerade"^)  gelegt,  deren  Gleichung 

1)  .    .   .    .  y  =  a:tang(90^  +  ^),    also    y=  —  orcotd 

sei,  und  in  dieser  Geraden  nehme  man  einen  Punkt  {uv)^*)  an, 
dessen  Coordinaten  u,  v  durch  die  Formeln 

\   M=:rcos9.cos(90®+ ö)= — rsindcosg^, 

2)  .   .   j 

(   tj  =rcosg?.sin(90®  +  d)  =     rcosdcosg) 

bestimmt  werden,  wo  rcosg?  die  Entfernung  dieses  Punktes  von 
dem  Anfange  der  Coordinaten  ist.  Durch  diesen  Punkt  lege  man 
eine  auf  der  Geraden  1)  senkrecht  stehende  Gerade,  deren  Glei- 
chung also  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 

3)  .    .    .    .  y  — rcosÄcos9=:tangÄ(a:  +  rsind'cosg)) 
ist.    Nun  ziehe  man  die  durch  die  Gleichung 

4) a:  =  rcos(90<>  +  Ä)=  — rsinÄ 

bestimmte  Vertikale***),  und  bezeichne  deren  Durchschnittspunkt 
mit  der  Geraden  2)-}')  durch  {u^  v^);  so  bat  man  nach  4)  und 
3)  zur  Bestimmung  von  t/i,  Vi  die  Gleichungen: 

Ui  = — rsinA, 
Vi  —  rcosöcosg?  =  tangd(t<i  +rsin5cosg?); 
also,  wie  man  leicht  findet: 

5)   .    .    .   «1=— rsinÄ,    t?i=rf ^  —  tangdsinAJ 


'')  OB  in  der  Figur. 
••)  E  in  der  Figur. 
♦♦*)  AG  in  der  Figur. 
+)  F  in  der  Figur. 
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oder: 

^^                         .         .    »                 cosg> — sindsinA 
6)  .    .   .   .  «1  = — rsinÄ,    t>i  =  r j . 

Betrachten  wir  nun  die  von  dem  Punkte  {uv)  aus  gerechnete 
Entfernung  des  Punktes  (uiVi)  von  dem  Punkte  (uv)  als  positiv 
oder  als  negativ,  jenachdem  (mit  Rücksicht  auf  die  Figur)  der 
Punkt  (uiVi)  rechts  oder  links  von  der  durch  {uv)  gehenden  Ver- 
tikale liegt,  und  bezeichnen  mit  Rücksicht  hierauf  diese  Entfernung 
durch  Xi  so  ist  offenbar  in  dem  ersten  der  beiden  in  Rede  ste- 
henden Fälle: 

Mi=:M+jrcOS(180<^+Ä), 

t?i=t>  +  Jtsin(l80<>+d); 
im  zweiten  Falle  dagegen: 

Ui  =M  +  ( — X)C0Bdy 

.   ri=t?  +  ( — A)sind; 

also  offenbar  in  beiden  Fällen,  und  daher  völlig  allgemein: 

Ui=u — Acosd, 

Vi  =  tj — A'sin^; 
folglich: 

JL  —  »     —  — • — 5"  f 

cos  0  sm  0 

also  nach  2)  und  6): 

^  -,        sinA — sind  COSO) 

7) X=ir 1 ^, 

'  coso 

und  daher,  weil,  wie  aus  der  bekannten  Gleichung 

sin  A  =  sindcos9  -f-cosdcoscrsin^ 

sogleich  folgt, 

sinA  —  sind  cos  <p 

cos(fsina)= 5 ^ 

^  coso 

ist: 
8) X=:rcosasin97, 

welches  der  lu  beweisende  Satz  war. 
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Anhang^. 

(Gktnz  nach  Herrn  Eble.) 

I. 

Beschreibung  des  Horoskops. 

Das  Horoskop  hat  drei  Haupttheile,  in  die  es  sich  zerlegen 
sst,  wobei  man  Taf.  III.  zu  vergleichen  hat. 

Der  erste  Theil,  von  der  Form  des  Buchstabens  T,  ist 
is  zwei  Schienen  Ä  und  B  gebildet,  welche  rechtwinklig  znsam- 
engefügt  sind. 

Diesen  zusammengesetzten  Theil  will  ich  AB  nennen. 

Der  zweite  Theil,  von  der  Form  eines  Ii,  ist  aus  den 
chienen  C  und  D  gebildet. 

Er  heisse  CD, 

Der  dritte  Theil  ist  das  Gestell  EF y  bestehend  aus  dem 
festen  E  und  der  Fussscheibe  F, 

(Diese  Scheibe  mochte  der  Besitzer  eines  £jcemplars  unter- 
ilb  mit  Blei  versehen,  um  den  festen  Stand  zu  sichern.) 

Auf  der  Schiene  Ä  fällt  zuerst  die  aus  krummen  Linien  ge- 
Idete  Stundenskale  in  die  Augen,  an  deren  unterem  Rande  die 
or-  und  Nachmittagsstunden  von  10  zu  10  Minuten  oder  auch 
m  20  zu  20  Minuten  angeschrieben  sind. 

Nahe  am  oberen  Rande  der  Schiene  A  ist  die  Skale  der  Pol- 
»stände  der  Sonne  an&;ezeichnet.  Rechts  und  links  der  Stunden- 
:ale  ist  eine  kleine  Skale,  die  der  Polhuhen.  Zu  äusserst  links 
t  der  Titel:  Horoskop. 

In  der  mit  A  festverbundenen  Schiene  B  steckt  bei  g  ein 
»pfen  fest  eingeleimt;  mittelst  dieses  Zapfens  lässt  sich  AB  im 
ipfenloch  p  des  Pfostens  E  drehen  und  mittelst  einer  Schraube 
sst  sich  AB  in  erforderlicher  Stellung  (die,  wie  wir  bald  sehen 
erden,  vom  Datum  oder  vom  Polabstand  der  Sonne  abhängt) 
ibeweglich  fest  erhalten. 

Die  Schiene  C  trägt  bei  k  und  /  zwei  Messingplättchen ;  das 
Btere  k  hat  zwei  Löchiein  zum  Einlassen  der  Sonnenstrahlen^ 
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auf  dem  Plättcben   /  aber   ist  auf  weissem  Grund  ein  schwarzer 
Strich  in  der  Mitte. 

Die  Schiene  D  ist  an  einem  Ende  auf  die  Schiene  C  befestigt 
und  hat  am  anderen  Ende  ein  kleines  Messingplättchen  m,  welches 
an  einem  Faden  das  Loth  o  trägt. 

(Das  Knupfchen  des  Auf  hängefadens  ist  bei  m  nach  vorne  zu- 
gekehrt, also  hängt  der  Faden  hinterhalb  des  Plättchens  fit  her- 
unter.) 

Bei  n  ist  ein  Loch  eingebohrt,  worin  das  Loth  o  bei  der  Ver- 
packung seinen  Platz  bekommt. 

Das  ganze  Stück  CD  isf  mittelst  einer  bei  i  angebrachten 
versenkten  eisernen  Schraube  in  dem  Loch  h  des  Stückes  AB 
drehbar  und  mittelst  einer  Mutterschraube  sanft  steilbar,  so  näin- 
lich,  dass  man  zwar  mit  dem  Finger  das  Stück  CD  um  den 
Zapfen  i  drehen  kann,  dass  aber,  sobald  die  Bewegung  mit  dem 
Finger  aufhört,  das  Stück  CD  in  der  erhaltenen  Stellung  verharrt 


II. 

Bestimmung  der  Zeit  durch  den  Horoskop. 

Um  für  einen  Augenblick,  in  welchem  die  Sonne  scheint,  die 
Zeit  zu  bestimmen,  verfährt  man  so: 

Für  den  Aufenthaltsort  z.  B.  Berlin,  Mainz,  Stuttgart,  ....  hat 
man  ein  für  allemal  nach  einer  Landkarte  die  Polhohe  gesucht 
(an  den  Seltenrändern,  rechts  und  links  der  Landkarte)  und  auf 
der  Stundenskale  des  Horoskops  die  erforderliche  Linie  gezogen, 
wie  dies  beispielsweise  für  Mainz  (unterm  50.  Polhöhegrad)  schon 
geschehen  ist. 

(Zu  diesem  Zweck  wird  der  Besitzer  eines  Exemplars  des 
Horoskops  an  den  beiden  Enden  rechts  und  links  der  Polhohen- 
skale  (welche  nach  Fünftelsgraden  abgetheilt  ist,  woran  man  aber 
leicht  Zehntelsgrade  unterscheiden  kann)  den  erforderlichen  Punkt 
diesseits  und  jenseits  aufsuchen,  und  diese  zwei  Punkte  durch 
eine  Linie  verbinden,  welche  zu  der  mittleren  Mainzer  Linie  pa- 
rallel ist.  Diese  Verbindungslinie  zieht  man  mit  einer  scharfen 
Nadel  an  einem  Lineal  hin,  die  Nadel  ritzt  in  den  Firniss  und 
diesen  Ritz  überfährt  man  leicht  mit  einer  rothen  Tinte  oder  far- 
bigem Pulver.) 

Auf  einer  Ebene,  die  nicht  viel  von  der  HorizoDtalricbtmig 
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bweieht,  stelle  man  das  Horoskop  so  vor  sich  auf>  dass  die 
onne  links,  nahezu  in  der  Vorlängenwg  der  Skalen -Ebene  A 
e^  (wobei  also  der  von  dieser  Sehiene  A  geworfene  Schatten 
b  Linie  erscbeiht).  ' 

Aus  der  dieser  Anweisung  vorangestellten  Polabstands- 
»belle  (Taf.  1)*)  sucht  man  nun  für  das  diesmalige  Datum  (mit 
eaehtung  des  Jahres,  des  Monats  und  des  Monatstages)  den 
'olabstandsgrad  auf.  Den  gleichen  Polabstandspunkt  sucht  man 
un  am  oberen  Rande  der  ^-Schiene  und  bringt  diesen  Punkt  ver- 
kal  über  den  Drehpunkt  h  der  j&- Schiene,  was  durch  Drehen 
es  ^ß- Stücks  um  den  Zapfen  g  geschieht. 

(Um  diese  vertikale  Stellung  des  Polabstandspunkts  über  dem 
'rehpunkt  zu  erkennen,  konnte  ein  Messingklemmchen  mit  einem 
othfaden  an  den  Polabstandspuakt  gesteckt  und  darnach  AB 
m  g  gedreht  werden,  bis  nahezu  die  richtige  Stellung  erlangt 
äre;  aber  —  am  einfachsten  wird  man  zu  Beobachtung  dieser 
tellung  das  an  der  Z>- Schiene  bei  m  hängende  Loth  brauchen. 
>ie  feinste  Stellung  gibt  man  zuletzt  mit  den  Schrauben  qq  am 
estellfuss.) 

Nachdem  nun  das  Stück  AB  in  Betreff  des  Polabstandsgrads 
le  richtige  Stellung  hat  und  in  dieser  durch  die  Schraube  am 
apfen  bei  g  recht  fest  erhalten  wird,  dreht  man  das  Stück  CD 
m  den  Zapfen  h  so,  dass  die  Sonne  ihre  Strahlen  durch  die 
vei  Lüchlein  des  Diopters  k  nach  dem  Messingplättchen  /  sen- 
»n  kann,  und  beobachtet  hiebe!  die  Stellung,  wo  eben  das  Dop- 
3lsonnenbild  in  Form  zweier  über  einander  stehender  Scheib- 
len  %  von  der  schwarzen  Mittellinie  durchschnitten  wird. 

In  diesem  Augenblick  zeigt  der  Lothfaden  auf  der  Stunden- 
cale  da,  wo  der  Faden  die  dem  Beobachtungsort  zugehörige 
olhöhenlinie  durchschneidet,  die  dermalige  Stunde  und  Minute 
ahrer  Sonnenzeit. 

(Ob  Vor-  oder  Nachmittagsstunden  abgelesen  werden  müssen, 
'gibt  sich,  im  Zweifelsfalle,  daraus,  dass  Vormittags  die  Sonnen- 
ihe  wächst,  Nachmittags  abnimmt.) 

Die  ganzen  Stunden,  von  Vormittags  4  bis  9  Uhr  oder  Nach 


*)  Weder  diege  Tafel  I«,  noch  die  nachher  erwähnte  Tafel  II.,  sind 
er  mitgetheilt  und  in  der  Schrift  des  Herrn  Ehie  nachzusehen.  Na- 
dich  finden  sie  sich  auch  in  jedem  guten  astronomischen  Kalender, 
ie  namentlich  in  dem  von  Littrow.  G. 
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mittags  von  3  Uhr  bis  8  Uhr  sind  von  2  zu  2  Minuten  abgetheilt, 
wobei  von  10  zu  10  Minuten  etwas  stärkere  Theilsstriche  gezo- 
gen sind;  die  §tunde  von  Vormittags  9  bis  11  Uhr  oder  Nach- 
mittags von  1  bis  3  Uhr  sind  von  4  zu  4  Minuten  abgetheilt,  und 
zugleich  sind  von  20  zu  20  Minuten  die  Theilstriche  kräftiger. 

Eine  Stunde  vor  oder  nach,  der  Mittagszeit  ist  die  Beobach- 
tung behufs  der  Zeitbestimmung  mittelst  eines  Hohen -Instruments 
ungeeignet^  daher  keine  Abtheilung  angebracht  wurde. 

Die  durch  die  Beobachtung  der  Sonne  erhaltene  wahre  Sonnen- 
zeit  ist  aber  nicht  diejenige ,  welche  unsere  gewöhnlichen  Thurm- 
und  Taschen -Uhren  zeigen  müssen.  Man  muss  diese  Uhreo 
vielmehr  nach  der  mittleren  Sonnenzeit  richten.  Die  mittlere  Son- 
nenzelt weicht  aber  um  eine  Anzahl  Minuten  ab,  die  man  zu  ge- 
wissen Zeiten  des  Jahres  zur  wahren  Sonnenzeit  hinzufügen^  zo 
anderen  Zeiten  davon  abziehen  muss. 

(Nur  viermal  im  Jahr  stimmt  die  wahre  Sonnenzeit  mit  der 
mittleren  Zeit  überein,  am  15.  Aprils  15.  Juni,  1.  September  und 
24.  December.) 

Die  Angabe  der  zu  addirenden  oder  subtrahirenden  Minuten 
nennt  man  die  Zeitgleichung  und  es  ist  eine  solche  Zeitgplei- 
clianffstalielle  (Taf.  II.)  dieser  Gebrauchsanweisung  angefugt. 


/ 
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Ueber  einige    allgemeine    Formeln   zar  Auswerthung 

bestimmter  Integrale« 

Von 

Herrn  Eugen  Lommel, 

Professor   in  Schwyz. 


Fuhrt  man  in  das  bestimmte  Doppeiintegral 

in  welchem  f  eine  ganz  beliebige  Funktion,  p,  q  und  r  beliebige 
Constanten  bedeuten,  während  unter  dem  Doppelintegral  selbst 
die  Summe  aus  den  unendlich  Mal  unendlich  vielen  Gliedern 
▼erstanden  wird,  welche  aus  dem  Produkt 

f(p-t-ga:+ry).dydüß 

dadurch  hervorgehen,  dass  man  dem  x  und  dem  y  unabhängig 
von  einander  alle  heziehüch  um  die  unendlich  kleinen,  positiv 
gedachten  da:  und  dy  von  einander  verschiedenen  Werthe  bei. 
legt,  welche  zugleich  einer  (oder  mehreren)  gegebenen  Bedingun- 
gen genügen,  —  statt  der  Veränderlichen  a:  und  y  vermittelst  der 
Gleichungen 

ixVg^  +  r*  =  qx' —ry' , 
^yV^  +  r*  zzzrx'  -{■  gy' , 

die  neuen  Veränderlichen  x'  und  y'  ein,  indem  man  sich  hiezu 
der  bekannten  Formel 
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fffix,y).dydx  =  fff{<p,  *)•  @.  •^-^•^)-%'«^ 

bedient  (wenn  nämlich  x  ^=.  cp{x' ,  y')  und  y  = '*i>(x' 9  y')  die  Glei- 
chungen vorstellen,  mit  deren  Hilfe  man  die  neuen  Veränderlichen 
einführt),  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

A)      fffip  +  g^  +  ry) .  dydx  =fjf{p  +  x'  V^^M^)  •  dy'dx'. 

Nun  lässt  sich  aber  auch  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
die  Integration  nach  y'  ohne  weiteres  durchführen;  hat  man  als- 
dann aus  den  obenerwähnten  und  mit  Hilfe  der  Gieichungen  a) 
ebenfalls  transformirten  Bedingungen  die  Grenzen  von  y'  als  Fank- 
tionen  von  x'  bestimmt  und  eingesetzt,  so  bleibt  rechts  noch  ein 
einfaches  Integral  nach  x'  übrig  (oder  auch  mehrere),  dessen 
constante  Grenzen  aus  den  nämlichen  Bedingungen  abzuleiten 
sind.  Durch  die  Formel  A)  ist  demnach  das  vorgelegte  bestimmte 
Doppelintegral  auf  ein  bestimmtes  einfaches  Integral  zurückge- 
führt. 

Auf  diese  Weise  erhält  man,  wenn  man  in  dem  gegebenen 
Doppelintegral  den  Variablen  x  und  y  die  Bedingung 

vorschreibt,  die  Gleichung: 

1) 

fffip  +  ^^+  ry) .  dydx  =  2  /  ^^  Vi— a;«.  f(p  +  x  V^  +  t^)M 


— 1 


wo  nur  zur  Rechten  wieder  x  an  die  Stelle  von  x'  gesetzt  wor- 
den ist»  Vertauscht  man  in  dieser  Formel  r  mit  r.  V^— 1  odei 
ri*),  80  ergibt  sich: 


*)  Man  konnte  die  Znläsaigkeit  der  Substitution  einer  Iiuaginäreo 
an  die  Stelle  von  r  in  Zweifei  ziehen,  weil  die  Transforinatioo,  welcheK 
die  Formel  I)  ihr  Dasein  verdankt,  zunächst  nur  für  reelle  Wertlie  tod 
q  und  r  giltig  ist.  Man  gelangt  aber  ohne  Schwierigkeit  zu  der  Ueber-' 
Zeugung,  dass  die  Formel  I),  wenn  sie  für  beliebige  reelle  Werthe 
von  q  und  r  richtig  ist  (und  das  ist  ja  unbestreitbar),  nothwendig  auch 
dann  noch  gelten  muss,  wenn  q  und  r  ganz  allgemein,  als  blosse  Trä- 
ger des  Operationszeichens,  aufgefasst  werden,  also  namentlich  auch, 
wenn  sie  imaginär  werden. 
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11) 
fff{V^qx^ny).dydx  =  2 /*^Vr^^^. Ap  +  x \fq^—'^).dx. 

Diese  Gleichung  gebt  aber^  wenn  man  r  =  ^  setzt,  sogleich  über 
in  die  folgende: 

wo  in  dem  Doppelintegral  zur  Linken  die  Veränderlichen  x  und 
y  an  die  Bedingung  .•r*  +  y*'^l  gebunden  sind. 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  lässt  sich  auch  leicht  synthe- 
tisch beweisen.  Entwickelt  man  nämlich  zur  Linken  die  Funktion 
f  mit  Hilfe  des  Maclaur in 'sehen  Satzes  nach  Potenzen  von  q, 

so  erhält  man  n^fip)  als  erstes  Glied  der  Entwickelung,  während 

dmf 
g^  einerseits  mit  dem  Differentialcoefficienten  3~^9  andererseits 

mit  dem  Doppelintegral 


+1^1- 


X 


% 


/  (x  +  iy)^.dyda; 

multiplicirt  erscheint;  integrirt  man  hier  zuerst  nach  y,  so  er- 
gibt sich: 

i^^yf    ^\ix^-iy)^^^--{x]^iyr^^ydx. 

wenn  man  nur  unter  y  jetzt  die  Wurzel  V^l — a?^  versteht.  Ent- 
wickelt man  nun  die  beiden  (m-f  l)ten  Potenzen  mittelst  des  bi- 
nomischen Lehrsatzes,  so  findet  man 

{x  +  iy)^  +^  —  {x  —  iy)^ +* 

=  2Ä[i2«+i .  (m  +  l)aa+i .  x^-^^ .  y«<i+i] 

=  2i.  Ä[(— 1)«.  (m  -^  l)2a+i.a:"»-«« .^+i] , 

(m  + 1)«!-^ 
wo  unter  (m  +  l)a  der  Binomialcoefficient  -i verstanden 

wird,  und  die  Summenzeichen  S  andeuten,  dass  die  Summe  aller 
Glieder  genommen  werden  soll,  welche  aus  dem  eckig  einge- 
klammerten allgemeinen  Gliede  dadurch  hervorgehen,  dass  man 
daselbst  statt  a  nach  und  nach  0  und  alle  positiven  ganzen  Zah- 
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len  einsetzt.     Das  obige  Integral  erscheint  also  jetzt  ia   folgen* 
der  Form: 

Nun  fällt  unmittelbar  in  die  Augen,  dass  diese  Summe  ver- 
schwindet, so  oft  m  ungerade  ist,  weil  dann  jedes  einzelne  in 
derselben  yorkommende  Integral  für  sich  der  Null  gleich  wird. 
.  Sie  verschwindet  aber  auch  für  jedes  gerade  m  =  2n;  man  hat 
nämlich  alsdann : 

r  ^^  a)«(»-a) .  (1 — 0;»)«+* .  da:  =  2 .  /^  ^  ara(n-a) .  (l  _  x^)^^\ .  dx 


— 1 


z=:  r   a:»»-a-J.(l— ar«)«+».da'=<P(n— a+4,  a+l  +  i) 


o 

l«-aia.la+i|a 


.TT 


—  On-fl|2 

Die  obige  Summe  geht  dadurch  über  In: 

2;r  f2ii4l)2a+i|-i 

(2»  +  ]).2«+i|2"^L^     i;  -A      •  .i-ri  .      (2a  +  l)!     ^ 
Nun  ist  aber:  '  .  ' 

(2w  +  I)2a+i|-i  =  (2m  +  l)a+il-2 .  (2ii)«l-2 , 

(2a  +  1)!  =  I2«+ili  =  la+il2.2aia, 

(2w  +  l)a+il-2.1n-a|a  =  (2w  +  l)«+il-2.  (2«  — 2a  — l)»-«!-« 

(2n)al --2  __  w«ML  ^  ^1-1 
2a|2      —   la|l    —     o!    "*  ' 

man  erhält  demnach,  unter  Berücksichtigung  vorstehender  Rela- 
tionen, statt  jener  Summe  jetzt  diese: 

C2w  +  l).2»+ii2  •  '^l(-  1)'*  •  waj » 

welche  bekanntlich  der  Null  gleich  ist.  Da  nun  alle  Coefficien- 
ten  der  Potenzen  von  q  in  der  oben  vorgenommenen  Reihenent- 
wicklung verschwinden,  so  ist  hiemit  nachgewiesen,  dass  die  Glei- 
chung 111)  eine  identische  ist  in  allen  jenen  Fällen,  in  welchen 
der  Maclaurin'sche   Satz    zur  Reihenentwickelung  angewendet 
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werden  kann.  Der  Maclaurin'sche  Satz  gilt  aber  fSr  jede  be- 
liebige Funktion^  so  lange  nar  der  specielle  Werth  der  Variabein, 
welchen  man  in  die  Funktion  und  in  ihre  Ableitungen  einsetzt» 
um  die  Coefficienten  der  Reihe  zu  erhalten,  weder  die  Funktion 
selbst  noch  irgend  eine  ihrer  Ableitungen  auf  eine  im  Caicul  un- 
zulässige Form  bringt.  Wir  können  demnach  behaupten,  dass 
unsere  Gleichung  III)  für  jede  beliebige  Funktion  /  gilt,  so 
lange  nur  p  keiner  jener  Ausnahmswerthe  ist,  för  welche  die 
Funktion  f  oder  irgend  eine  ihrer  Ableitungen  eine  unzulässige 
Form  annimmt.    Nimmt  man  nun  an,  dass 

ff{x) .  dx  =  q>{x)  +  C 

sei,  so  findet  man  auch: 

folglich,  wenn  man  bei  dieser  Integration  nach  y  die  Grenzen 
einführt,  weiche  die  Bedingung  ar*+y*'Tl  verlangt: 

4-yii:ii 


/ 


f{p^q{x^iy)).dy 


Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Formel  III),  so  erhält  man: 

IV) 


[9(P+9(^+«Vl--ar*))-9^(p+^(ar-iVl--a:«))J.rfa:==i»9.^. 


Diese  Gleichung,  welche  eigentlich  nur  eine  andere  Form  der 
Gleichung  III)  ist,  gilt  unter  den  nämlichen  Bedingungen  wie 
diese.  Setzt  man  in  derselben  a?  =  cosz,  so  nimmt  sie  folgende 
Gestalt  an: 

IV)      J'''[i^{p-{^qe^i)^tp{p-\^qe-^^].Siuz.dzz=imq.^. 

Setzt  man  in  dieser  (Gleichung  p  =  0  und  9  =  1,  so  wird  sie 
identisch  mit  einer  bereits  von  Cauchy  auf  anderem  Wege  ge- 
fundenen Formel,  nämlich  mit 


438  S  ehre  der :  Aligemein  giltige  Abieit.  der  Futuiamenialgieich,  der 

deren  Richtigkeit  jedoch  9  nach  Cauchy's  Herleitung^  buk  ffir  den 
Fall  als  erwiesen  anzusehen  ist,   dass  l)  tp{x)  ffir  keioen  Werth 

von  X  die  Form  j?  annimmt  und  dass  2)  q>(x)  nur  eindeutig  ist; 

indem  sich  nämlich  diese  Formel  als  specielles  Resultat  aus  einer 
allgemeineren  ergibt,  welche  nur  unter  den  ebengenannten  Be- 
dingungen stattfindet.  Obgleich  nun  die  Constanten  p  und  q  un- 
serer Gleichung  IV)  nur  scheinbar  eine  grössere  Allgemeinheit 
verleihen,  indem  dieselben  ohne  Weiteres  auch  in  die  Cauchy- 
sche  Formel  eingeführt  werden  können,  so  ist  dieselbe  dennoch 
als  eine  Erweiterung  dieser  letzteren  anzusehen,  weil  wir  nach- 
gewiesen haben,  dass  unsere  Gleichung IV)  ebensowohl,  als  Glei- 
chung III),  eine  von  der  Natur  der  Funktion  q>  (oder  f)  völlig  un- 
abhängige Identität  ist  und  ihre  Giltigkeit  bewahrt,  so  lange  die 
Constante  p  keiner  jener  Ausnahmswerthe  ist,  welche  die  Funktion 
q>  oder  irgend  eine  ihrer  Ableitungen  auf  eine  im  Calcul  unzuläs- 


sige Form  (q,  logO,.«..)  bringen. 


Allgemein  giltige  Ableitung  der  Fundamentalgleichung 
der  sphärischen  Trigonometrie   und   allgemeiner    Be- 
weis des  Satzes  vom  Polardreiecke. 

Von 
Herrn  Doctor  Eduard  Schreder 

in  Graz. 


I. 

Allgemein  giltige  Ableitung  der  Fundamentalgleichung 

der  sphärischen  Trigonometrie. 

Es  sei    das   sphärische  Dreieck   ABC  (Taf.  III.  Fig.  4.)   von 
beliebigen  Seiten  und  Winkeln.    Man  halbire  die  Sehnen  AB  und 


sphär.  Tfiffonam*  u.  allgemein.  Beweis  des  Sat%es  r.  Polaräreieelte.  499 

AC  in  P  und  Q,  ziehe  durch  diese  Punkte  die  Kugelhalbmesser 
und  verlängere  dieselben^  bis  sie  die  von  A  aus  zu  den  Bugen 
AB  und  AC  gezogenen  Tangenten  in  den  Punkten  T  und  T' 
durchschneiden.  Hierauf  verbinde  man  noch  P  mit  Q,  und  T  mit 
T*  durch  gerade  Linien.  Bezeichnet  man  die  Bogen  BC,  ACund 
AB  der  Reihe  nach  mit  a,  h  und  c,  und  den  Mittelpunkt  der 
Kugel  mit  O,  so  ist: 

0^  =  1,     OT=sec|,      OT'=BQQ^y     OP=cos^,     OQ-cos^, 
^T=tang2>    ^r'=tang2,    ^P=8in^,    ilQ=8in^9 

Pe  =  iÄC=sin|. 
Für  das  Dreieck  TAT'  besteht  die  Relation : 

1)  TT^  =  tang«2  +  tang^— 2tang2tang|co8  A, 
Aus  dem  Dreiecke  TOT  ergibt  sich: 

2)  Tr'«=  sec«2  +sec«|— 2sec2sec|cos  TOT. 

Setzt  man  die  rechten  Theile  der  Relationen  1)  und  2)  einander 

gleich  und  multiplicirt  beide  Theile  der  so  entstehenden  Gleichung 

b         c 
mit  cos^cos^ö>   so  erhält  man: 

n  f*  h         c  b         b        f*         i* 

3)  sinV  cosV+  cos*5-8inV  —  28in2  cos^sin  5-  cos  5-  cos  A 

=  cos®s^  +  cos^g- — 2  COS  5"  COS  ^  cos  I'O  ST. 

Im  Dreiecke  POQ  findet  die  Relation  statt: 

fl  b  c  b       c 

a\n^^=coa'^^  +  coa^^—^coa-ncosn  C08  TOT » 

woraus  man  erhält: 

— 2CO85-COS0-COS  TOT  =  sinV  —  cos*rt  — cos*ä» 

Substituirt  man  den  rechts   vom  Gleichheitszeichen    befindlichen 
Ausdruck   in   die   Relation  3)   und   schreibt  ^(l  —  cosa)    anstatt 

sin^n«  multiplicirt  ferner  alle  Glieder  dieser  Relation  mit  2,   so 
erhält  man : 
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2sin'ö-co8*Q +2cos*5-sin*5- — sin  6  sine  cos  ^4  =  1 — cosa. 

Dieser  Gleichung  lässt  sich^  wenn  man  sin^ -f  cos^ö  ^°^^^  ^ 
schreibt 9  folgende  Form  geben: 

4) 

b  c  ö  c 

cos  a  =  sin  V  (^  —  2  cosV)  +  cosV  (1—2  sinV)  +  ßi"  ^  sin  c  cos  A» 

c  c 

Da  1 — 2cosV  =  — cos  c  und  1 — 2sin^=costs  so  reducirensich 

das  erste  und  zweite  Glied  des  rechten  Theiles  der  Gleichung  4) 

auf  cosc(cos^o — sinV)>  ^*  i.  cosccos6y  so  dass  diese  Gleichung 
übergeht  in:    cosa  =  cos6cosc -h^inösinccosil. 

Die  hier  dargestellte  Ableitung  dieser  Formel  ist  darum  all- 

o  h 

gemein  giltig,  weil  die  Bugen  ^  und  5-  stets  <90^  sind  und  da- 
her die  Tangenten  AT  und  AT'  in  jedem  Falle  die  verlängerten 
Radien  OT  und  OT*  schneiden  müssen ,  so  dass  die  zum  Be- 
weise benutzten  ebenen  Dreiecke  immer  zu  Stande  kommen  werden. 


II. 

Allgemeiner   Beweis    des    Satzes   vom    Polardreiecke. 

1.  Weil  das  zu  einem  gegebenen  sphärischen 'Dreiecke  coo- 
struirte  Polardrej^ck  durch  den  Durchschnitt  von  drei  grossten 
Kreisen  entsteht,  welche  von  den  gegenüberliegenden  Scheiteln 
des  gegebenen  Dreieckes  um  90^  entfernt  sind,  so  ist  klar,  dass 
die  Seiten  des  Polardreieckes,  welche  Bogen  dieser  grossten 
Kreise  sind,  ebenfalls  um  90^  von  den  genannten  Scheiteln  ab- 
stehen müssen.  Da  ferner  jede  Seite  des  Polardreiecks  von  einem 
andern  Scheitel  des  gegebenen  Dreiecks  um  90^  absteht,  so  folgt 
daraus,  dass  ein  Scheitel  des  Polardreieckes,  da  er  zwei  Seiten 
desselben  angehört,  auch  von  zwei  Scheiteln  des  gegebenen  Drei- 
eckes und  somit  von  der  ganzen  gegenüberliegenden  Seite  des- 
selben um  90^  entfernt  sein  müsse. 

2.  Unter  Berücksichtigung  des  Vorhergehenden  lässt  sich 
nun  die  bekannte  Relation  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  des 
gegebenen  sphärischen  Dreieckes  und  des  zugehörigen  Pblardrei- 
eckes  folgenderweise  darthun. 
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Es  sei  Aß  (Taf.  III.  Fig.  5.)  eine  Seite  des  gegebenen  Drei- 
eckes und  somit   <  =  oder  >  90^. 

Ist  AB  <  90^,  so  werden  die  zwei  grössten  Kreise,  weiche 
den  AB  gegenüberliegenden  Winkel  C  des  Polardreieckes  bil- 
den^ durch  die  beiden  in  den  Verlängerungen  der  Seite  AB  ge- 
legenen Punkte  a  und  6  gehen ,   wobei  Aa  =  Bb  =  90^« 

Ist  ABz=z%^y  so  gehen  naturlich  diese  grussten  Kreise  durch 
A  und  B  selbst. 

Ist  AB  >  90^,  so  werden  sie  durch  zwei  innerhalb  AB  ge- 
legene Punkte  a'  und  b'  gehen,  wo  dann  2^a'  =  ^6'  =  90^  sein 
wird.  Der  Fall,  dass  der  eine  grusste  Kreis  durch  einen  aus- 
serhalb AB  liegenden  Punkt,  z.  B.  a,  der  andere  durch  einen 
zwischen  A  und  B  befindlichen  Punkt,  z.  B.  6',  gehe,  ist  darum 
unmöglich,  weil  dann  zufolge  1.  sowohl  Aa  als  Bb'  gleich  90^ 
sein  müssten. 

Da  der  Scheitel  des  der  Seite  AB  gegenüberliegenden  Win- 
kels C  des  Polardreieckes  von  AB  und  somit  auch  vom  Bogen 
ab  oder  a'b'  um  90^  absteht,  so  ist  ab  (oder  im  dritten  Falle  a'b') 
=  C,    Man  hat  nun  im  1.  Falle: 

oft = 6^ + 2iÄ + i5a = (90o — 2iÄ) +2iÄ + (90«  —  2iÄ)  =  180«  —  ^Ä. 

Im  2.  Falle  ist  AB  selbst  das  Maass  des  Winkels  C,  woraus 
folgt,  dass  dieser  =90^  ist,  so  dass  jetzt  wieder  ^Ä  +  C'  =  180®. 

Im  3.  Falle  ist  a'b' »  d.i. 

c'  =  AB'-  Ab' -  Ba'  =  AB  --^{AB - 90«)  =  180«  —  AB, 

wie  es  sein  soll. 

Um  den  analogen  Satz,  dass  jede  Seite  des  Polardreieckes 
mehr  dem  gegenfiberliegenden  Winkel  des  gegebenen  Dreieckes 
=  180<'  sein  müsse,  zu  beweisen,  sei  A'B'  (Taf.  III.  Fig.  6.)  die 
Seite  des  zum  gegebenen  sphärischen  Dreiecke  construirten  Po- 
lardreieckes. 

Die  beiden  grössten  Kreise,  in  welchen  die  den  gegenüber- 
liegenden Winkel  C  einschliessenden  Seiten  des  gegebenen  Drei- 
eckes liegen,  können  im  Allgemeinen  entweder  durch  die  Punkte 
a'  und  6',  oder  durch  a  und  6,  oder  endlich  durch  A'  und  B' 
selbst  gehen. 

Im  ].  Falle  hat  man:  a'b' ,  d.  i. 
C:=^A'B'^A'a'-b'B'  =  2i'l?'-.2(il'l?'— 90o)|=180«-il'Ä'. 
Im  2.  Falle:  ab  oder 
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C=02<'+^'Ä' +  ^'Ä  =  2(900— .l'^O  +  ^'Ä' =180«— 2l'Ä'. 

Im  3.  Falle  ist  AB'  =  90^  und  C  ebenfalls  90<>,  woraus  wieder 
die  Richtigkeit  des  Satzes  erhellet. 

Die  Figuren  Taf.  III.  Fig.  7.,  8.,  9.,  10.  geben  die  Darstellung  der 
Polardreiecke  in  allen  Fällen  mit  Ausnahme  des  in  sämmtlicben 
trigonometrischen  Lehrbüchern  abgebildeten  Falles ,  dass  die  drei 
Seiten  des  einen  Polardreieckes  <90^^  die  des  anderen  >90^  sind. 

In  Taf.  III.  Fig.  7.  hat  das  eine  Polardreieck  ABC  eine  Seite 
{BC)  >  90®,  die  beiden  anderen  <  90®,  das*  andere  Polardreieck 
AB'C  hat  zwei  Seiten  >90o  und  die  dritte  (Ä'C)  <90o. 

Die  Taf.  III.  Fig.  8.  stellt  den  Fall  dar,  dass  im  gegebenen 
Dreiecke  ABC  eine  Seite  {BC)  ==90®  und  die  beiden  anderen 
<90®  sind;  in  Taf. III.  Fig. 9.  hat  das  gegebene  Dreieck  ^i?Ceine 
Seite  {BC)  =90®  und  die  beiden  anderen  >  90®.  Die  Taf.III.  Fig.  10. 
zeigt  den  Fall,  dass  in  dem  einen  Polardreiecke  ABC  eine  Seite 
(BC)  <90®  und  die  beiden  übrigen  =90®  sind,  während  das  an- 
dere Polardreieck  eine  Seite  (B'C)  >90®  und  zwei  Seiten  =90®  hat. 


Ueber  die  Auflosung  dreier  Gleichungen  mit  drei  un- 
bekannten Grossen ,  von  denen  wenigstens  zwei  lineare 

Gleichungen  sind. 


Von 

dem   Herausgeber. 


Man  kommt  häufig  in  den  Fall,  drei  Gleichungen  mit  drei  un- 
bekannten Grossen  x,  y,  z  auflösen  zu  müssen,  von  denen  we- 
nigstens zwei  lineare  Gleichungen  von  der  Form 
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1) J 

sind.  Bei  der  Auflösung  solcher  Gleichungen  verföhrt  man  in 
sehr  vielen  Fällen  mit  besonderer  Eleganz  auf  folgende  Art. 

Wenn  man 

2) 

(«0^  + V+  O  (oi*  +  ^*+  Ci2)-(flo«i  +Mi  +Cogi)*' 
y  { ^0  («1*  +  6i^  +  ci*)  -  6l  K«!  +  Ml  +  CoCi)  1  ^0  > 

^      l  + 1 6|(qo^  +  6o^  +  Cog)-6o(qo<yi+6o^  4- CqcQUi  ) 

C  t Co (oi*  +  6i*  +  Ci*)  —  Ci (e/ofli  +  ^0*1  +  CoCi)]kQ  1 

^1  +{ci(qo^  + V  +  Co^)-CoKfli  +  6o6i  +  CoCi)}Ä:i  j 

(V+V  +  0(«iH^i*+Ci«)-(ao«i+Mi  +  CoCi)^ 

setxt,  so  liefern,  wie  man  sich  auf  der  Stelle  durch  die  leichteste 
Rechnung  überzeugt,  die  drei  Grossen  Ü,  H,  d  im  Allgemeinen 
eine  Auflösung  der  beiden  Gleichungen  1);   und  weil  also 

i    ao£l  +  öoV  +  Co€=  ko, 

ist,  so  folgen  aus  den  Gleichungen  1)  und  3)  durch  Subtraction 
die  beiden  Gleichungen: 

*   *   *       C  ai(a:-il)+6i(y-.»)+Ci(z-«)=0. 

Setzen  wir  nun  ferner  der  Kürze  wegen : 

5)    A  =  6üCi— Co^i,    B==eoai  —  OqCi,    C  =  ao6i— 6o«i; 

so  ist,  wenn  G  einen  gewissen,  bis  jetzt  noch  unbestimmten  Fac- 
tor bezeichnet,  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  1),  wie 
sogleich  erhellet,  in  den  Formeln: 

a:-il=6?A,    y— »=6?B,    z— €=:GC 
oder: 

6).  .  .   .;r  =  il+6?A,    y  =  »+6?B,    2;  =  «  +  6?C 
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enthalten.  Fuhrt  man  nun  diese  Ausdrücke  von  x,  y,  z  in  die 
dritte  der  zwischen  diesen  drei  Grossen  gegebenen  drei  Glei- 
chungen ein 9  so  erhält  man  eine  Gleichung  mit  der  einen  unbe- 
kannten Grösse  G,  aus  welcher  dieser  Factor  bestimmt  werden 
muss,  worüber  sich  natürlich  im  Allgemeinen  nichts  sagen  lässt, 
da  die  dritte  Gleichung  von  den  mannigfaltigsten  Formen  sein 
kann.  Hat  man  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  G  bestimmt, 
so  ergeben  sich  x,  y,  z  unmittelbar  mit  Hülfe  der  Formeln  6). 

Die  obige  Form  der  Grössen  Ü,  S,  £  ist  zwar  nicht  die  ein- 
fachste, aber  für  viele  Untersuchungen,  besonders  für  solche, 
welche  die  Anwendung  der  Kreisfunctionen  In  Anspruch  nehmen, 
vorzüglich  bequem  und  geeignet.  Andere  Formen  der  in  Rede 
stehenden  Grössen  sind  die  folgenden: 

7) 

^    t(Qo^i-^o«i)^i-(gogi~<yog|)g|l^o-l(«o^i-^oQi)^o-(go<'i-«og|)go)^i 

^__{(^oCi-Co6j)ci-(go6i-6oq|)aiiÄ-o-|(6oCi-Co6i)co-(qo6i-6oCTi)CToiÄ:t 

^A  icoai-aoC{)ai-{hoCi''CQhi)bx  lA-p-l  (co<fi~goCi)go-(6oCi~Cö6i)6ol^t 
(«0*1— ^o«i)*  +  (^o^i—CoÄ,)*  +  (cocii  —  aoCi)2 

und  : 

8) 

^_  («0*1—  Ml)  (*i^o  — Ml)  — (gp«!— qpCi)  (gA  — gpAi) 
(«o*! — ÄpÄi)*  +  (ÄpCj  -  Co6i)*  +  (cofli  —  öo^i;*         ' 

^  _  (Ml  —Cpöx)  {cikp—Coki)  -  (qp^i  — 6og|)  (Ci^  — goM 
(flo*i  — *pai)^  +  (Ml  — Mi)^  +  (cpOi  —aoCi)* 

^_  (gpfli  — qpgi)  («i^p  —  Mi)  —  (Ml  —  Ml)  (*i^— Mi) 
(«0*1 — *o«i)*  +  (Ml  —  Ml  )*  +  (Cofli  —  flpCi)* 

Für  Ä:o  =  0,  ^1=0  verschwinden  diese  Grössen,   und  es  ist 
dann  nach  6): 

9) x=zGk,    y  =  GB,    2=GC 

zu  setzen. 
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Ueber  eine  Aufgabe  von  der  geraden  Linie  und  Ebene 

im  Räume. 

Von  * 

dem    Heransgeber. 


Ich  werde  in  diesem  Aufsatze  die  folgende ,  auch  praktisch 
nicht  unwichtige  Aufgabe  lösen,  und  dabei  zugleich  eine  Anwen- 
dung der  im  vorhergehenden  Aufsatze  entwickelten  Methode  zur 
Losung  dreier  Gleichungen  mit  drei  unbekannten  Grossen ,  von 
denen  wenigstens  zwei  lineare  Gleichungen  sind»  machen: 

Aufgabe. 

Es  seien  zwei  gerade  Linien  im  Räume  und  eine 
Ebene  gegeben:  man  soll  die  gerade  Linie  bestimmen^ 
welche  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht  steht  und 
die  beid'en  gegebenen  Geraden  schneidet. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  sei 

1) Aa:  +  By+Cz  +  D  =  0 

die  Gleichung  der  gegebenen  Ebene ,  und 

^— '«o_y  — &o_3?—" go 

cos  tto       cos  ßo      cos  Vo* 

2) { 

X — tti y  —  bi %  —  Ci 

cosfifi      cos|3|      cosyi 

seien  die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Geraden,   wobei  wir 
ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  zu  Grunde  legen. 

Theil  XXXVII.  30 


446  G runer t:    leöer  eine  Aufgabe  . 

Der  Durchschnittspunkt  der.  gesuchten  Geraden  mit  der  ge- 
gebenen Ebene  sei  (XYZ);  dann  haben  deren  Gleichungen  die 
Form : 

cosÖ        cos©       COSO  * 

und  weil  diese  Gerade  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht  stehen 
soll,   so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

^  _fL— _^ ^-1 

*    cos  6      cos  OD      cosÖ      G' 

Die  Durchschnittspunkte  der  gesuchten  Geraden  mit  den  bei- 
den gegebenen  Geraden  seien  (scqi/qZq)  und  (xiyiZi),  so  hat  man 
die  folgenden  Gleichungen: 


5)   .    .   .   . 


und: 


6) 


also: 


cosckq        cosj^o        cosyo         ^' 
coscci         cosj?!        cosyi  ' 


COSÖ  cos  OD  COSÖ  ^  ' 

COS  6  cos  CO  COSG)  ^    ' 


a:©  =  «0  +  6fo COS  «0»    OTi  =  «1  -f  Gl  cos «i , 

I 

"7)    •   •     "(  ^0  =*o  +  Gocos/3o»    yi  =*i  +  Gl cosft , 
2^0  =  Co  +  Gocosyo»    ^  =Ci  +  Cr\  cosyi 
und: 

^•0  =  ^+ Co' COSÖ,       0^1  =  Jf+(?i' COSÖ, 

8)    .    .     ^  yQ=  F+6fo'cosa),    ^^i  =  F+6r|'cosa), 

2o  =Z+Go'cosö,    2i  =Z+Gi'cosö; 

woraus  sich,  wenn  man  diese  Gleichungen  von  einander  subtrahirt, 
die  folgenden  Gleichungen  ergeben: 

Qq  =  X — GoCoaaQ+  Gq'cosö, 
6o  =  Y — GoCoaßQ+  Gq'cosw, 
Co  =  Z  —  Gocosyo  +  Go'coso 


von  der  geraden  Linie  und  Ebene  im  Räume.  447 


und 


«1  =  A — 6?!  cos «1  +  Gl' cos 6, 
bi  =  F —  Gl  cos  j3]  +  Gl'  cos  w, 
Cj  =  Z —  Gl  cos  yi  +  Gl'  cos  5 ; 

also  durch  Subtraction  dieser  beiden  Systeme: 

«0  —  «'i  ==  —  Gq  cos  «0  +  Gl  cos  «1  -{-  (Go'  —  Gi')  cos  Ö, 
6o  —  6i  =  —  GqCos  /?o  +  Gl  cosft  +  (Go'  —  G/)  cos  w, 
Co  —  Ci  = —  Go  cos  yo  +  Gl  cos  yi  +  (G©'  —  Gi')  cos  ö ; 
folglich  nach  4): 

flfo— ^1=— Gocoscfol-  Gicos«!  +  G(Go'  — Gi')^, 

6o-6i  =  — Gocosft,  +  GiCosjSi  +  G(GV-  G/)^, 

Co  — Ci  =  — Gocosyo+  G,cosy,  +  G(Go'  — Gi')C. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  zuerst  mit 

jBcos/i  —  Ccosj^i,     Ccos«!  —  AcoBy^,    Acosßi — -Bcosofi; 

dann  mit 

Äcosyo~~  Ccosj^o»     Ccosofo  — -^cosyoj    -4cosjSo  —  ^cosäq; 

und  addirt  sie  in  beiden  Fällen  zu  einander,  so  erhält  man  zwei 
Gleichungen,  aus  denen  sich  unmittelbar  für  Go  und  Gi  die  fol- 
genden Ausdrücke  ergeben: 

f  (^cos/i— Ccosft)(ao— ai)  +  (Ccosai  — ^cosyi)(6o— 6i)  \ 

Q   __._1 +(^COsft— ^COStti)(Co--Ci) I 

®  r  (iJcosyi — Ccos^i)cosao  +  (Ccosofi  —  ^cosyi)cos|5o  Y 

\  -{-{Aco^ßi — Äcosofijcosyo  J 

{{B cos  yo  —  Ccos  /?o)  (ao— «i)  +  (Gcos ofo— -4 cos y©)  (6o— *i)  \ 
+Mcosft)~gco8cfo)(co  — Ci) j 

*  f  (iJcosyo  —  Ccos  |3o)  cos  ofi  +  (Ccosofo—  ^cosyo)  cosjSi  \ 

\  +  (/4cos|So  — Äcoscfo)co8yi  J 

oder: 

30» 
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10) 


I    ^  (COS  Po  COS 

+  C  (cos  ofo  cos  ßi  —  cos  j3o  cos  «1 )  j 


{(Äcosyi—  Ccosft)(ao— ai)  +  (Ccosa,  —  ^cosyi)(6o-6,)  | 
-f  (^C0S/g|  —gc08«|)  (Cq  —  Ci) 1 

f  ^  (cos  j3o  cos  yi  ■—  cos  y^  cos  j3|  )-(-^(cos  y©  cosoti — cosoocos/i )  1  * 

{(Äcosyo--Ccos|So)(ao— fli)  +  (Ccosao  —  ^cosyo)(Äo--Äi)  \ 
+  (^  cos  Pn  --  g  cos  tto)  (Co  —  C,  )  j 

"1 


i4(cos/So  cosyi— cos/o  cos  j3i)+Ä(cosyoC08a|— coscfocos/i)  ]' 
+  C(cos  Ofo  cos  ß'x  —  cos  /?o  cos  «i)  j 

Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  Go  und  G|  berechnet,  so  findet 
man  o^o»  ^ö»  ^o   ^^^  ^i»  ^i^  ^i    mittelst  der  Formeln  7). 

Weil  die  Punkte  (oto^o^o)  ^^^  i^iViH)  i^  ^cr  gesuchten  Ge- 
raden liegen,  so  kann  man  deren  Gleichungen  auf  eine  der  bei- 
den folgenden  Arten  ausdrucken : 

^0  —  ^1        yo— yi         210— Zi' 
so  dass  also : 

^0-^1     yo—yi     H-"^i       ^  ' 

^0-^1        yo— yi       H—h  *   ' 

und  folglich: 

i:r=a:o  +  <?o"(^o  -ari)=.ri  +  G/(a:o  -a?i), 
F=yo  +  G«''(yö~yi)  =  yi  +  Gi"(3ro-yi). 

ist.    Weil  nun  aber  der  Punkt  (XYZ)  in  der   gegebenen  Ebene 
liegend  vorausgesetzt  worden  ist,  so  ist: 

AX+BY+CZ  +  Dr=0, 

also: 
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woraus  sich: 

f.  „_ Axq  +  By^  +  C»o  +  Z)  ' 

12)     i 

folglich  nach  II): 

x--r  Axo+Bj,^  +  Czo-hD  ■        ' 

^-^o     A(xo-x,)+B(yo-Si)  +  C(zo-2i)  (*«-*•>' 

7._  ^a^o  +  gyo  +  Czq  +  Z) 

^  -  *«  -  ^(^0  -a;,)+Ä(yo-yi)  +C(io-«.)  ^'"  ~ "^^ 

und 

ergiebt,  wodurch  die  Aufgabe  nun  schon  vollständig  gelost  ist. 
Weil  nach  7),  8)  und  4): 

X—ÜQ  =  Co  cosao  —  GGqA, 
Y—bo  =  Gocosßo  —  GGo'ß, 
Z  —  Co  =  Co  cos yo  —  GGo'C 
und 

X  —  «1  =  CriCOS«!  —  GGi'A, 

F—  ^1  ==  6?,  cosft  -  GGi'B, 
Z  —  ci  =  Gl  cosyi  —  GGi'C 

ist;   so  ist: 

15) 

(B  cos  yo  —  Ccos  /S«)  (^—  «o)  +  (Ccos  «o  —  ^  cos  /o)  ( ^  —  ^") 
+  (^  cos  ßo—B  cos  a^)  (2^  -  Co)  =  0, 

(iJcosyi  —  Cco8ßi)(X — «i)  +  (Ccostti  — ^cosyi)(F — 6,) 
+  (2<co8ft  — Äco8ai)(Z — Ci)  =  0; 
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aus  welchen  beiden  Gleichungen ,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

16) AX+BY+CZ+D^O, 

die  Coordinaten  X,  Y,  Z  bestimmt  werden  müssen,  wenn  man 
für  dieselben  ganz  independente  Ausdrucke  haben  wilL  Wenn 
auch  diese  Gleichungen  alle  drei  linear  sind,  so  wollen  wir  uns 
bei  deren  Losung  doch  der  in  dem  vorhergehenden  Aufsatze  ent- 
wickelten Methode  bedienen,  um  zugleich  die  Anwendung  dieser 
Methode  an  einem  Beispiele  zu  erläutern,  bemerken  jedoch ,  dass 
deren  Nutzen  hauptsächlich  dann  herTortritt,  wenn  die  drei  ge- 
gebenen Gleichungen  nicht,  wie  hier,  sämmtlich  linear  sind. 

Wir  setzen  der  Kürze  wegen : 

17) 
Ko=(Bcosyo--Ccoaßo)ao+(Cco8ao'-Acosyo)bQ+(Acosßo-Bco8ao)cQf 

Ki=(Bcoayi—Ccosßi)ai'i-{Cco8ai—Acosyi)bi+(Aco8ßi—Bcosai)ci 
und  haben  dann  also  die  drei   folgenden  Gleichungen  aufzulösen: 

18) 
(Bco8yQ'-CcosßQ)X-{-{Ccosdo''Aco8yo)Y+(Acosßo—Bcosao)Z=KQ, 

(Bcoayi—Cco8ßi)X'\'{Ccos(Xi—Aco8yi)  Y+(Aco8ßi—  B  cosai)Z=Ki, 

AX+BY+CZ+D:=zO. 

Man  kann  nun  jede  zwei  dieser  drei  Gleichungen  als  lineare 
Gleichungen  zu  Grunde  legen,  und  wird  daher  nach  der  im  vor- 
hergehenden Aufsatze  entwickelten  Methode  drei  verschiedene 
Auflösungen  ableiten  können,  wobei  die  folgenden  leicht  zu  be- 
weisenden Relationen  sehr  gute  Dienste  leisten: 

19) 

(/Icosßo  — i5cosao)^  +  (i5cosyo^Ccosi5o)2  +  (Ccosao  — -^cosyo)* 
=  2i2+£?2+C*-(^cosao  +  Äcos/?o  +  CcosyJ«, 

{A  cos  ft  —  -ßcosof,)*  +  (Bco8yi  —  Ccos/Si)*  +  (Ccos  «i  —  ^  cosyi)* 

=:^2+i?2+C2  -  (^coscfi  +  i5cosft  +  Ccosyi)« 
und: 

20).  .  .  (-4cos|5o — ßcosofo)  (*4cosj5i  —  Bcosai) 
■\(Bcosyo  —  Ccosj^o)  (Bcosyi  —  CcosjJi) 
+  (Ccos  Uq  —  A  cos  yo)  (C  cos  ai  --  A  cos  yi) 

=      (A^+B^-\'C^){cosaoCOsai  +cosjSoCosjSi +cosyoCosyi) 

—  {A  cos  cco  +  B  cos  ßo+C  cos  yo)  (A  cos  cti  +  B  cos  ft  +  Ccos  yi) 
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«  > 

oder,   wenn 

2]  )  .  .  cos  Wqi  =  cos  cfo  cos  «1  -f  cos  /?o  cos  ßi  -f  cos  yo  cos  yi 

gesetzt  wird,    wo    TFoi   den  von  den  beiden  gegebenen  Geraden 
eingeschlossenen  Winkel  bezeichnet: 

22)  ...  .      {AcQsßQ — Äcosao)(/lcosjSi  —  iScosai) 

+  (i5cosyo —  Ccos/?o)(Äcosyi  —  Ccos|5i) 

+  (Ccos  «0 — A  cos  yo)  (Ccos  cfi  —  A  cos  yi ) 

=     (^«  +  Ä«+C*)cos»roi 
—  (^cos  «0  +  i^cos  jSy  +  Ccosyo)  {A  coscfi  +  Äcosft +Ccosyx). 

Wir  begnügen  uns  jedoch  hier,  nur  den  Weg  etwaä  genauer 
anzugeben,  welchen  man  einzuschlagen  hat,  wenn  man  die  erste 
und  dritte  der  Gleichungen  f8)  als  lineare  Gleichungen  zu  Grunde 
legt.  Dann  hat  man  in  den  im  vorhergehenden  Aufsatze  ent- 
wickelten Formeln  zu  setzen  *) : 

ao  =  Äcosyo —  Ccos  ß^, 
bo  =  Ccos  «0  —  A  cos  yo , 

Co  =  24cOSj3o'~  i^COSOo, 
KqZIZKqj 

und  es  ist  folglich: 
ao*  +  bo^  +  Co*=^*  +  ^+  C«— (^cosao  +  Bcosl3o+  Ccosy©)*, 

aoai+bobi+CoCi  =  0; 
also  nach  dem  vorhergehenden  Aufsatze,  wie  man  leicht  übersieht: 

23) 

{B  cos  yo  —  Ccos  /gp)  Kq AD 

^«  +  Ä«  +  C«— (^cos  «0+  Bcosßo  +  Ccosyo)*  ""  ZHÄHC*' 

(Ccosop — 4cosyo)Aro BD   __ 

^2  +  ^2  +  C«  —  (^  cos  «0 + -ß  cos /?o  +  C  cos  yo)«  ■"  3H5HC«' 

{Ä  cos  Po — B  CO»  ^o)  ^0  CD 

A^  +  B^+  C^—iAcosa^+BcoBßo  +  Ccosyo)»  ""^HiBHC«^ 


a,= 

A, 

b,= 

B, 

Ci  = 

c. 

ki=- 

-D; 

il  = 


»= 


€  = 


*)  Wir  bedienen    uns  hier  geradstehender  Buchstaben  statt  der  im 
vorhergehenden  Aufsätze  gebrauchten   schiefstehenden. 
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Ferner  Ist: 

24) 

ß  =  (^«  +  Ä«+C2)cos/?ü— Ä(^eo8ao  +  -ßcos/?o+Ccosyo), 

C  =  (il«  +  B«  +  C«)  cos  yo  —  C{A  cos  «o  +  B  cos  /3o  +  C  cosyo) 

und: 

25).    .    Jr=il  +  GA,     F=»+GB,    Z  =  tf  +  GC. 

Ffihrt  xnan  nun  diese  Ausdrücke  in  die  zweite  der  Gleichungen  18) 
ein,  so  wird  dieselbe: 

A(Bcosyx  —  CcosjSi)+35(Ccosai — ^cosyi)  +  €(i4cosft— Äcosai) 
+ { A(Äcosyi — Ccosßi  )+B(Ccosai  — ^cosyi)+C(-4cos/5i — fcosai) }  G 

und  fuhrt  also  zu  dem  folgenden  Ausdrucke  von  G: 

26) 

Ki-\£i{Bco8yi'-Cco8ßi)'\'V(Cco8cci-Äcosyi)+(i(Äcosßi-'Bcosai)] 
~"  A  (i5cosyi— CcosjSi)  +  B(Ccosai— ^cosyi)+C(^cos/5i— -jBcosai)' 

wobei  man  noch  bemerken  kann,  dass 

il(iScosyi  —  Ccosft)+38(Ccoscfi — ^cosyi)  +  €(2icos(3i— -ficosai) 

I  {A^+B^+C)c08Wo^  \ 

__  i  --  (^ cos  «0+Bcos ßo+Cco8Y(,)  (A  cos g|+Bcos  Pi+Ccosyi  J  ^ 
""  2i«+^«+C«  — (^cosao  +  ^cos/?o+Ccosyo)*  ^ 

und 

A(Äcosyi  —  Ccos|5i)+B(Ccoscf|  — 24cosyx)  +  C(-4cos|5i— Äcoscfi) 

I       ^  (cos  jS  j,  cos  yi  —  cos  y  0  cos  j^i ) 

=  — (^HB*+C*)  <  +B(cosyoCosai  — cos^ocosyi) 

\    +  C(C08  «(,  cos  ßi  —  cos  ßo  cos  «i) 

ist.     Setzt  man  der  Abkürzung  wegen: 

27) 

M  =  (A^i'ß^+C^)(K^^K,co8Wo^) 

{(Aco8ao'hBco8ßo-i-Cco8yo)Ki  \ 
"(A  cos  ai-f-B  cos  pi+Ccosyi)Ä  oj 
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^(cosj5o  cosyx  —  cosyo  cosft) 
+  iS(cos  y 0  cos  «1  —  cos  «<,  cos  yi )  J ; 
+  C(cos  «o  cos  ft  —  cos  jSo  cos  «1 ) 

so  ist^  wie  man  leicht  findet: 

M 


28) G  = 


W 


Es  ist  nicht  meine  Absicht,  diese  Auflösung  weiter  auszu- 
führen» da  das  Vorhergehende  zur  allgemeinen  Erläuterung  der 
Methode  schon  hinreicht»    worauf  es  hier  zunächst  aliein  ankam. 

Vorzuglich  einfach  gestaltet  sich  aber  das  Vorhergehende, 
wenn  man»  was  natürlich  jederzeit  verstattet  ist,  die  gegebene 
Ebene  selbst  als  Ebene  der  xy  annimmt.  Dann  ist  nämlich  im 
Obigen 

^  =  0,    Ä  =  0,     C=l,    Z)  =  0 

zu  setzen;   und  nach  10)  ist  also: 

/    Q  _     (g»  —  «1 )  cos  fe — (6o — 6| )  cos  C| 

f  ^  cos  »o  cos  ^1 — COSiSoCOSCKi 

29)  ...  < 

r    C  =     (^o~"<'i)cosffo— (6o— 6i)cosofo,  . 
^       ^  cosaocosj?!  —  cesj^ocos«! 

mittelst  welcher  Grossen  die  Coordinaten  Xo,  y^y  z^  und  Xi,  yi,  Z| 
wie  gewöhnlich  nach  den  Formeln: 

a:o  =  «o  +  Gq  cos  cco9    äTj  =  «1  +  Gl  cos  «i , 

30).  .  .  {  yo=^o  +  GoC08ßoy    ^1  =6i  +  GiCosft, 

2o  =Co  +  Go  cosyo ;    Zi  =:Ci+Gi  cosy^ 

gefunden    werden.     Zur  Bestimmung  von   X,   Y  hat  man  aber, 
da  natürlich  Z  =  0  ist,  nach  15)  die  folgenden  Gleichungen: 

(X — ao)cosj5o—  (F — 6o)cosao  =  0, 

(X — ai)co8ßi  —  (F — 6i)cosai  =0 

oder : 

AcosjSo —  Fcos«o==OoCosj3o — öocosao, 

Acos  ßi  —  Fcos  «1  :^  «1  cos  ßi  —  6i  cos  «1 ; 
woraus  sich  sogleich  die  Formeln: 
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Y_  (fll  COSft  -6|  cos«!  )COS«o-(floCOSjgo-6oCOSC<o)cOSC| 

cos  dfo  cos  j3i — COSj^oCOSCKi  * 

31)  < 

i  y_(aiCosj3|~6iCosgi)cos/?o— (floqos/?o-6oC08«o)cosft 

cos  «0  cos  ßi  —  cos  ßo  cos  «1 
ergeben« 

Setzt  man,   wie  es  verstattet  ist: 

ICOS  «o  =  cos  Mo  COS  üo  »  COS  «i  ==  COS  tt i  COS  »i  , 
COS  /Jo  =  sin  «o  COS  Vo ,  cos  ßi  =  sin  iij  cos  ©i , 
cos  fo  =  s'O  t'o ;  cos  Yi  =  sin  d^  ; 


so  Ist: 


33) 


und: 


p  _(ao  —  Ol ) sin Ut  —  (6 »  —  bi) cos Ui 
*^~"  sin(feo — Mi)cos«?o  /  ' 

Q  _(ao--fl|)sintio  —  (6o  —  ^Qcostio 
*  sin  (tto  —  Ml)  cos  Vi 


34) 


/  aro  =  ao+GoCOsi«oCOsOo, 
^0=^0  +  Co  sin  «o  cos  Vo , 

a?!  =  fli  +  Gl  costix  cos  t?i  , 
yi  1=  6i  +  Gl  sin  Ml  cos  Vi , 
zj  =ei+Gisinri. 
Ferner  ist: 

(aoSinMo"-6oCOSMo)cosMi-(aisinMi-6iCOSMi)cosMn 

~  sin(Mö — Ml) 

35)   . 

(apSinMo— 6oCOSMo)sinMi— (fliSinMi-6iCOSMi)sinMo  . 

"'         ~  sin(Mo  —Ml)  ' 

und  nach  13)  ist  aucb : 

36)    .    .    .    A=         __  — ,     ^  —     -,  _. 

Zu  —  2;i  Zo  —  Zi 

Natürlich  muss  aber   im  vorliegenden  Falle 

jr=a;o  =^1    und     y=^yo=yi 

sein,  was  aucb  durch  die  vorstehenden  Formeln  vollkommen  be- 
stätigt wird. 
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Beweise  einiger  planiraetrischen  Lehrsätze. 

Von 

Herrn  Hermann  Schwarz 

in  Berlin. 


I.  Unter  allen  durch  einen  Punkt  der  Halbirungslinie  eines 
Winkels  gehenden  und  von  den  Schenkeln  desselben  begrenzten 
Transv.ersaien  ist  die  Normale  auf  def  Halbirungslinie  die  kürzeste. 

Ausser />Z)'  (Taf.IV.  Fig.l.  u.  Fig.2.)  ±AP,  der  Halbirungs- 
linie des  ^A,  gehe  durch  den  Punkt  P  noch  BC.  Zu  bewei- 
sen ist,  dass  BC>  DD'. 

Erstei*  Beweis.  (Taf.  IV.  Fig.l.)  Es  sei  AC  der  kürzere 
der  beiden  durch  ßC  gebildeten  Schenkelabschnitte,  so  mache 
man  AC'  =  AC  und  ziehe  PC,  so  ist  PC'  — PC-,  manftlle  von 
C  auf  DP  die  Normale  C'E,  welche  in  ihrer  Verlängerung  die 
PB  in  F  schneidet,  so  ist  A  C'EP  02  A  FEP.  Endlich  ziehe 
man  durch  F  mit  PD  eine  Parallele,*  welche  den  Schenkel  AB 
in  G  schneidet.    Nun  ist:  , 

BP—PC=^BP^PC'=^BP^PF=BF 

2PC = 2PC 

BP  +  PC  =  BF+2PC 

BC  =  BF+2Pa 

BF\8t>FG,  weil  Z.FGA=^PDA  ein  spitzer  ist;  FG=2DE, 
weil  C'F=z2C'E;  also  ist  BF'>2DE;  PC>PE;  also  ist 
ßF+2PC>2DE+2PE>2PD,  oder  es  ist  B02PD,  BC>DD', 

Noch  einfacher  als  dieser  erscheint  folgender 

Zweiter  Beweis.  (Taf.  IV.  Fig.2.)  Es  müssen  B  und  C 
zu  verschiedenen  Seiten  von  DD'  liegen.  B  liege  auf  der  A  ent- 
gegengesetzten Seite,  so  ist  ^BDP  jedenfalls  ein  stumpfer, 
also  PB  >  PD.  Nun  kann  PC  entweder  >  oder  —PD'  sein, 
oder  es  ist  <  PD'.    In  beiden  ersteren  Fällen  erhellet  von  selbst. 
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dasB  ßC=BP  +  PC>  DP+PD',  also  auch  >  ÖÖ'  ist.  Inr 
letzteren  Falle  ist  der  Beweis  folgender.  ^PCD'  ist  <  als  de« 
NeliemviDkel  von  PU'C  oder  als  der  Winkel  PUB;  man  kann 
also  den  erstereii  auf  den  letzteren  abtragen,  so  dass  ^PDi, 
=  ^PCD'  ist.  Dann  sind  die  iA  ^^'C  und  PED  ähnlich  und  e 
ist  PD'  —  PC.PE—PD  =  PCiPD.  Nach  der  Annahme  ist  ab€ 
PC<^PD',  also  auth  <PD,  nnd  mithin  ist  PD' -  PC  <.  PE  ~  PI^ 
oder  es  ist  PD'^Pß<,PC  +  PE,    also  ist  DD'  <.BC. 

II.  Gehen  durch  einen  Punkt  der  Halbirungsltnie  eines  Win- 
kels  zwei  von  den  Schenkeln  desselben  begrenzte  Transversaleili 
welche  nngleichc  Slücke  von  den  Schenkeln  abschnci 
betrachtet  man  von  den  zwei  durch  jede  Transversale  gebildetet 
Schenkelabschnitten  die  grosseren,  so  können  c 
weder  gleich  oder  ungleich  sein.  Im  ersteren  Falle  sind  auch  die 
Transversalen  einander  gleich;  im  letzteren  gehört  zu  dem  länger 
ren  der  beiden  Abschnitte  auch  die  längere  Transversale. 

Beweis.     Erster  Theil.    Liegen  die  längeren  Abschnitte  aul 
'  demselben  Schenkel,  so  sind  die  Transversalen  identisch 
gleich;    liegen  sie  aber  auf  verschiedenen  Schenkeln, 
man  durch  die  Vermittelung  zweier   Paare   congruenter  Dreiecfci 
znr  Gleichheit  der  Transversalen. 

Zweiter  Tbeil.  Liegen  die  beiden  längeren  Schenbelab 
schnitte,  wie  ABunA  AB",  auf  verschiedenen  Schenkeln,  so  trag) 
man  den  einen  von  beiden  auf  den  andern  Schenkel  ab  und  zieh« 
die  entsprechende  Transversale  B'C,  so  sind  nach  dem  < 
Theile  dieses  -Satzes  die  Transversalen  B'C  und  B"C", 
sie  gleichen  Schenkelabschnitteu  angehören,  «inander  gleich. 
Der  Satz  braucht  also  nur  für  den  Fall  bewiesen  zu  vierdeD, 
in  welchem  die  beiden  längeren  Schenkelabschnttte  demselben 
Schenkel  angehören.  Es  seien  also  BC  und  ß'O  die  beiden 
Transversalen,  es  sei  AB  •>  AC,  AB">AC'  und  AB">AB; 
es  soll  bewiesen  werden,  dass  B'C">  BC  ist. 

^ABC  ist  ein  spitzer,  weil  AC  im  ^ABC  nach  der  Vor- 
anseetzung  <,  AB  isti  ^  PBB'  ist  also  ein  stumpfer  und  da- 
her PB'  >  PB.  Nun  ist  entweder  PC  >  oder  =:  oder  <  PC. 
Nur  für  den  Fall,  dass  PC  <  PC,  braucht  noch  bewiesen  zu  wer- 
den,  dass  B'C >ÄC.  Es  sei  also /»C  < PC.  j^ABC<.^ACB. 
weil  AC<,AB,  also  Z.  B'BP->  ^  PCB"  ;  nun  ist  ^  PCB" 
■>^PC'C  als  Äussenwinkel  des  A  PCC ,  mithin  ^B'BP 
>  ^  PCC-  Trägt  man  also  den  Z!  PC'C  auf  den  ^  B'BP  ah. 
so  schneidet  der  zweite  Schenkel  die  PB'  zwischen  ihren  End- 
punkten in  E,  und  es  ist  dann  i  PCC  OO  A /*£/?,  also 
PC~PC':PE-PB=PC':PB;    es  ist  aber  nach  der  Annahme 
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PC  <PC,  und  weil  PCiPB^ACiAB  und  nach  der  Voraus- 
Setzung  AC<,AB  ist,  ist  PC<  PB,  also  PC  <  PB,  und  zufolge 
obiger  Proportion  PC- PC  <  PE-PB  oder  PE+PC  >  PC+PB, 
EC">BC;   um  so  mehr  ist  also  B'OBC. 

Der  Satz  ist  also  in  allen  seinen  Theilen  bewiesen. 

III.  Umkehrung.  Gehen  durch  einen  Punkt  der  Halbirungs- 
linie  eines  Winkels  zwei  von  den  Schenkeln  desselben  begrenzte 
Transversalen,  und  sind  diese  einander  gleich,  so  haben  ihre  End- 
punkte beziehlich  gleiche  Abstände  von  dem  Scheitel  des  Win- 
kels, und  sind  sie  ungleich,  so  entspricht  unter  den  grösseren 
Schenkelabschnitten  der  grösseren  Transversale  der  grössere  Schen- 
kelabscbnitt. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  indirekte  Folge  des  Vor- 
hergehenden, denn  die  Behauptung  des  geraden  Gegentheils  wurde 
ein  Widerspruch  mit  dem  vorigen  Satze  sein. 

Anmerkung.  Ein  ganz  specieller  Fall  dieses  allgemeinen 
Satzes  ist  folgender :  Sind-  in  einem  Dreiecke  zwei  winkelhalbi- 
rende  Transversalen  einander  gleich,  so  ist  es  gleichschenklig. 
Den  Beweis  dieses  Umkehrungssatzes  rechnet  man  bekanntlich 
schon  zu  den  schwierigeren.  Es  gibt  mehrere  Beweise  für  den- 
selben; die  dem  Verfasser  bekannten  sind  jedoch  sehr  weitlauf- 
tig.  Leichter  zu  finden,  als  die  geometrischen  Beweise  über- 
haupt, durfte  folgender  arithmetischer  sein.  Sind  a,  6,  c  die 
Seiten  des  Dreiecks;  m«,  mb,  ntc  die  winkelhalbirenden  Trans- 
Tersalen,  und  ist  7115  =  7110,  so  ist  zu  beweisen,  dass  b  =  c  ist. 
Zunächst  drücke  man  eine  der  drei  Transversalen,  etwa  ma,  durch 
die  Seiten  des  Dreiecks  aus.  Nennt  man  n  den  an  b  anliegenden, 
durch  7iia  gebildeten  Abschnitt  von  a,  und  q  den  ebenfalls  an  6 
anliegenden,  durch  das  Höhenperpendikel  auf  a'  gebildeten 
Abschnitt   von   a,    so    besteht    zunächst  die     Gleichung   ma^=z 

ab              ä^-i-  b^^^c^ 
n*+6*— 2719;  es  ist  aber  •%=:— 33-7,  ^  = s •    Nach  gehö- 

c  u  *•*  ♦•          u«u                o     bc(a  +  b  +  c)  (b  +  C'—a)       , 
riger  Substitution  erhält  man  fna^=: — ^ .,  ,    .^ ,   also 

ac(a+b  +  c)(a — b+c)                        ab(a+b+c)(a+b — c) 
»15«=  -^-^ und    7iic«  = ^-gp . 

Setzt  man  diese  beiden  letzteren  Ausdrücke  einander  gleich  und 

u  u*     •*     /    ■  A  I    N  u«u  c(a  —  b+c)       bia+b—c) 

hebt  mit  a(a+6+c),  so  erhält  man    -^7 — r-  v«     =     \    .  . .«    , 

eine  Gleichung,  welche  sich  nach  den  gehörigen  Reduktionen  in 
folgende  verwandelt:  [(ok^+bc)  (a+b+c)+2abc](b — c)=0.  Aus 
dieser  ist  nun  ersichtlich «  dass  6  —  c=:0  sein  muss,   weil  der 
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andere  Faktor  nicht  gleich  Null  werden  kann.  —  Einen  auf  dem- 
selben Prinzipe  beruhenden  Beweis  kann  man  auch  mit  Benutzung 

der  Relation  m«*  ==  6c  —  -r-, —  •  7-; —   fuhren.      Beide  Relationen 

o-t  c   o  -t  c 

finden  sich  in  der  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen 
aus  der  Planimetrie  von  Gandtner  und  Jung  bans,  Tbl.  2. 

L.  56.  und  57.  *) 


Ueber  die  Excentricität  der  Boussole. 

Von 

dem    Herausgeber. 


Ich  habe  noch  nirgends  Regeln  zur  Berücksichtigung  des 
Excentricitäts- Fehlers  der  Boussole  entwickelt  gefunden ,  von 
denen  ich  hätte  sagen  können,  dass  sie  mir  völlig  genügt  hätten. 
Wenn  man  freilich  das  Instrument  so  gebraucht,  dass  man  mit 
demselben  die  Winkel  der  Figuren  wirklich  misst,  so  wird  leicht 
erhellen,  dass  man  nur  das  Maass  des  zu  bestimmenden  Winkels 
sowohl  durch  Ablesungen  an  der  Nordspitze,  als  auch  durch  Able- 
sungen an  der  Südspitze  der  Nadel  auf  bekannte  Weise  zu  ermit- 
teln, und  dann  zwischen  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen  Be- 
stimmungen des  Winkels  das  arithmetische  Mittel  zu  nehmen  hat. 
Wenn  man  aber  die  Boussole  auf  die  gewuTinliche  Weise  gebraucht, 
80  dass  nämlich  damit  nicht  die  Winkel  wirklich  gemessen,  sondern 
nur  die  Spitzen  der  Nadel  abgelesen  werden,  um  dadurch  die  Abwei- 
chungen gewisser  Yisirrichtungen  und  der  Richtung  der  Nadel  von 
einander  anzugeben  und  zu  bestimmen ;  so  muss  man  jedenfalls  nach 
dem  Princip  verfahren ,  dass  man  die  an  den  Spitzen  der  wirklichen 
Nadel  gemachten  Ablesungen  so  reducirt,  als  wenn  sie  an  den  ent- 


*)  Von  dem  hier  besprochenen  Satze  ist  im  Archiv  schon  vielfach 
die  Rede  gewesen,  selbst  in  noch  verallgemeinerter  Gestalt.  M.  s.  das 
Inhaltsverzeichniss  zuThl.  I. ^ XXV.  S.  Iß3 ff.    (Ebene  Geom.) 


i 
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sprechenden  Spitzen  einer  durch  den  Mittelpunkt  des  Limhus 
mit  der  wirklichen  Nadel  parallel  gelegten  Nadel  gemacht  worden 
wären;  und  dazu  hat  man,  so  viel  ich  weiss,  noch  keine  ganz 
allgemein  gültige  und  völlig  genügende  Regel  gegeben,  so  dass 
es  bei  der  grossen  praktischen  Wichtigkeit  dieses  Gegenstandes 
wohl  nicht  ganz  unverdienstiich  sein  durfte,  eine  solche  Regel 
zu  entwickeln,  wie  ich  in  dem  Folgenden  zu  thun  versuchen  werde. 

Die  wirkliche  Nadel  der  Boussole  werde  ich  die  excen- 
trische  Nadel,  dagegen  die  dieser  Nadel  durch  den  Mittel* 
punkt  des  Limbus  parallel  gelegt  gedachte  Nadel  die  centrische 
Nadel  nennen;  die  erstere  ist  in  Fig.  I.— Fig.  IV.  und  Fig. I*. 
—  Fig.'lV*.  *)  durch  einen  völlig  ausgezogenen,  die  letztere 
durch  einen  punktirten  Pfeil  bezeichnet.  Der  an  dem  Umfange 
der  Kreise  befindliche  kleine  Pfeil  deutet  die  Richtung  an,  nach 
welcher  auf  der  ßoussole  die  Grade  gezählt  sein  sollen.  Die  an  der 
durch  eine  Pfeilspitze  bezeichneten  Spitze  und  an  der  dieser  ent- 
gegengesetzten Spitze  der  excentrischen  Nadel  gemachten  Able- 
sungen sollen  respective  durch  n  und  rii,  die  Ablesungen  dage- 
gen, welche  man  an  den  entsprechenden  Spitzen  der  centrischen 
Nadel  machen  würde,  respective  durch  N  und  Ni  bezeichnet 
werden,  wo  es  also  jetzt  darauf  ankommt,  JV  und  Nj  aus  n  und 
fii  zu  bestimmen.  Den  zwischen  den  entsprechenden  Spitzen 
beider  Nadeln  liegenden  Bogen  des  Limbus,  welcher  bei  einem 
gaten  Instrumente  immer  sehr  klein  sein  wird,  wollen  wir  durch 
et,  den  Anfangspunkt  oder  den  Nullpunkt  der  Theilung  aber  durch 
0  bezeichnen.  In  Fig.I.  — Fig.  IV.  und  Fig.r.— Fig.  IV*  sind 
alle  Fälle  dargestellt,  welche  rücksichtlich  der  gegenseitigen 
Lage  der  beiden  Nadeln  und  der  Lage  des  Nullpunktes  der  Thei- 
lang  gegen  dieselben  vorkommen  können,  und  alles  Folgende 
wird  nun  gewiss,  mit  fortwährender  Beziehung  auf  die  genannten 
Figuren,  ganz  durch  sich  selbst  verständlich  sein. 

Zuerst  überzeugt  man  sich  auf  der  Steile  von  der  Richtigkeit 
der  folgenden  Gleichungen : 

L     jy=w  +  (»— 3600 

IL      iV=«+a> 

Ni  =  «1 — CO 
2V— iVi=-180o 


*)  Wegen  der  Figuren  a.  m.  überall  Taf.  IV. 
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III.      i\r=n  +  a) 

iVi  =wi-a)+360o 
iV-iVi=  — 1800 

IV.    iV=»i  +  a> 

iVj  =  fli  —  09 

jy-iVi  =  1800 

I*.      i\r=:w-a) 
iVi  =  fii  +  (ö 
iV— iViz=— 180O 

11*.     iV  =  «  — CO 

iVi  =  «1  +  0—3600 
iV-iVi  =  180o 

jy,  =  Wi  +  (ö 

iV— A^i  =  180o 

IV*.     jy=n— w+3600 
iVj  =  wj  +  (ö 

iV— iVi=180o. 

Aus  diesen  Gleichungen  leitet  man  die  folgenden  Formeln  ab 

I.     iV+iVi=n+ni— 3600 
i\r— iVi=:  —ISO« 

2iV^=w +  «1-3.1800 
22Vi=«+ni  — 1.1800 
^^n+^_3^ 

2V^=?L+!?i^  1.900 
IL     iV+iVi=w+n, 

jy-iVi=        -180O 

22V=  «  +  «1—1.1800 
2iVi  =«+«1  +  1.1800 

2Vr  =  ^+2L>I.90o 
iVi  =  5i^+J.90o 
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III.  A  +  iV,  =  n+wj  +  360» 

N—Ni  =  —1800 

2iV=n  +  »i+ 1.180» 
2iV,  =  w  +  ni +  3.1800 

/V,=^±^  +  3.90o 

IV.  2V+iVi=n+M, 

iV-iV,  =  ISO« 

2iV^=n+»ij +  1.180» 
2iV,  =  M  +  w,- 1.180« 

iV^Ü+!!t  + 1.900 


iVj=ü+a_  1.900 


I*.     iV+iV,  =w  +  wj 

iV-iV,=  -180» 

2iV=M  +  w, -1.180» 
2iVi=«+n,+1.180o 

^_!L+?l_i.90o 

A,  =  '^+1.90« 

II*.     iV+iVi  =  «+«,— 360« 
N-N^-^  180« 

2iV  =  n  +  w,— 1.180« 
2iV,=w +«1—3.180» 

iV  =  !L|a_I.90o 

iV,='-^i^-3.90« 

Iir.     iV+iV,=«+ni 

iV-iVi  =  180» 

2^^=n  +  nl +1.180» 
2iVi  =  ,i+ «1-1.180» 

Theil   XXXVU.  :U 
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iV=:^2i  +  1.90» 

IV*.    iV+iVi  =  n +111+360» 

N—Ni  —  180» 

2^^=n+nl  + 3.180» 
2^l  =  n+n^  + 1.180» 

iV=^i±2i  +  3.90» 
A,=?±^  +  I.90». 

Weil  jede  der  beiden  Grössen  N  und  N^^  immer  zwischen 
und  360»  oder  zwischen  0  und  4.90»  liegt,  so  ergiebt  sich  hiera 
Folgendes: 

1.  0<^^— 3.90»<4.90» 

0<^^^-1.90«<4.90» 
3.90»<^^±^<7.90o 
1.90»<5i^<6.90» 
3.90»<^^<4.90» 


II.  0<5^--1.90o<4.90» 

0<^^^  +  l.90o<4.90» 
1.90«<-t^<5.90« 
— 1.90«  <^i^<  3.90» 
l.90»<^^±^<3.90» 
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III.  0<  2:^ +  1.900  ^4.900 

-1.90«><^^<».flO«» 
-3.90«<5±5l<1.90«> 
0<»±?!l^  1.900 

IV.  0<^^i^  +  1.90»<4.90<> 
0<^^— l-90o<4.90<» 

1. 900  <  5+2»  ^3.900   • 


!♦.  0<^^— l.90»<4.90o 

0<^^  +  1.90o<4.90o 
1.90»<^^<8.fl0» 
— 1.90<><^^<3.fl0«> 


II*. 


1.90o.<z_i^^<3.900 

0<^?^-1.90«><4.90« 
0<^4^-3.900<4.90o 


»1* 
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1.90o<-'|5l<5.90»^ 

3.900  <^±^<7. 900 

3.90o<^^<4.90o 

III*.  0<^^  + 1.90»  <  4.90» 

0<^--1.90o<4.90o 

-1.90o<^^<3.90o 

1.90o<^^<5.90o 

1.90o<-t^<3.90o 

IV*.  0<^^  +  3.90o<4.90» 

0<^^^  +  1.90o<4.90o 
— 3.90«  <^^<1. 900 
—  1.90o<^i^<3.90o 

0<^-^<1.90o. 

Sachen  wir  nun  das  Gemeinschaftliche  dieser  Fälle  auf. 
In  den  Fällen  III.  und  IV*   ist: 

In  den  Fällen  II.,  IV.,  I*.,  III*.  ist: 

1.90o<^~i<3.90o. 
In  den  Fällen  I.  und  II*.  ist: 
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Id  dem  Falle  III.  ist: 

n>Mi,    iV=^^  +  1.90« 

und  in  dem  Falle  IV*.  ist: 


n<n,.    iV=^^±^+3.90o 


2V,=?^»  +  I.90o. 


In  dem  Falle  II.  is|: 


«<«,,    2V=z:2±^_1.90«», 


iV,=^  +  1.900; 


in  dem  Falle  IV.  ist: 


«>iii,     iV^=2±^  + 1.900, 

2V,=Ü+?1_  1.900; 
in  dem  Falle  I*.  ist: 

M<«,,    i\r=5i^  — 1.90«, 

ZV,  =^^±^  +  1.900; 
in  dem  Falle  III*.  ist: 

n>«,,     iV=?±^+1.900, 

iV,='^-2i- 1.900. 
In  dem  Falle  1.  ist: 
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n^ni,    i¥=:?^^-3.90», 

und  in  dem  Falle  It*.  ist: 

«<»,,     iV=^^-I.90o, 

jV,  =  ?i+ül_3.90o. 

Hieraas  ergiebt  sich  nun  zuvorderst  die  feigende 

H  e  ^  e  L 


Wenn 


0<~^<1.90« 


ist,  so  muss  man 

JV=?^+l.W>j  (   2^==  11+3 +  3.900 

2Vi=^-^  +  3.90<>)  (  iVi  =  ~5l  + 1.900 

setzen,  je  nachdem  ft>  n|  oder  n^wi  ist.  / 

Wenn 


l.90o<5-t5l<3.90« 


ist,  so  muss  man 


setzen,  und  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen, 
jenachdem  n>n|  oder  n<9ii  ist. 


Wenn 


3,900  <^^^<4. 90« 


ist,  so  muss  man 
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iV,  =  ^^ -1.900 


oder 


2V=ü+«._,.90o 


iVj  =  ?+5l_3.90o 


setzen^  jenachdem  n>fi|  oder  n<ni  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  aber  ferner  unmittelbar  die  folgende 


Wenn 


Regel, 
0<^<1.90o 


ist,  so  ist  die  der  Spitze,  an  welcher  die  grössere  Ab» 
lesung  gemacht  worden  ist,  entsprechende  Zahl 


n+ni 


+  1.90«; 


und  die  der  Spitze,   an  welcher  die  kleinere  Ablesung 
gemacht  worden  ist,  entsprechende  Zahl  ist 


Wenn 


^-5i  +  3.90o. 


1.90»<-'J-^<3.90o 


ist,  80  ist  die  der  Spitze,  an  welcher  die  grossere  Ab- 
lesung gemacht  worden  ist,  entsprechende  Zahl 

^-^+1.900, 

und  die  der  Spitze,  an  welcher  die  kleinere  Ablesung 
gemacht  worden  ist,  entsprechende  Zahl  ist 


n+Wi 


—  1.90O. 


Wenn 


3.90o<?i:^<4.90o 


ist,  so  ist  die  der  Spitze,  an  welcher  die  grössere  Ab 
lesung  gemacht  worden  Ist,  entsprechende  Zahl 
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und  die  der  Spitze,  an  welcher   die  kleinere  Ablesung 
gemacht  worden  ist,  entsprechende  Zahl  ist 

^i?4-;1.90o. 

Für  den  Gebrauch  in  der  Praxis  ist  die  auf  die  vorstehende 
Weise  ausgesprochene  Regel  noch  zu  weitläufig;  man  kann  aber 
durch  die  folgenden  Betrachtungen  aus  derselben  eine  praktisch 
brauchbarere  Regel  ableiten. 

Zuvörderst  überzeugt  man  sich  sogleich  von  der  Richtigkeit 
der  folgenden  Sätze,  wobei  wir  jedoch  bemerken,  dass  wir  der 
Kürze  wegen  eine  besondere  Discussion  solcher  Fälle,  wenn  etwa 
eine  der  nachstehend  vorkommenden  Zahlen  gleich  4.90^  oder 
gleich  0  sein  sollte,  unterlassen  haben,  weil  ein  Jeder  dieselben 
leicht  selbst  zu  deuten  verstehen  wird;  man  hat  im  Folgenden 
0  mit  zu  den  negativen  Zahlen  zu  rechnen,  und  in  einigen  beson- 
deren Fällen  statt  der  Worte  „grosser  als  4.90^'^  die  Worte  „gleich 
4.90*^*  zu  setzen: 

Wenn  keine  der  beiden  Zahlen 

?L|.^  +  1.90o,     ^!?.+3.90« 

grösser  als  4.90^  ist,  so  sind  die  beiden  Zahlen 

negativ. 

/ 

Wenn  von  den  beiden  Zahlen 

?L+^  +  1.90o,    ??±iüi^l.90o 

die   erste   nicht  grösser   als  4.90**,   die  zweite   nicht   negativ   ist, 
so  ist  von  den  beiden  Zahlen 


^/^-3.90«.     '^^  +  :}.90« 


die  erste  immer  negativ,  die  zweite  grösser  als  4.90^. 
Wenn  keine  der  beiden  Zahlen 
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ü+?i_3.y0o,     ^_i.90o 
negativ  ist,  so  sind  die  beiden  Zahlen 

grösser  als  4.90^. 

Nach   dem   Obigen  iiefern  nur  folgende  Zahlen  Auflösungen 
unserer  Aufgabe: 

^  +  1.900,     ?L^  +  3.9üo. 
?L^?L^.l.9oo,     !L^5l_l.9oo. 

?+2i_3.90o,     ü+^_,.90O; 

welche  aber  nur  dann  zulässig  sind^  wenn  keine  Zahl  grosser 
als  4.90^9  keine  Zahl  negativ  ist.  Aus  dem  Vorstehenden  er- 
hellet daher,  dass  immer  nur  eine  dieser  Auflösungen  zulässig 
ist,  und  es  ergiebt  sich  nun  mit  Rücksicht  auf  das  Obige  offen- 
bar die  folgende,  in  der  Praxis  leicht  anwendbare  und  leicht  zu 
behaltende 

Regel, 

m   I  Vf. 

Die  Zahl  — s~^   vermehre  und    vermindere   man    um 

1.90^  und  3.90^;  erweiset  sich  eine  der  beiden  dadurch 
erhaltenen  Auflösungen  als  zulässig,  so  ist  diese  die 
richtige,  und  es  entspricht  die  kleinere  und  grössere 
der  beiden  erhaltenen  Zahlen  der  Spitze  der  Nadel, 
an  welcher  respective  die  grössere  und  die  kleinere 
Ablesung  gemacht  worden  ist.  Erweisen  aber  beide 
auf  diese  Art  erhaltenen  Auflösungen  sich  als  unzu- 
lässig,  so   liefern   die  beiden   durch    Vermehrung  und 

Verminderung  der  Zahl  — ;j-^  um  1.90^  erhaltenen  Zah- 
len die  richtige  Auflösung,  und  es  entspricht  die  klei- 
nere und  grössere  dieser  beiden  Zahlen  der  Spitze 
der  Nadel,  an  welcher  respective  die  kleinere  und  die 
grössere  Ablesung  gemacht  worden  ist. 

Wir  wollen   dies  durch  ein   Paar  Beispiele  erläutern,  indem 
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wir  annehmen,  dass  an  der  Nordspitze  die  Ablesung  n,  an  dei 
Sfidspitze  die  Ablesnng  »i  gemacht  worden  sei. 

Es  sei  n  =  Ul^,  n^  =2^o,  also: 

n  +  n,_  1470+230  _  1700  _ 

2     ""         2         ""    2    "^  ' 

?i±^±1.90o  =  85o±90o=j     i^^. 

^^±3.900  =  85o±270o=  j_5^;. 

Daher  ist  die  richtige  Auflösung: 

Nordspitze:  175o 
Südspitze:  355» 

Es  sei  «  =  260,  ni  =  322o,  also: 

n  +  n^  _  260  +  3220  _348o_ 

2  -  —         2  "■     2    ""  ' 

!L+a+,. 900=  1740+900=1    ^;, 

^— *  +3.900  =  1740+2700=  j^«- 

Daher  ist  die  richtige  Auflösung: 

Nordspitze :    84o 
Südspitze:  264o. 

Es  sei  n  =  319o,  ni  =  195o,  also: 

«  +  «1      3190  + 1950      5140  _ 

— g— =  2         """2"""       ^  '^^ 

^±1.900  =  2570+  900=  j    f^^ 
'^— ±3. 90O  1=2570+2700=  jJJ^o- 


Daher  ist  die  richtige  Auflösung : 

Nordspitze:  347« 

Südspitze:  167«. 

* 

Es  sei  n  =  235o,  «i=347o,  also: 
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n+ni      2350  +  3470      5820 

—2—= 2 ="2~=       ^*  • 

^±1.90o  =  291o±90o=j   ^}:. 

^±3.90o  =  291o±270o=j  ^{o- 

Daher  Ut  die  richtige  Auflösung: 

Mordspitze:  201o 
Sfidspitze:    2lo. 

Es  sei  n  =  120,  ni=zW>,  also: 

n  +  ni      12o  +  64o_7eo  _ 

2     ~        2        ""  2~~  ' 

^3±,.90o  =  38o±90o=j   J^;. 

^±3.900  =  38o±270o  =  j  _^;. 

Daher  ist  die  richtige  Auflösung: 

Nordspitze:  308o 
Sadspitze:  128o. 

Es  sei  n  =  314^9  912  =  356^^  also: 

n  +  n,       3140  +  3560      670o  -^_ 

^-^^±1.90o  =  335o±  900=  t    ^o' 

^^»±3.90o  =  335o±270o=j  ^^. 

Daher  ist  die  richtige  Auflösung: 

Nordspitze:  245o 
Sadspitze:    650. 

Man  wird  sich  von  der  Richtigkeit  der  in  diesen  Beispielen, 
welche  zur  Erl&uterung  der  allgemeinen  Regel  hinreichend  sein 
werden,  erhaltenen  Resultate  leicht  in  jedem  einzelnen  Falle  durch 
Betrachtung    einer  demselben  entsprechenden   Figur  überzeugen 
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können"^).  Der  grosse  Vortheil  unserer  allgemeinen  Regel  liegt 
aber  eben  darin,  dass  dieselbe  in  allen  Fällen  bloss  durch  ein- 
fache  Rechnung,  ohne  jedwede  Betrachtung  einer  Figur  ganz 
leicht  und  sicher  zu  dem  gesuchten  Resultate  führt,  weshalb  es 
wünschenswerth  zu  sein  scheint,  dass  dieselbe  in  die  Lehrbucher 
der  Geodäsie  übergebe.  Man  sollte  nach  meiner  Meinung  nie 
unterlassen,  beide  Nadelspitzen  sorgföltig  abzulesen,  und  die  Ab- 
lesungen nach  der  obigen  Regel  zu  corrigiren;.  dann  würden  die 
Messungen  mit  der  Boussole  zu  zuverlässigeren  Resultaten  führen. 

Wenn  die  Excentricität,  wie  dies  meistens  der  Fall  sein  wird, 
sehr  gering  ist,  so  ist,  wenn  wir 

n— «1  =±1800  +  ^, 

setzen,  J  eine  der  Null  sehr  nahe  kommende  Grösse,  die  übri- 
gens positiv  und  negativ  sein  kann. 

Wenn  nun  erstens 
also 


•)  Dem  Falle  «=^319«,  «^  =  195^  entspricht  Fig.  V.  In  diesem 
Falle  hat  man,  wie  aas  der  Figur  erhellet,  offenbar  die  folgende 
Gleichnng: 

a:+195®  — 1800=3600— 319'>  —  ar, 

j?+15o  =410—57, 

2ar  =  41o-.  150  =  260,  a:=130; 

also  nach  der  Figur  offenbar  für  die  centrische  Nadel: 

Nordspitze:  3600 ^  13«  =  34To 
Südspitze:  180o  — 130  =  167o 

ganz  wie  oben  nach  der  Regel  gefunden. 

Dem  Falle  ii  =  314o,  j^^  =3560  entspricht  Fig.  VI.  In  diesem  Falle 
ist  nach  der  Figur: 

a:  +  360o  — 3560  =  3140  — 1800— a:, 

a:+4o  =  1340—3:, 
2a;  =  1340  — 40  =  1300,  ar  =  650; 

also  nach  der  Figur    für  die  centrische  Nadel: 

Nordspitze:  J80O-|-65o  =2450 
Südspitze:  65^ 
ganz  eben  so  wie  wir  oben  nach  unserer  Regel  gefunden  haben. 
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«  =  «1+1800+/^,    iii  =  ii— 1800-^i 


ist;  so  ist 


^J?i  =  „_90o-4^f. 


und  folglich: 

Wenn  ferner  zweitens 

w  — «i=  — 1800  +  ^i, 
also 

ist;  so  ist 
und  folglich: 

i±a±i.90«=n,-9o»+4^±(K)«=j;;:^^''_,j„., 
s+-a±3.9o»=».-«).+t^±w.=  |:;+|^l^. 

Weil  nun^  im  Allgemeinen  wenigstens  oder  meistens^  im  ersten 
Falle  »>180o,  n<360o,  im  zweiten  Falle  Wj  >  ISO»,  Wj  <  360^ 
ist;  so  erhellet  aus  dem  Vorstehenden  leicht,  dass  es  unter  Vor- 
aussetzung einer  sehr  geringen  Excentricität  meistens  genügen 
wird»  für  die  Spitze  der  Nadel,  an  welcher  die  kleinste  und  die 
grusste  Ablesung  gemacht  worden  ist»  respective 

?i+3_90o    und    ^-^  +  90« 

ZU  setzen.  Aber  freilich  ist  diese  Regel  keineswegs  theoretisch 
▼ollig  genau  und  ganz  allgemein  gültig»  so  dass  man  natürlich 
immer  besser  thun  wird,  sich  an  die  oben  entwickelte  theoretisch 
allgemein  richtige  und  gültige  Regel  zu  halten. 

Zur  Erläuterung  dieser  Regel  mögen  die  folgenden  Beispiele 
dienen : 

1) n  =  26(H®,    «1=7110;     also: 
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n  +  ii,  =3220,    ?L+?l=:i6io; 


folglich : 


251<> 

0 


^-^  ±1.900  =  J61o±  900=  j     ^51 
2±Bj.3.90o_i6ioj.270o=  ]_^i 


Nordapitze:   ^-^  +  1.900=261« 

sodspitze:  ^^'  —  1.900=  TR 

2) n  =  48|o,    M,=228|0;    also: 

«+«i  =  277Jo,    »L+J!!  =  138^0 ; 

?L+J5l±i.90o  =  i38Ao±90«  =  |     ^^ 

'^-^±3.900=  138Aoj.270o  =  S_J^J*^; 
folglich^ 

Nordspitze:  5^|^  — 1.900  =  48^0 

Sfldspitze:  ^-^  + 1 .90©  =  228r%o. 

3) n  =  301|o,    ni  =  121»0;    also: 

n+n,  =  423o,     5A«i  =  211|«; 

!^^±1.90o  =  21l40j.  900  =  1     ^{|o 
^-^±3.900s=211jo±270"  =  ^  _58Jo' 


folgnch: 


Nordspitze:   ^-^ +1.90o  =  301|o 
Sfldspitze :  ^-^i  - 1 .  90o  =  12lS0. 
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4)    .    .    .    .      M  =  130jo,   ni  =  310«>;   also: 

^±^±1.90o=22(V,»±  90«=^    JJJJ;*^ 


^^±3.90o=22W,<»±270»=  J  _^JJjJ^. 


folglich : 


Nordspitze:    ^i^  — 1.9(K>=  130/^«, 

Südspitze:    ^-^  +  1.90«  =  310^0 

In  allen  diesen  Fällen^  wo  die  Ablesungen  wirklich  an  einer  schon 
etwas  alten  und  viel  gebrauchten  Boassole  gemacht  worden  sind, 
ist  also  die  obige  Regel  richtig. 


Analytischer  Beweis  eines  geometrischen  Satzes  und 
Anwendung  dieses  Satzes  in  der  Feldmesskunst. 

Von 

dem   Herausgeber. 


In  einer  und  derselben  Ebene  seien 

A^  Ai,  A^  und   A' ,  A^'y  A^ 

zwei  Systeme  dreier  in  gerader  Linie  liegender  Punkte 
Man  ziehe  die  Geraden: 

AA^'    und    A^A, 
AiA^      »$      A^i  , 
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und   bestimme  die  Darchschnittspunkte 

dieser  drei  Paare  gerader  Linien;  so  liegen  diese  drei 
Punkte  jederzeit  in  einer  und  derselben  Gerad'en. 

Man  nefame  die  Gerade,  in  welcher  die  drei  Punkte  Ay  Ai^  A^ 
legen,  als  die  Axe  der  x  eines  beliebigen  Coordinatensysteros 
der  xy  an ,  und  bezeichne  in  Bezug  auf  dieses  System  die  Coor- 
dinaten  der  Punkte 

Ay  Aiy  A2   und   A' ,  Ai  ,  A^ 

respective  durch 

ö,  0;    «1,  0;   da,  0   und   a',  6';    a^  ,  6/;    a^ ,  b^. 

Dann  sind  die  Gleichungen  der  Geraden: 

AA^'    und    A^A, 
A\  A^     ,f       A^A-i  , 

A^A       jf       AA2 

respective : 

und  bezeichnen  wir  also  die  Coordinaten  der  Dnrchschnittspunkte^ 
ü,  üi,  Üa  respective  durch  jr,  9;  jT],  t)i;  t%9  t^%\  so  haben  wir 
zu  deren  Bestimmung  die  folgenden  Gleichungen: 

^i=^r^/^|-«t.),    II,  =^--(^,-.1); 

Wenn  man  diese  Gleichungen,  damit  die  Grossen  6%  6^',  62' 
wegfallen,  auf  geeignete  Weise  durch  einander  dividirt,  so  erhält 
man  die  folgenden  Gleichungen: 
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5?  —  ^LUEl  ,hLZ^ ' 


oder: 


(a'—aa)(jra-ai) Vi  =  (a'  — ai)(jr, -<ia)i|a. 

oder  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt: 

1) 

a't(Ti  -  aa)t;a--fra— ai)Jli  1  =  flirta(Jli-%)  +  «iril|a-aa)f2«?n 
fli'  Ifra— a)^  — fr— fla)«?a)   =aaa(^a— <?)  +  a^jt^tf  —  axti^. 
Ferner  hat  man  nach  dem  Obigen  die  Gleichungen : 

(fla'  — «1)«;  =  Vfr— «j)>  («/— fla)'?  =  ^i'fr— «2); 

(a'— aa)i|i  =  ft'(jri— oj),  («a'— a)J|i  =  Vfri  — «); 

(»1'— fl)«;2  =  ^i'fra— ö),  (a'— ai)t^2  =  ^'fra— ^); 
also : 

«-ai)Wi  =  Vfr— ffi)9i,     («1'— aa)«?29  =  Vfr— ff2)!?a; 
(a'— aa)9ii;a=^*'fri— aa)«?2»     (ßa'—a)^!  =*a'fri— a)^; 
(ai'-a)naV  ==Äi'fra— «)«?»      («'  — ai)t;iVa-*'fra-Oi)!?i; 

und  verbindet  man  nun  diese  Gleichungen»  damit  a' ,  üi',  a^  weg- 
fallen, aof  geeignete  Weise  durcl^  Subtraction  mit  einander;  so 
erhält  man : 

2) 
(a'^ai)tftfi    =6a'{fr— ai)%— fri— a)t>}, 

(«1 -a2)«?iV2  =  *'{fri — fla)  «?a  -  fra— ai)Jli }, 
(a^-n)tf2^    =*iMfr2— «)J|  — fr— fla)9al- 

Wenn  nun  die  Gerade»  in  welcher  die  Punkte  A',  Ai  ,  A^ 
liegen,   der  Geraden,   in  welcfaei  dte  Poiläie  A,  Ai,  A^  liegen, 
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die  als  Axe  der  x  angenommen  worden  ist,  nicht  parallel  ist,  so 
kann  man  die  erstere  Gerade  als  Axe  der  y  annehmen,  wo  dann 
offenbar 

a'  =  0,    ai'  =  0,     iia'=0 

ist,  und  die  Gleichungen  1)  also  in  die  folgenden  übergehen: 

a^a  (t^a  —  ^)  +  fla^a^  —  ar^a      =0 
oder,  wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

^X%y    aXy    OiXi 
multiplicirt,  in  die  folgenden: 

aaio^itf  —  tfi)t2  +  (haXtftfi  —  aia^TiX^tf  =  0, 
a«iffa(«?i  —  ^a)Jf  +  aaiJHTil^a—  «a^^a^Vi  =  0, 
aaiflaC^a  —  ^)j^i  +  «lOa^i^^a!?  —  aaijrjrii;a=0; 

ff 

aus  denen  sich  durch  Addition  die  Gleichung: 

ergiebt. 

Wenn  die  Gerade,  in  welcher  die  Punkte  A' ,  A^' y  A^  lie- 
gen, der  Geraden,  in  welcher  die  Punkte  A^  Ai,.  A^  liegen,  die 
als  Axe  der  x  angenommen  worden  ist,  parallel  ist,  so  sind  die 
Coordinaten  A',  6i',  6a'  einander  gleich,  und  die  Gleichungen  2) 
nehmen  also  die  folgende  Form  an: 

(fli  —  «a)  ^iVi  =  ^'  { (^i—öa) t^  —  (Ifa—  «i)  tfi ) . 

(«a— «)Jla!^    =6'{(Ta-fl)«l  — fr-aa)«?a)- 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit  ^,  9,  9| 
und  addirt  sie  dann  zu  einander^  so  erhält  man  offenbar  die 
Gleichung : 

{(jr— ai)t;i.—  (jri— a)i|lila     ' 

+  Uj^i~fla)^a— (^a-«i)%}^     =0, 

+  Klfa— a)  ^  — (r— oa)  l^aiJ^i 
also,  wie  man  sogleich  übersieht: 

(a^ai)t}Vi  +  (fli— aa)t;i^a+  (fl^a— a)^9=ö» 


folglicfa : 
3')    ■ 


und  Anwendung  dieset  3altM  in  der  Feldmettttumt. 
i  also  nach  dem  Obigen  offenbar  auch 

+  t(ra  — «)V~(r  — Oa)tJsl       J 


Nach  3)  und  3*)  ist  also  in  beiden  hier  betrachteten  Fällen: 
rfiJi  — iJs)  +  rj  (ija— tj)  +  rii(ij— Dl)  =0, 
ivoraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  drei  Punlite  (jn)),  (ritj,), 
(jr^Vs)   oder   ü,  JJI, ,  Jl^    in    einer  und    derselben    (ieraden    liegen, 
welches  der  zu  beweisende  Salz  war. 

Zur  Erläuterung  dieses  SaUes  dienen  Taf.  IV,  Flg.  4.  und 
Tat'.  IV.  Fig,  5.,  die  aber  natürlich  nur  ein  Paar  besondere  Fälle 
desselben  darstellen. 

Ulan  kann  von  diesem  Satze  die  folgende  Ann  endung  machen. 
Auf  dem  Felde  seien  zwei  Punkte  A'  und  A^'  (Taf.  IV.  Fig.  6.) 
gegeben,  und  entweder  in  der  diese  beiden  Pnuicte  mit  einander 
verbindenden  Geraden  oder  in  der  einen  Verlängerung  dieser  Ver- 
bindungfilinie  über  den  Punkt  Ai    hinaus  betiude  sich  ein  Hinder- 


niss,    welches    nicht    gestattet,    v 

hinaus  zu  sehen;  man  soll  Punkte 

über  Ai     hinaus    angeben.     Zu   de 

Terrain    drei    in    gerader   Linie    lii 

ziehe    die  Linien    AAi     und   A^A' 

scfanitlspunkt  &^\    hierauf  ziehe  m: 

lege   durch    deu   Punkt  H^   eine   beliebige  Gl 

deren  Durchschniltspunkte  Jl,    und  A    mit  de 


A  nach  A^'  oder  über  .4,' 
ler  Verlängerung  von  J'^,' 
Snde  nehme  man  auf  dem 
ide  Punkte  A,  Ai,  A^  an, 
(1  bestimme  deren  Durch- 
lie  Linien  A^A'  und  A^Ai', 
id  bestimme 
n   A^A'   und 


A^Ai' ;  endlich  ziehe  man  die  Linien  Aüi  und  Ai&,  und  bestimme 
deren  Uurchscbnittspunkt  J^';  so  wird  dieser  Punkt  in  der  Ver- 
längerung der  Linie  A'Ai'  über  Ai'  hinaus  liegen,  also  der  Be- 
dingung der  Aufgabe  genügen.  Dass  dieses  Verfahren  mancherlei 
Abänderungen  gestattet,  auch  sich  wohl  noch  andere  Anwendun- 
gen von  dem  obigen  geometrischen  Satze  machen  lassen  durften, 
erhellet  leicht;  an  diesem  Orte  werden  aber  die  vorhergehenden 
Bemerkungen  genügen. 


XXTII. 

'  i  s  c  e  1  1  e  n. 


Einige  Bemerkungen  zu  dem  Aufsätze  des  Herrn  Oberlehret 
J.  Helmes  im  Archiv  Theil  XXXV.  Seite  136.:  Ueber 
die  Bedeutung  und  Gültigkeit  einer  gebrochenen  Gliederzabi 

in  arithmetischen  und  geometrischen  Reihen. 
Vc'ti  Herrn  Otierlehrer  J,  F.  Vi.  Gronau  nn  ilcc  RcüUrhiile  trster  Onl- 


:.  Jotian 


n  Uai 


Indem  Herr  Helmes  einen  Fehlet  verbessett,  welchen  iletr 
ßr.  Hechel  in  Riga  bei  Behandlung  obigen  Themas  gemacht 
hat,  entscblüpren  auch  ihm  einige  Behauptungen,  welche  einer 
Erürterung  bedUtfen. 

I.  Zunächst  spricht  et  niedetholentlich  sich  dahin  aus,  Jass 
die  Summenformeln  {s)  und  die  Formeln  für  das  allgemeine  Glied 
(t)  nur  deshalb  auch  für  eine  gebrochene  GMedetzahl  (it)  gelten. 
weil  und  iusorern  bei  den  arithmetischen  und  geometrischen  Reihen 


die  nach  irgend  e 


■O- 


riegten"  Reihen  dieseih« 


Gesetzmässlgbeit  befolgen,    nie  die  entsprechenden   Uauptreiben; 
ja  er  lässt  sich  in  dieser  Beziehung  pag.  140.  bei  einer  dem  Wesen 
nach  schon  von  Vega  gestellten  Aufgabe  vom   Diamanten  (Vor- 
les.  I.  378.)  sogar   zu  folgendem  tautningischen  Satze   hinreissM: 
„Setzen  wir  voraus,   dass  die  Steigetung  des  Preises  durch  i 
Gewicht  nach   dem  Gesetze    einer  geomettischen  Reihe   auch  I 
Viertel  des  Karats  sich  etstrecke,  so  werden  auch  die  Preise  d 
auf    einandet    folgenden    Viettcl    des    Karats    eine    genmetrisdl 
Reihe  bilden." 


Hett  Heimes  s 
'  zetlegten   Reihe 


dieint  also 
I    nicht  die 


1er  Anseht  zu  sein,  da 
Beschaffenheit   der    Haupireihd 


eibehalfen,  die  Gültigkeit  der  beiden  Formeln  für 
GS  K  aufhört. 


1  gebroche- 


Jahre 


;o,    wie  aus   meiner  Schrift 

ahl  der  Glieder  in  den    Summei 

sehen,  geometrischen  nnd  harmi 


Dem  ist  aher  nicht  i 
184o:  „Ueber  die  Anz 
formein  der  arlthmeti 

nischen  Progressionen",  worin  ich  nachweise,  dass  die 
mein  nicht  bloss  eine  gebrochene,  sondern  auch  eine  negative  und 
imaginäre  Gllederzahl  zulassen,  zu  ersehen  iat, 

Dort  habeich  nämlich  pag.  50. — 64.  gezeigt,  riass,  obgleich  die 
harmonischen  Reihen  sich  nicht  in  der  Art  zerlegen  lassen,  das« 
die  zerlegten  Keihen  wieder  harmonische  Reihen  bilden,  dennoch 
die  beiden  Formeln  für  ein  gebrochenes  n  ihre  »olle  Geltung  be- 
balten. —  Mag  man  also  immerhin  bei  den  arithmetischen  und 
geometrischen  Reihen  sich  der  hier  allerdings  stattfindenden  Zer- 
legbarlceit  in  conforme  Nebenreiben  bedienen,  um  die  Gültigkeif 
der  Formeln  für  ein  gebrochenes  n  recht  klar  vor  Augen  zu  legen ; 
man  muss  aber  nicht  so  «eit  gehen,  dass  man  diese  Gültigkeit 
von  der  IVlüglichkeit  einer  solchen  Zerlegung  abhängig  macht. 
Deshalb  habe  ich  in  meiner  Schrift  pag. '25.  auch  für  die  arithme- 
tische und  geometrische  Reihe  noch  eioen  andern  Beweis  gege- 
ben, der  sich  nicht  auf  die  Zerlegbarkeit  in  gleichartige  Neben- 
reihen stützt. 

II.  Ferner  behauptet  Herr  Helmes  pag.  156.,  dass  die  Auf- 
gabe aus  Heis  Sammlung:  „Wenn  ein  senkrecht  in  die  Hühe 
steigender  Kiirper  in  der  ersten  Sekunde  a  —  1000  Fuss,  in  jeder 
folgenden  aber  d=:Zlt  Fuss  weniger  als  in  der  vorhergebenden 
zarücklegt,  »ie  lange  (»)  und  wie  hoch  (s)  wird  der  Körper  stei- 
gen und  nach  wie  viel  Sekunden  wieder  an  dem  Punkte  anlan- 
gen, von  dem  er  zu  steigen  anfing?"  aus  den  Lehren  der  Pro- 
gression allein  nicht  zu  lösen  sei,  sondern  man  müsse  zu  dem 
Endo  aus  der  Physik,  welche  uns  über  die  Natur  des  gleichnir- 
mig  verzögerten  Bewegung  heim  Steigen  der  Körper  Aufschluss 
giebt,  noch  entlehnen,  dass  das  letzte  Glied  der  hier  in  Betracht 
kommenden  Reihe  (  =  15ä  =  irf  sei,  was  dann  erst  n^32Jergebe. 
Wer,  giebt  er  zu  verstehen,  mit  Heis  u.  A.  die  Resultate  durch 
Mathematik  allein  ableiten  wolle,  erhalte  t—3li  =  d  oder  gar 
(  =  0,  und  dem  zu  Folge  »^32  oder  33. 

um  Herrn  Helmes  in  diesem  Punkte  zu  widerlegen,  dürfte 
ich  nur  auf  meine  .\bhanHlung:  „Ceber  die  allgemeine  und 
volle  Gültigkeit  mathematischer  Formeln,  1857"  pag.  10. 
verweisen.  Indessen  läset  sich  die  Sache  ohne  Weiteres  auch  hier 
mit  wenig  Worten  abmachen.     Man  differenzire  nämlich  üi 


nach  n,  so  üodet  ni 
Fall  des  Maximums 


an  — 
b  ohn 


i==32i   unil    folglich  f 


HilTe  der  Physik,  das8  für  den 


«i 


tiieDtaren  Aufgabe  Differentialrechnung  ( 
ja  nur  die  obige  Gleichung  tur  s  nach  s 


nicht  angemessen  sein  sollte,  bei  einer  ele- 


aufjüaen ; 


wurden    sich  dann,    wenn   1    nißglichst  gross    werden    soll,    nach 
einander  tiir  j,  n  und  t  dieselben  Wertfae  ergeben,  wie  vorhin, 


Die  Gleichung  der  Flache  dei 
man  wohl  auch  in  der  Kürze  bloE 
geil  Ellipsoids,   ist  bekanntlich: 


dreiaxigen  Ellipsoids  oder,  wie 
i  zu  sagen  pflegt,  des  dreiaxi- 


e)'-0)'^(O" 

1  dieser  Gleichung  a^^O,  so  f 


des  Durchschnitts  des  Ellipsoids  mit  der  Ebene  de»  a:i/,  welcher 
also  eine  Ellipse  ist,  deren  Axen  die  Axeii  der  ^  und  y,  und 
deren  der  Grosse  nach  bestimmte  beide  Halbaseii  u  und  b  sind. 
Legen  wir  jetzt  durch  den  Punkt  (^^yi)  des  Ellipsoids  und  die 
Axe  der  i  eine  Ebene,  so  schneidet  diese  Ebene  die  in  Rede 
stehende  Ellipse  in  einem  ihrer  Durchmesser,  dessen  GleicbuDg. 
wenn  r,  i)  die  veränderlichen  CüonÜnaten  bezeichnen,  offenbar 


ist;    und  bez 
punkte  diese 


jichnen  nun  X,  ^  die  Coordinaten  der  Durchschnitt«- 
i  Durchmessers  mit  der  Ellipse  in  der  Ebene  der 
an  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen  : 
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»=1'-  (!)'+ay=" 


woraus  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  ein- 
ander sehr  leicht: 

erhalten  wird.    Weil  nun>  wenn  Tx  die  Hälfte  des  in  Rede  steh- 
enden Durchmessers  bezeichnet^ 

r:r«  =  «a  +  F 
ist,  so  ist  nach  den  vorstehenden  Formeln: 


oder 


also 


oder 


und  folglich,    weil 


ist: 


oder,   wenn  wir 
setzen : 


e)'+(i)"+(D"= 


1*2  =  0?«  +  ^« 


©•■^ey-. 


welches  wieder  die  Gleichung  einer  flllipse  ist.  Legt  man  also 
durch  den  Punkt  (pcyz)  des  Ellipsoids  und  die  Axe  der  z  eine 
Ebene,  so  ist  deren  Durchschnitt  mit  dem  Ellipsoid  jederzeit  eine 
Ellipse,  deren  Axen  der  Durchmesser  der  in  der  Ebene  der  xy 
liegenden  Ellipse,  in  welchem  dieselbe  von  der  durch  den  Punkt 
(jxyz)  und  die  Axe  der  z  gelegten  Ebene  geschnitten  wird,  und 
die  Axe  der  z  sind ;    die  der  Grosse  nach  bestimmten  beiden  Halb- 


axen  dieser  Ellipse  sind  die  Hälfte  des  in  Rede  stebenden  Dnrch 
messers  der  in  der  Ebene  der  ry  liegenden  Ellipse  und  die  Grösse  cn 


Auf  diese  Welse  machen  sich  Anfänger,  wie  mir  scheint,  i 
Besten  und    Einlachsten    eine   deutliche  Vorstellung  Ton  de 
atalt  des  drei.ixigen  Ellipsoids,   und  übersehen  dann   auch   I 
auf  der  Stelle,  dass  dasselbe  in  das  Rotations -Ellipsiiid  übergeM 
wenn  für  a  =  b  die  in  der  Ehene  der  xy  liegende  Ellipse  ei 
wird,   und  dass  weiter  das  Rotalbns-Ellipsoid  für    a  =  b 
die  Kugel  übergeht.    Aehnliche  einfache  Betrachtungen  lassen  sieb 
natürlich    auch   bei  den   übrigen  Fläcben  des  zweiten  Grades  an- 
stellen. 


Geometnscher  Beweis  der  Formel  für  die  Vereinigung^ 
bei  coiivexen  Spiegeln. 
Von  Herrn   Schoirath   Looff  in   GkMih. 

die   Formel  fflr  die  Vereinigungsweite  i 
invexen  Spiegel    aus   der  für  den    concan 

1        2        1 


GewDbntIch  wird 
Lichtstrahlen  beim  c 
Spiegel : 


abgeleitet. 


mt,  wodurch 
ative    reciproke   Vereini 


wird,    d.h.   die   negative    reciproke   Vereinigungs weite    =--f-^ 

Der  geometrische  Beweis  dafür  ist  folgender:  Bezeichnet  t 
(Taf.llI.Fis.l2.)  den  leuchtenden  Punkt  in  der  Axe,  c  den  geo- 
metrischen Mittelpunkt  des  Spiegels,  /'den  Vereinigungspunkt  des 
reOectlrten,  rückwärts  verlängerten  Strahles  mit  der  Axe,  so  ist  ' 
^mdc  =  ^cdf.  Halhlrt  man  noch  den  Winkel  fda,  so  ist 'ra 
dem  gleichnamigen  Dreieck  dieser  Winkel  und  sein  Ncbentvinkdl, 
halhlrt,  folglich  ac  harmonisch  getbeilt.     Es  ist  daher 

fg:aff  =  cf:ac, 

fg:aU  =  fd:ad, 


cf:a 


^fd: 


Ist  a6=orf— o,  cd=cb= 
seist  ir-x)it  =  {r+a)j: 


r,  fd^ß  (für 
oder: 


d,  oder  cf.ad=-a 
kleines  Segm 


.fd. 
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Von    dem    Herausgeber. 

Wenn  man  bei  Flächenmessungen  den  Inhalt  eines  Dreiecks 
zu  ermitteln  hat,  bestimmt  man  bekanntlich  mittelst  der  Kreuz- 
scheibe oder  des  Winkelkreuzes  seine  Hohe  in  Bezug  auf  eine 
Seite  als  Grundlinie,  misst  mit  der  Messkette  Grundlinie  und  Hohe 
und  berechnet  den  Inhalt  auf  allgemein  bekannte  Weise.  Wenn 
man  aber  keine  Kreuzscheibe  zur  Hand  hat,  sondern  bloss  Kette 
und  Baken,  so  konnte  man  alle  drei  Seiten  mit  der  Kette  mes- 
sen und  daraus  den  Inhalt  nach  der  betreffenden  bekannten  For- 
mel berechnen.  Dazu  ist  aber  eine  Quadratwurzel» Ausziehung 
nöthig  oder  die  Rechnung  mit  Logarithmen,  Rechnungen,  welche 
nicht  Jedermanns,  namentlich  oft  nicht  derer  Sache  sind,  die  am 
meisten  solche  einfache  Messungen  auszuführen  hahen.  Wenn 
daher  auch  die  eben  erwähnten  Methoden  jedenfalls  die  besten 
sind,  so  scheint  doch  in  manchen  Fällen  der  Praxis  eine  andere, 
bloss  den  Gebrauch  von  Kette  und  Stäben  in  Anspruch  nehmende 
Methode  wünschenswerth  zu  sein,  weshalb  ich  das  folgende,  mir 
zweckmässig  scheinende  Verfahren  hier  angeben  will. 

Wenn  ABC  in  Taf.  111.  Fig.  11.  das  Dreieck  ist,  dessen  In- 
halt bestimmt  werden  soll,  so  messe  man  mit  der  Kette  zwei 
Seiten  AB  und  AC  desselben,  trage  die  eine,  etwa  (jedoch  nicht 
nothwendig)  die  kleinere  AC  auf  der  grösseren  AB  in  AD  ab, 
so  dass  man  nämlich  mit  der  Messkette  AD  eben  so  viele  Ruthen,  . 
Fusse  und  Zolle  wie  AC  lang  macht,  messe  CD,  nehme  von 
CD  die  Hälfte  und  suche  den  Mittelpunkt  E  von  CD,  worauf 
man  dann  noch  AE  misst,  welche  Operationen  alle  bloss  mit  ^er 
Kette  und  Stäben  rasch  und  leicht  ausgeführt  werden  können. 
Bezeichnet  dann  A  den  Flächeninhalt  des  Dreieckis  ABC,  so  hat 
man  zu  dessen  Bestimmung  die  sehr  einfache  Formel : 

,      AB.CD.AE 

^=       'LAC    '    ' 
welche  auf  folgende  Art  leicht  bewiesen  werden  kann. 

Es  ist,  wenn  A  den  Winkel  BAC  bezeichnet: 

Az=:\.AB.AC.s\nA. 
Ferder  ist 


also  : 


^ACD  =  \.AC.AC.smA, 
^ACD^i.CD.AE; 

r 

.    ^      CD.AE 

sin^  = 


AC.AC" 

folglich,  wenn  man  dies  in  den  vorhergehenden  Ausdruck  von  A 
einführt  und  dabei  AC  aufhebt : 

32  ♦ 


486  MiMcellen. 

^      AB.  CD.  AE 

^-     "iTac^' 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Freilich    bat  man   hier   mehr  gemessen,    als   man   eigentlich 
braucht,   weil  ja 

ÄE^^^CE^  =  ÄC^   oder    ÄE^  ^  \.CD^=^  ÄC^ 

* 

ist,    vras  aber  in   der   Praxis  nicht  anders  an,&;eht,    wenn  man 
gewisse  weitläufigere  Rechnungen  vermeiden  will. 


Zur    Beachtung. 

Herr  Doctor  O.  ßSklen  hat  mir  unter  dem  2.  Januar  1862 
(eingegangen  bei  mir  am  19.  Januar)  eine  neue  Redaction  respect 
Cmarbeitun*:  der  in  Tbl.  XXXVI.  S.  186.  mitgetheilten  Sätze  über 
Dreiecke,  welche  den  ein-  und  umbescbriebenen  Kreis  gemein 
haben,  eingesandt,  weil  sich  bei  der  fr(ibereii  Bearbeitung  ein 
Irrthum  eingeschlichen  hatte,  der  auf  der  Voraussetzung  beruhte, 
dass  bei  den  fraglichen  Dreiecken  der  Umfang  constant  sei,  was 
sich  später  als  nicht  richtig  erwies.  Da  ich  bei'm  Eingang  die- 
ser neuen  Bearbeitung  dieses  Heft  und  diesen  Band  zu  seh  Hes- 
sen im  Begriff  bin,  und  den  Aufsatz  daher,  wie  es  in  diesem  Falle 
eigentlich  sofort  geschehen  sollte,  nicht  mehr  aufnehmen  kann, 
sondern  bis  zum  nächsten  Hefte  liegen  lassen  muss ;  so  halte  ich 
mich' für  verpflichtet,  dies  hier  wenigstens '  vorläufig  zu  bemer- 
ken, und  zwar  um  so  lieber,  weil  ich,  wie  ich  auch  schon  a.a.O. 
bemerkt  habe,  die  in  Rede  stehenden  Sätze  allerdings  für  lehr- 
reich und  interessant  halte,  vollständige  Berichtigung  derselben 
daher  sehr  zu  wünschen  ist. 

Den  19.  Januar  1862.  Der  Herausgeber. 


Druck  fe  hier. 

In  dem  auf  pag.  384.  des  36sten  Bandes  abgedruckten  Ver- 
zeichnisse der  bisher  aufgefundenen  Druckfehler  in  Schrun*s 
Logarithmen  findet  sich  ein  Fehler.  Es  muss  nämlich  nicht  heis- 
sen:  „statt  8150613  lies  8160613",  sondern  „statt  8150613  lies 
8150613.*' 

Im  Literar.  Berichte  Nr.  CXLII.  S.  5.  muss  es  in  dem  Artikel 
Astronomie  (Z.H.)  statt  „Rescript  vom  14.  JuFi  1860" 
heissen:    „Rescript  vom  14.  Juni  1860." 


l 


imw. 


t/jirchio 


nM.jiim. 


i/ro/se^i  Kreise  Sroi/t;yP  u/ulyF' 
smdyF(?rmalm^äe^^ff^/wq/cl0ÜU. 


^tmertArckof 


I 


K 


«  I 


■1  Vi 


■  M.  -         '    ; 


leiijmir. 


Ifxfßr 


1 


-I 


rHt  NEW  YORK 


!  ^^'iBLIC  LIBRARY 


7,1.     1   :    •  ■    \'. 


■•    *    • 


,*■■=■ 


■    I 


LHtrariBcher  Bericht  CXLV. 


Literarischer  Bericht 

CXLV. 


#■ 


A  r  i  t  It  m  e  t  i  k. 

La  DWieioD  reduite  i  uiie  Addition,  oavrage  ap- 
prouvä  ))aT  l'Academie  des  sciences  de  Paris,  Inatitut 
de  Fraüce,  augmeiite  d'uiie  Table  de  Logarithmes  de 
nombres  äiieurdecimalPNexucteä,  renferinees  endeux 
>i|JBes,  et  d'uiie  nuuvelle  m^lliode  puur  calculer  ave<: 
egrandefacilit«'  lesTaiiles  de  LogaritIim<!s ,  de  diri- 
sioii  et  plusieurs  autri^e,  jiar  R.  l'icarte,  merobre  de 
la  facalte  des  science<s  physiques  et  niathematiques 
de  l'universite  du  Cliili.  Paris.  1(<60.  4".  Prix:  13  fr. 
broche;  15  fr.  cartoiine.     (Klein  Folio.) 

Dieses  i^rosse  Werk,  i'iber  welches  dit-  Herren  Matbieu, 
Hemiite  und  Bienayme  der  Pariser  Akademie  der  Wissen- 
schaften einen  sehr  gQnsti.iten  Riifjpurt  ersUiltet  hahea,  verdieut 
eine  ausführlichere  Anzeige  iit  (liesen  literarischen  Berichten. 
Dasselbe,  besteht  aas  drei  Tlieilen,  nnler  denen  die  9:2  Seiten  iim- 
fassende  Uivisions- Tafel  nutt-r  denn  Titel :  La  Division  re- 
lite  ä  uue  Additio^n  liei  Weitem  der  wichtigste  und  umfang- 
ichste  ist.  Diese  Tafel  enthält  in  eilf  und  zehn  Decimalen  die 
Werlhe  aller  Brüche,  deren  Zähler  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  ....  9 
sind  und  deren  Nenner  kleiner  als  10000  ist.  Die  Zähler  auf 
jeder  Seite  oben  in  horizuntuler  Reihe  von  1  bis  9,  die  Nenner 
n  vertikaler  Reihe  von  1000  bis  9999  bilden  die  bei- 
den Eingänge  uder  Argumente  der  Tafel.  Der  Gebrauch  ist  hier- 
nach im  Allgemeinen  sehr  einfach.  Handelt  es  sich,  nm  ein  Bei- 
spiel ZB  geben,  welches  ich  nicht  aus  der  Einleitung  der  Tafeln 
intnehme,  iiln  die  Verwaii'tlung  des  Bruchs 
Thl.XXXVlI.  Hfl.  1. 
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978542 
5627   • 

in  einen  Decimalbruch,  so  schlage  ich  unter  den  vertikalen  Argo- 
menten  den  Nenner  5627  auf,  und  finde  in  der  neben  diesem 
Nenner  stehenden  Horizontalreihe  ffir  die  horizontalen  Argumente 

9,  7,  8,  5,  4,  2 

die  folgenden  Zahlen: 

15994313133 
12440021326 
14217167229 
08885729518 
07108583615 
03554291807 

Cm  bei  dem  Ausschreiben  dieser  Zahlen  sich  nicht  zu  irren,  ist 
in  sehr  zweckmässiger  Weise  den  Tafeln  eine  kleine  Regel  oder 
ein  kleines  Lineal  von  grünem  Kartenpapier  beigegeben,  auf  wel- 
chem die  Zahlen  1,  2,  3,  4, ....  9  stehen,  und  welches  bei'm 
Ausschreiben  der  obigen  Zahlen  unter  die  dem  Nenner  5627  ent- 
sprechende Horizontalreihe  gelegt  wird,  in  der  sich  dieselben 
sämmtlich  finden.  Alle  obigen  Zahlen  enthalten  eiif  Ziffern,  weil 
der  Nenner  unter  9000  ist;  ffir  Nenner  über  9000  bis  9999  enthal- 
ten die  in  den  Tafeln  sich  findenden  Zahlen  nur  zehn  Ziffern.  Die 
obigen  sechs  eilfziffrigen  Zahlen,  so  wie  dieselben  sich  in  den  Ta- 
feln finden,  sind  nun  (überall  bei  eilfziffrigen  Zahlen)  die  Mantissen 
der  den  Brächen 

9  7         _8^      _6_      J^        2 

5627*     562?'    5627'     5627*    5627'    662? 

gleichen  Decimalbrüche  von  der  dritten  Decimalstelle  oder  der 
dritten  Stelle  hinter  dem  Komma  angefangen ,  indem  bei  allen 
diesen  Brüchen  die  beiden  ersten  Stellen  hinter  dem  Komma 
Nullen  sind.    Beachtet  man  dies,  denkt  sieh 

978542 
"562r 


•III I 


70000     8000      500       40         2 

"""Se^T"*'  5627  ''' 5627  +  56-27  +  5627  +  6627 

gesetzt,  und  verlangt  nun  den  in  einen  Decimalbruch  verwandel- 
ten Bruch 


UteraHteher  Berieht  CXLV.  3 

978542 

bis  auf  sieben  Deciroalstellen ;  so  wird  aaf  der  Stialle  erbellen, 
dass  man  die  obigen  sechs  eilfziSrigen  Zablen  aus  den  Tafeln 
auf  folgende  Art  ausschreiben  und  dann  zu  einander  addiren*muss : 

15%  9431313 
1%  4400213 
1,4217167 
0, 0888673 
0,0071086 
0,0003554 


oder  kürzer: 


173,9011906 

159,9431313 

1^  4400213 

1  4217167 

0888673 

4)71066 

03554 

173,9011906^ 

Wenn  der  Nenner  grösser  ais  9000  ist,  so  liefern  die  Tafeln 
diQ  Mantissen  der  Decimalbrüche,  weil  hier  die  drei  ersten  Ziffern 
hinter  dem  Komma  Nullen  sind,  von  der  vierten  OecimaUtelle 
oder  der  vierten  Stelle  hinter  dem  Komma  angefangen,  so  dass, 
wenn  etwa  der  Bruch 

678 

%49 

in   einen  Decimalbrnch  bi«$  avC  sieben  Deciroatziffern  verwandelt 
werden  sollte,  die  Rechnung  folgende' Gestalt  annehmen  wfirde: 

0,0609199 

71073 

8123 


«,0688395 
Die  wirkliche  DMsion  fiefert 

0,06883947 

also  bis  zur  siebenten  Diksimalst^e  abgekürzt: 


!♦ 
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0,0688395 

ganz  übereinstimmend  mit  den  Tafeln.     Die  vollständigen  Zahlen, 
welche  die  Tafel  in  diesem  Falle  liefert,  sind: 

,  6091989034 

7107320540 
8122652046. 

Wenn  der  Nenner  kleiner  ist  als  1000,  so  ßlllt  aaf  der  Stelle  in 
die  Augen,  wie  man  sich  zu  verhalten  hat.    Wäre  z.  B.  der  Bruch 

5732 
■3?6 

in  einen   Decimalbrach   bis  zur  siebenten  Decimalstelle  zu    ver- 
wandeln, so  bedenke  man,  dass 

57325732 
376  ^8760*" 

ist,  und  hM  dann,  da  die  Tafeln  für  ötZä  ^*^  vollRt&ndigen  Zahlen 

1^297872340 
18617021277 
07978723404 
05319148936 

liefern,  offenbar  den  folgenden,  natfirlich  sogleich  in  dieser  Weise 
unmittelbar  aus  den  Tafeln  auszuschreibenden  Ansatz: 


* 

13,2978723 

1 8617021 

0797872 

063191 

Wenn  man 

15,2446607 

• 

5732   1433 

376  ""    94 

setzt,  was   bei  der  Rechnung  nach  den  Tafeln  hier  absichtlich 
nicht  geschehen  ist,  so  liefert  die  wirkliche  Division : 

16,2446808 

Wenn  der  Nenner  oder   Divisor  grüi^ser   als    10000  ist  und 
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daher  die  Gränse  der  Tafeln  ilbersteigt,  so  kann  man  sieb  natiir- 
lieh  nur  mit  N&herungen  helfen»  wobei  man  sich  verschiedener 
Methoden  bedienen  kann.  Herr  Picarte  giebt  das  folgende  ein- 
fache, von  ihm  zugleich  mehrfach  dnrcb  Beispiele  erläuterte  Ver- 
fahren an,  mit  dem  man  auch  gewohnlich  ausreichen  wird.  Es 
ist  nämlich 

a  a         n       a 


Ä  +  »      b     6  +  »'  b 
oder,  wenn  t  =  <^  gesetzt  wird : 


a  nc 


flC 

wo    7— s —  meistens  eine  nur  sehr  kleine  Correction  des  Werthes 
w  +  w 

c  ist.     Wäre  z.  ß.  der  Bruch 

674 


513922 
in  einen  Decimalbruch  zu  verwandeln,  so  hätte  nian 

a=674,    6=:513900,    «  =  22 

zu  setzen,  wo  dann 

674 
c  = 


513M)0' 

und  folglich  nach  obiger  Formel: 

674    _    674  22         674 

513922  ~"  513900  ""513922 '  513900 

ist;  man  wird  also 

674 
c  = 


513900 
mittelst  der  Tafel  und  dann  die  Correction 

22. c 
513922* 

die  immer  nur  sehr  klein  sein  wird,  durch  wirkliche  Division,  oder 
auch  bloss  den  annährend  för  diese  Correction  zu  setzenden  Bruch 

22. c 
513900 

mittelst  der  Tafel  berechnen,  was  häufig  hinreichend  sein  wird. 
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Verlangen  wir  obigen  Bruch  bin  auf  acht  Decimalateüen»  so  lielei 
uns  die  Tafel  för  den  Nenner  5139  mit  dem  Zähler  674  die  fol 
genden  vollständigen  Zahlen: 

11675423234 
13621327106 
07783616489 

also,  weil  wir  acht  Decimalstelleo  verlangen: 

c  =  /  0>001 16754 
)  13621 

0778 


( 


0,00131153 
22 

262306 
262306 


5139*22  I  0,02885366 
2509610 


0,000000056 


3157560 


0,00131153 
—0,00000006 

®^L  =     0,00131147 


513922 


Die  wirkliche  Division  giebt: 

Weitere  Correctionen  könnte  man  auf  folgende  Art  bereohne 
Man  setze  nach  und  nach: 

a 

a  nc    , 


b  +  n  b-t-n ' 

nc        , 
-6=*-' 


nc  ,        nc' 

c'  — 


Ä  +  n~''  "^Ä  +  n' 


lUtrmrmUr  BiTtclu  t'XLY. 


H-«"'     4  + 


4  +  » 


WO  die  Grüssen  c,  c',  c", 
Tafeln  berechnet  werden  L 
oder  additiven  Cotrectioner 


, .  sämmtlich  bloss  mittelst  der 
,  die  beizufügenden  subtractiven 
immer  kleiner  werden. 


Eine  Anzeige  wie  die  vorliegende  kann  natürlich  nirht  darauf 
berecbnef  sein,  ihren  Gegenstand  zu  erschilpfen,  weshalb  wir 
(tns  mit  den  obigen  Erläuterungen  der  bei  dem  Gebrauche  der 
Tafeln  anzuwendenden  [Vlethode,  die  natürlich  noch  ciele  Abkür- 
zungen zulässt,  welche  Jeder  leicht  selbst  finden  wird,  begnügen 
müsse».  Auch  enthält  die  den  Tafeln  vorangeschtckte  Einleitung 
alles  Erforderliche  zu  der  Erklärung  derselben. 

Ausser  dieser  Divisionstafel,  welche,  wie  schon  erinnert,  bei  Wei- 
tem den  Haupttheii  der  Tafeln  ausmacht,  enthalten  dieselben  noch  : 

2<*.  Cne  Table  de  lugarithmes  en  deux  pages,  qui  permet 
de  trouver  avec  neuf  deciinales  exactee  les  logarilhmes  de  nombres. 

3».  Une  Methode  pour  caiculer  les  logarithmes  depuis  100000 
jusqu    3  lOlOUU; 

über  welche  xwei  werihvolle  Zugaben  wir  uns  jednch  hier  der 
Bescfar.^nktbeit  des  Raumes  wegen  nicht  weiter  verbreiten  kunnen, 
die  Leser  aber  auf  dieselben  aufmerksam  r 
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Wir  sind  der  Meinung,  da8s  Herr  Pi carte  mit  diesen  scho- 
nen, auch  äusseiiich  in  der  trefflichsten  Weise  ausgestatteten 
Tafeln  der  Wissenschaft  ein  sehr  werthvolles  Geschenk  gemacht 
hat,  und  würden  ganz  die  Worte  unterschrieben  haben,  mit  denen 
die  Herren  Mathieu,  Her  mite  und  Bienaym^  (rapporteur) 
ihren  der  Pariser  Akademie  erstatteten  Bericht  schÜessen : 

„Nous  proposons  donc  ä  TAcad^mie  de  remercier  M.  Picarte 
de  8a  communicution ,  et  de  Tencourager  ä  publier  sa  Table  de 
division." 

Wir  haben  kurzlich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  (Literat. 
6er.  Nr.  CXLU.  8.2.)  gesagt,  das»  die  mathematischen  und  Na- 
tur-Wissenschaften im  eigentlichen  Sinne  Weitwissenschaf- 
ten seien.  Das  sehen  wir  io  der  erfreulichsten  Weise  auch  aa 
diesem  ausgezeichneten  Werke,  dessen  Verfasser  am  Ende  des 
kurzen  Vorworts  sagt: 

„Le  gouvernementdu  Chili,  tou jours  disposö  a  encourager 
lejs  travaux  scientiflques,  s'est  empresse  de  souscrire  ä  Fouvrage 
pour  trois  cents  exemplaires.'' 

„Une  souscription  publique  s'est  ouverte  spontanöment 
ä  Chili  pour  faciliter  Fimpression  de  rouvrage.*' 

Also  auch  in  den  entferntesten  Gegenden  der  Erde,  weit  drü- 
ben über  dem  Ocean,  werden  die  mathematischen  Wissenschaften 
in  jeder  Beziehung  gepflegt  und  gefördert;  sie  sind  in  Verbindung 
mit  den  Naturwissenschaften  wahre  Weltwissenschaften! 

Möchte  es  uns  gelungen  sein,  durch  vorstehende  ausfürlichere 
Anzeige  die  Aufmerksamkeit  der  Leser  auf  dieses  ausgezeichnete 
und  in  jeder  Beziehung  nützliche  Werk  zu  lenken,  und  sein  treff- 
licher Verfasser,  Herr  Picarte,  für  die  grosse  auf  dessen  Aus- 
arbeitung verwandte  Mühe  durch  die  grüsste  und  weiteste  Ver- 
breituDS:  desselben  eiuigermassen  belohnt  werden.        Grunert 


Geometrie. 

Euklid's  acht  geometrische  Bücher  aus  dem  Grie- 
chischen übersetzt  von  Johann  Friedrich  Lorenz. 
Auf's  Neue  herausgegeben  von  Dr.  E.  W.  Hartwig,  Ober- 
lehrer am  Gymnasium  Frid.  zu  Schwerin  i.  M.  Halle. 
Waisenhaus.  1860.    S«. 

Es  ist  dies  eine  neue,  —  die  wie  vieFste,  wird  nicht  gesagt 
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(jiiii  ist  auch  aus  der  Vorrede  neni^steiis  nicht  genau  ersichtlich 
—  Aufgabe  der  liekaiinieri  Loreiiz'schen  üeberselzung  der  sechs 
ersten  Bücher  und  des  eiirten  und  zviritfteii  Buchs  der  Elemente 
des  Eukliden,  inid  tiei  eineru  allen,  tinmentlich  alleren  IVliitliema- 
tiltern,  so  durch  itnd  durch  hekannlen  und  in  freundliciier  ErinnC' 
ruiig  lebenden  Buche  kann  daher  von  einer  weiteren  Bes[irechung 
hier  natürlich  gar  nicht  die  Rede  sein.  Die  letzteren  Ausgaben 
sind  sonst  immer  von  Herrn  Ui)i{)e  in  Schwerin  besorgt  worden. 
Herr  Hartwig  hat  wiederum  tinen  Anhang  über  die  Berechnung 
der  Figuren  utid  Körper,  uUu  überhaupt  über  die  Anwendung  der 
Arilhmelik  auf  die  Geometrie  beigefügt,  wonach  &»  also  scheint, 
Aa»8  diese  Ueberselzung  der  acht  euklidischen  Bücher  auch  als 
Lehrbuch  der  ebenen  und  körperlichen  (jeumetrie  benutzt  wer- 
den soll,  wogegen  nalürlich  im  Giuizen  gar  nichts  zu  erinnere  ist 
Nun  hat  aber  Herr  Hartwig  die  Verbindung  dieser  Anwendung 
der  Arithmetik  auf  die  Geometrie  mit  der  reinen  euklidischen 
Geometrie  bloss  dadurch  hergestellt  oder  vielmehr  herzustellen 
gesucht,  dass  er  einige  Sätze  über  Zahicnproporlionen  vorange- 
stellt und  deren  Beweis  auf  den  Satz  gegründet  hat,  dass  in  jeder 
Zahlenpriijiortion  die  Produkte  der  äusseren  und  mittleren  Glieder 
gleich  sind  und  umgekehrt,  dessen  Ableitung  aus  den  euklidischen 
Sätzen  im  fünrten  Bncbe  natürlich  ungemein  leicht  iel,  und  sieb 
ganz  von  selbst  erglebt.  Üiiniit  ist  aber  nach  unserer  Meinung 
Tür  den  fraglichen  Zweck  wenig  oder  nichts  geleistet  und  gewon- 
nen. Aller  und  jeder  Anwendung  der  AiJlhmetik  auf  die  Geo- 
metrie liegt  unbedingt  und  ganz  und  gar  die  Lehre  von  den  Pro- 
portionen im  Sinne  der  Neueren  zu  Grunde,  welche  lediglieh 
auf  Tbeilung  beruht,  wogegen  die  Lehre  von  den  Proportio- 
nen im  Sinne  der  Alten,  so  wie  dieselbe  in  dem  fünften  Buche 
der  Blemente,  diesem  Meislerstficha  der  alten  Geometrie,  vorge- 
tragen und,  wie  jeder  wahre  Kenner  der  griechischen  Geometrie 
weiss,  von  allen  griechischen  Geometern  nur  in  diesem  Sinne 
angewandt  wird,  ganz  auf  Ver  vi  eU'aeliu  ng  beruhet.  Den  Neue- 
ren tritt  bei  ihrer  Proportions-  Theorie  aber  gleich  von  vorn  herein 
die  Schwierigkeit  der  loommensurabilität  entgegen,  welche 
aus  dem  angefilbrten  Grunde  in  der  alten  Geometrie  natürlich  gar 
nicht  in  Frage  kommen  konnte*),  und  diese  Schwierigkeit  ist  das 
eigentliche  punctum  saliens,  auf  welches  Alles  ankam  and  wel- 
ches Herr  Hartwig   vor  allen   Dingen   in's  Auge  fassen   mnsste, 

*)  Von  dem  lOten  Bunlie  der  Elemente,  wo  Euklid  die  tncommen- 
anrnbilität  ausfährlich  fnr  sich  in  höchst  «charfainiiigBr  nnd  lehrreicher 
We»E  behandelt,  \»t,  wie  sich  vhq  selbst  veritehl,  hier  Tür  jelst  aioht 
weiter  die  lledo.  •>••*•  nn' "-• 
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nenn  ülierhaupt  von  einer  Verbindung  jenes  nrilhinetischeii  Aii> 
hangü  mit  Her  reinen  euklidischen  Ueonietrie  die  Rede  sein  Bollle. 
Herr  Hartwig  mintste  also  vor  allen  Dingen ,  nach  gehiiriger 
ErlSuterung  des  Wesens  der  Proportion  im  Sinne  der  Neui 
zuert>t  im  Allgemeinen  zeigen,  dass  Urüe^Hen ,  die  im  S 
der  Allen  proporlionirt  »\\u\,  dies  uuch  im  Siniie  der  Neueren 
sind  und  umgekehrt,  wobei  er  denn  aehon  ganz  von  selbst  aufi 
die  ScfaiTierigkeil  der  Inuomiiienaurabililät  gekommen  sein,  untti 
lu  Busltihrlicher  BrUrterung  derselbepi  auf  ganz  nalürÜLfiem  Weg« 
Anregung  gefunden  haben  würde,  freilich  Erörterungen,  die  MfM 
nicht  hjktten  ganz  kurz  erledigen  lassen.  Dass  aber  hei'm  gee 
metrischen  Unterrichte  auch  auf  Schulen  dergleichen  Schwieriftii 
keiten,  wie  sie  nun  einmal  in  der  Geometrie,  wie  e.  B.  auch  ii 
der  Lehre  von  den  Parallelen,  vnrhanden  sind,  nicht  mehr  am 
gangen  werden  dürfen,  mit  denselben  nicht  mehr  Versteck  ge 
spielt  werden  darr  wenn  die  Schuler  an  wahrer  Einsicht  in  da»' 
inuerste  Wesen  der  Geometrie  nicht  sehr  namhafte  Einbuaa« 
erleiden  eiollen,  weise  jetzt  jeder  erfahrene  nnd  einsichtige  Leh-- 
rer  und  glebt  dies  gewiss  ohne  Weiteres  su.  Von  allen  di 
Dingen  ist  aber  in  dem  erwähnten  Anhange  gar  keine  Rede,  na» 
mentlich  in  h.lchst  auffallender  Weise  nicht  mit  einem  Worte  t 
der  Incommensurabililät,  was  uns  der  beste  Beweis  fär  eine  Ver- 
kennung des  wahren  Wesens  und  der  eigentlichen  Bedeutung  der 
Lehre  von  den  Proportionen  im  Sinne  der  Alten,  und,  —  diescf 
gegendber,  —  im  (iinnc  der  Neneren  zu  sein  scheint.  Auh  diesem 
liesichtspunktä  die  Sache  betrachtet,  scheint  uns  der  mebrer- 
wähnte  Anhang  eine  Kiemtich  müssii;e  Zugabe  ztt  sein,  denn 
durch  eine  in  jeder  Beziehung  sorgl^ltige  Erörterung  der  Coid- 
mensurabtlitfit  und  Inionmiensurabilität  können  die  Schüler 
einer  wahren  Einsicht  in  alle  diese  Dinge  geführt  werden.  Der- 
gleichen Erörterungen  sind  für  den  wirklichen  Erfnig  des  geomn- 
triachen  und  arilhinetiscben  Unterricht»  überhaupt  wichtiger,  als 
manche  Lehrer  jetzt  zn  glauben  scheinen,  namentlich  wichtige« 
als  viele  der  Probleme  und  Problenichen,  wie  sie  jetzt  den  Sehfl- 
lern  in  Unmasse  vorgelegt  zu  werden  pflegen,  wenn  wir  auch  i 
türlich  dieser  wichtigen  geometrischen  Geistes -Gymnastik  ihren 
sehr  wohl  begründeten  Werth  abzusprechen  nicht  im  EntferntesteD 
die  Absicht  haben  und  haben  können. 
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Wir  freueo  uns  sehr,  dasa  in  iieucrer  Zeit  Hie  f^ehre  von  rien 
Maximia  und  Mininiis  in  elementarer  Behandlung,  unti  die  Lösung 
vdii  Aurgaben  aus  diesem  Gehiete,  bei'm  mathematischen  Unter- 
richte eine  grössere  Beachtung  ündet,  wie  dies  früher  der  Fall 
gewesen  za  sein  scheint,  wozu  jedenralis  mit  das  von  uns  im  Li- 
terar.  Ber.  Nr.  CXXXVill.  angezeigte  verdienstliche  Buch  von 
Schellbach  in  erfreulicher  Weise  A nreguug  gegeben  hat. 
Was  der  Herr  Verfasser  der  vorliegenden  Schrift  in  der  Vorrede 
aber  den  Werth  solcher  Aufgaben  aln  Unterrichtsmittel  sagt,  ent- 
spricht ganz  unserer  eigenen  Ueberzeuguug,  und  wir  glauben  auch, 
dase  in  dieser  Schrift  den  Schulen  eine  recht  z »eck massige 
Sammlung  von,  besondere  Scbtvietigkeiten  übrigens  meistens 
nicht  darbietenden  Uebnngsaufgabeii  ans  der  in  Rede  stehenden 
Lehre  geboten  wird.  Der  Herr  Verfasser  hat  die  Aufgaben  nach 
der  Art  ihrer  Lüsting  in  zwei  Abiheilungen  gebracht,  nämlich 
L  Geometrische  Lüsung.  S.  1  — S.  19.  und  IL  Algebrai- 
sche Lösung.  S.  20 - S.  1'27.,  wo  schon  die  Seitenzahl  zeigt, 
dass  der  zweite  Theil  der  bei  Weitem  überwiegendere  ist.  In 
der  That  enthält  die  erste  rein  geometrische  Abiheilung  auch  im 
Ganzen  nur  eine  geringe  Anzahl  der  liekannlesteu  Sätze  und  Auf- 
gaben, und  BUS  der  Stereometrie  gar  nichts,  weshalb  wir  den 
'  ^«Bsch  nicht  unterdrücken  können,  dass  die  Sammlung  in  dieser 
~  ichhaltiger  wäre,  weil  ganz  besonders  die  rein  geometri- 

•  Behandlung  sich  bei  diesen  Gegenstünden  durch  Eleganz  und 

lurch  oft  überraschende  Einl'achheit  auszeichnet.  Ob  der 
r  Verfasser  laut  der  Vorrede  nicht  vielleicht  den  ansgezeicb- 

leren  Arbeiten  von  SIeiner  etwas  zu  wenig  Beachtung 
^schenkt  hat,  vvdlen  wir  dahin  gestellt  sein  lasben.  Aber  auch 
schon  in  der  trefflichen  Sammlung  geometrischer  Aufga- 
ben von  Meier  Hirsch,  sowohl  im  ersten  planiroetrischen,  als 
auch  im  zweiten  stereometrischen  Tfaeile,  würde  er  unter  der 
Ueberschrift:  Vom  Maximum  und  Minimum,  in  so  fern 
dieser  Gegenstand  zur  Elemciitar-Geome  trie  gehOrt, 
vieles  Treffliche  für  seinen  Zweck  gefunden  haben.  Ganz  vor- 
züglich aber  wollen  wir  bei  dieser  Gelegenheit  auf  das  leider 
fast  vergessene,  den  Liebhabern  der  feineren  Geometrie  aber  im 
höchsten  Grade  zu  empfehlende  Werk  von  L'Huilier:  De  re- 
latione  mutua  capacttatis  et  terminorum  figurarum, 
geomelrice  considerata.  Varsaviae.  1782.  2Sdpagg.  In 
4".  aufmerksam  machen,  von  dessen  Inhalte  der  genannte  scharf- 
sinnige Geometer   auch    einen  sehr  guten  Auszug   in  seiner  Po- 
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ie.  Geneve.  MVß.  \°.  unter  der  Ueberecbriftr 
aop4^ritne(rie  eUmenlaire.  p.  lOS— p.  124.  gel 
liefert  hat,  der  einem  Jeden,  dem  das  grössere  Werk  zu  weit 
geht,  vorzugik-h  eini>r..hlen  zu  »er.len  verdieiil.  L'HulIier  ea^ 
an  diesem  Urle  ttelbst  von  »einem  gröaseren  Werke  :  „i 
jiriiicipal  dans  la  com[>ot>ition  de  i^et  Ouvra;:;e,  ^luit  de  ^upplto 
sur  ce  point  aus  cuurs  ordmaires  d'El^meiis  de  Geometrie, 
de  d^terminer  dani«  chacune  des  ulaxses  de  ligures  qu'nn  y  tralt^ 
eelle  qui  juiiit  du  Minimum  de  conlour  avec  la  ni^nie  capacite,  ( 
r^iproquäment  du  maximum  de  capacitd  uvec  Ie  mönie  eontnnif 
Mais  jt  ce  but  principal  se  jnignit  un  but  secendaire.  Je  vouloit 
montrer  la  facilitä  avec  laquelle  [es  procedes  el^mentaires  peuveH 
s'apptiqiier  ä  la  decouverte  et  ä  la  demonatration  de  plusieurs  pro 
propnsitions  qu'on  k  coutume  de  traiter  par  les  ralcula  superieur»'' 
nas  ihm  nach  unserer  Meinung  iiiich  trefflich  gelungen  ist.  De 
iweite  nlgebraische  'J'heil  der  Schrift  des  HerrnMartus  i»t,  tri 
schon  erinnert,  viel  reichhaltiger  als  der  erste,  und  zerßillt  1 
folgende  Unterabtheilungen:  Der  lete  und  2le  Abschnitt  enth 
ten  die  algebraische  Behandlung  von  Aufgaben  aus  dem  Gebiets 
der  ebenen  und  körperlichen  Geoujetrie,  der  2le  Abschnitt  mit  b« 
sonderer  Rücksicht  auf  die  BehanitlLing  der  Differenz 
Quadratwurzeln;  der  3te  Abschnitt  enthält  die  Anwendung  trigo* 
nometrischer  Functionen,  der  ilte  und  5te  betreffen  die  Kegel- 
schnitte und  den  Inhalt  bei  denselben,  der  Gte  betrifft  transceii' 
dente  Gleichungen,  der  7te  kubische  Gleichungen,  der  Sie  «inige 
schwierigere  Auf^iaben.  Die  Methode,  nach  welcher  die  Aufgabea 
dieses  ziveiten  Theils  behandelt  worden  sind,  stimmt  mit  dei 
dem  obenerwähnten  Schetlbach'schen  buche  augewandten  iiberehi, 
und  ist  schon  in  unserer  Anzeige  dieser  verdienstlichen  Schrill 
etwas  näher  charakterisirt  worden,  insofern  dieselbe  nach  i 
Meinung  die  meiste  Aehnlichkeit  mit  der  elementaren  Metbodft 
von  Fermat  bat,  so  dass  wir  uns  also  hier  auf  jene  AnEeig« 
beziehen  können.  Mögen  sich  die  Lehrer  un  höheren  Unterrichts-' 
anetalten  das  Sehnlichen  des  Herrn  Martus  zur  Beachtung  era» 
pfohlen  sein  lassen. 
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UDbenbestimmuiigen.  II.  Ueber  Bonrdon's  Metallba- 
rumeter.  111.  Das  Klima  von  .\then,  nebst  p  häiio  logi- 
Hcheti  Notizen  und  Angaben  über  Alazinia  und  Minima 
der  Ve);etation  in  Attika.    Athen  1861.    Karl  Wilberg.  4». 

Auf  dem  tlassischen  Hoden  Griecbenlande  besitzt  die  Asfro- 
nomtf  schon  seit  fängerer  Zeit  einen  ihr  ge»idDieten  Tempel; 
die  Sternwarte  «ar  aber  nach  kurzer  Blüthe  in  Vergessenheit 
gerathen,  und  ward  nur  durch  die  Munificenz  ihres  hohen  Pro- 
tectorti,  Sr.  Ezcellenz  des  Herrn  Freiherm  Simon  von  Sina, 
Sr.  grieohimchen  Majestät  ausserordeiillicben  (>esandten  und  be- 
vollmächtigten Minister,  so  ireit  wiederhergestellt,  dass  sie  ihrer 
Bestimmung  zurückgegeben  n  erden  konnte,  wofür  die  Wissen- 
itchaß Herrn  Baron  von  Siiia  zu  dem  grüsslen  Danke  verpflich- 
tet ist.  Es  lag  in  der  Absicht  ihres  hohen  Protectors,  dass  bei 
der  Thätigkeit  der  Sternwarte  ausser  den  astronomischen  Arbei- 
ten auch  die  physikalisch-geographischen  Studien  des  Landes 
müglichste  Berücksichtigung  linden  sollten.  Im  December  1858 
jlbernahm  der  durch  treff liebe  Arbeiten  schon  hinreichend  be- 
kannte Herr  Julius  Schmidt  die  Direction  der  Sternwarte.  Das 
Gebäude  bedurfte  niehri'ucher  Reparaturen  und  überhaupt  war  die 
Anstalt  zu  eigentlichen  astruJiomischen  Arbeiten  noch  nicht  hin- 
reichend ausgerüstet,  su  dass,  um  keine  Zeit  zu  verlieren,  mit  dem 
rühmlichsten  Eifer  Herr  Schmidt  den  Entschluss  fasste,  sich 
vorläufig  hauptsächlich  uieleonilogischeii  und  überhaupt  das  Klima 
und  die  Topographie  Allika's  betreffenden  Arbeiten  zu  widmen. 
Erst  im  Frühling  1(460  konnten  die  astronomischen  Arbeiten  mit 
Nachdruck  begonnen  werden,  gestalteten  aber,  weil  die  Rechnun- 
gen viel  Zeit  erforderten,  noch  keine  Verüffentlichung.  Deshalb 
entschlos!;  sich  Herr  S.,  die  „Athenischen  Publicationen" 
in  zwei  Serien  herauszugeben,  deren  Iste  die  Resultate  der 
astronomiscben,  die  3te  die  Resultate  der  meteorologischen,  to- 
pographischen u.  s.  w.  Arbeiten  enthalten  soll.  Der  äasserlich 
sehr  schon  ausgestattete  erste  Thell  dieser  zweiteti  Serie  liegt 
uns  jetzt  vor,  und  hat  unsere  lebhafteste  Bewunderung  der  vielen 
Leistungen  erweckt,  mit  denen  Herrn  S.  in  verhältnissmüssig  so 
kurzer  Zeit  die  Wissenschaft  zu  beschenken  möglich  gewesen  ist 

Das  ganze  3U4  Seiten  unifassende  Werk  zerfallt  in  drei  Haupt- 
abtfaeilungen. 

Die  erste  Abtheilung.  Zur  Topographie  Griechenlands. 
(S.  1—  S.  111.)  enthält  die  über  ganz  Attika  und  die  Inseln  ver- 
breiteten Hühenmessungen,  sämmtlicfa  mit  der  grOssten  Umsicht 
und,  so  weit  es  die  nicht  selten  ungünstigen  Verhältnisse  irgend 
gestatteten,  mit  der  grüssten  Genauigkeit  ausgeführt. 
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Die  Bweite  Abtheilunp;  (S.  113 -S.  144.)  enthält  einen 
dritten  ausführlichen  Bericht  über  Bourdon's  IVIelallbaronieteT, 
deeaen  Studium  Herr  S.  sich  belcanntiicb  mit  dem  gnlssten  Eifer 
gevcidniet  hat,  und  bei  dessen  Beurfhellung  er  als  die  erste  Au- 
torität  zu  betrachten  ist*}.  Wir  begnügen  uns  hier  das  Resultat 
dieser  neueren  Untersuchung  über  das  jedenfailä  Beachtung  ver- 
dienende Instrument,  icie  folgt,  anzugeben.     Herr  S.  sagt; 

„Als  Resultat  der  fortgesetzten  Untersuchun};en  über  die  Me- 
tallbarometer lässt  sich  jetüt  folgendes  nach  meinen  ErfabrungM 
feststellen :  • 

Bourdon's  .Metallbarnmeter,  wenn  sie  wie  A^  und  A^  gut 
gearbeitet  und  mit  einem  Thermometer  versehen  sind,  geben  bcj 
Bühenmessiingen  vüllig  genügende  Resultate,  wenn  die  von  m^ 
auseinandergesetzten**)  Prüfungen  durchgeführt  werden.  Die  Zu- 
verlässig; keit  der  Resultate  findet  so  lauge  ungestört  statt,  als  nicht 
eio  heftiger  Stoss  oder  absichtliches  Schrauben  den  Zeiger  aus 
seiner  ursprünglichen  La^e  bringt.  Des  Künstlers  Aufgabe  ist  es, 
darüber  nactizudenkeu,  nie  den  ursprünglichen  Aeoderungen  in  der 
Spannung  der  Kapsel  vorzubeugen  «ein  »erde". 

Kein  Besitzer  eines  Metallbarometers  wird  bei  dessen  Ge- 
brauehe künftig  diesen  dritten  Bericht  des  Herrn  S.  eDtbehrOB 
küniien. 

Die  dritte  Abtheilung  (das  Klima  von  Athen  S.  145t- 
S.  3(M.)  zerlallt  in  folgende  Unterabtheilungen:  Reducirte  meteo- 
rologische Beobachlnngen.  Meteorologische  Notizen.  Ueber  die 
Fevchtigkeit  der  Luft  Vom  Lnftdrucke.  Erwärmung  der  Erde. 
Temperatur  der  (iewässer.  Mailr.ia  der  Vegelatiiin  in  Atlil»; 
und  enthält  des  Wichtigen  und  zugleich  allgemein  Interessanten 
sehr  viel,  der  letzte  Abschnitt  z.  B.  über  den  Oelbaum,  das  wicb- 
tigste  Product  Attikns.  und  die  Palmen. 

Wir  halten  dieses  ausgezeichnete  Werk  auch  für  sehr  wich- 
tig für  die  Alterthumsltunde.  Mag  sich  nicht  mancher  unter  unq^ 
namentlich  in  seiner  Jugend,  unter  dem  Ilissos  Gott  weiss  waf 
für  einen  grossen  rimian tischen  Strom  gedacht  haben,  und  wird 
sich  nicht  wenig  wundern,  wenn  er  auf  S. 284.  Folgendes  liest: 
„Der  sogenannte  Eluss  Ilissos  hat  zuweilen  Wasser,  nur  nicht 
im  SfKnmer,  denn  alsdann  ist  er  fast  gan£  verschwunden  bis  auf 

<)  M.  fl.   uii-ercn    Busfithrllclieren    Reriuht   über   Herni   Schmidt 
Leiitnngen  in  dieaer  BeKichnnjr  im  Ltternr.  Ber.  Nr.  CXXI.  S.  13. 
")  M.  ».  den  Bericht. 
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eioe  kleine  und  trübe  Lacbe  bei  der  Kullirbofi*),  wo  das  künst- 
lich verlierte  Bette  das  zudi  Wascbeu  uätbige  Wasner  sammelt. 
Fliesst  der  Ilissu8,  su  hal  er,  bei  einer  mittleren  Wassertiefe 
vnn  4  bis  1  Zoll,  die  Breite  von  einer  Spnntie  bis  zu  einem  Schritt. 
Fällt  starker  Regen,  an  kann  er  merkwürdig,  selbst  bedrohlich 
anschwellen,  und  dann  bildet  er  auch,  jährlich  etna  an  swei  Ta- 
gen und  von  sehr  ungleicher  Uauer,  einen  kleinen  trüben  Wasser- 
fall bei  der  Kallirboe." 

Müge  Jeder  vnn  diesem  mehrfach  interessanten  und  wiL-btigen 
Werke  selbst  Einsicht  nehmen,  und  möge  Herr  S.  in  seinem  be- 
wundernsneithen  Eiter,  die  Wiscienschaft  mit  neileren  IVlitthei- 
lungen  über  jenen  classischen  Bodon  zu  bereichern,  nicht  erkalten, 
dabei  auch  irk  jeder  Beziehung  die  kräftigste  UnteristGfzung  linden. 

Grunert. 


Vermischte  Schriften. 

Mittheilungen  der  iiaturforschend  en  Gesellschaft 
in  Bern  aus  dem  Jahre  1860.  K  r.  440— 408.  (8.  Utetar.  Ber. 
Nr.  CXXVII.  S.  15.,  wo  iu  Zeile  15  durch  einen  Druckfehler 
Nr.  424-539  statt  Nr.  424-439  gesetzt  worden  ist). 

M.  Hipp:  Ueber  die  Stürnn^en  der  elektrischen  Telegra- 
phen während  der  Erscheinung  eines  Nordlichts  (mit  einer  Tafel). 
Nr.  444-446.  S.  33. 

G.  Oth:     üeber  die  Rauehringe.     Nr.  444-446.  S. 37. 

Wild:  Ueber  die  Be^tiuimung  der  Lufttemperatur.  J\r.4S0 
— 454.  S.  91.  (Dieser  Aufsatz  enthält  viele  auf  sorgfältige  Unter- 
suchungen gestützte,  für  den  Gebrauch  des  Thermometers  und 
andere  meteorologische  Instrumente  wichtige  und  lehrreiche  Be- 
merkungen, namentlich  auch  unter  Nr.  II.  über  die  Aufstellung 
der  Thermometer  auf  den  nieteorologischen  Stationen,  weshalb 
wir  auf  denselben  besonders  aufnierksam  machen). 

Dr.  Georg  Sidler:  Ueber  einige,  astronomische  Erschei- 
nnngen  des  Jahres  1860.  Nr.  455-458.  S.  140.  (Neu  entdeckte 
Planeten.     Die  Comelen   des  Jähret«   1960.     Die  totale  SouDenSn- 


■)  Einu  Qaulle  im  lliix.«,  die  aun  i 
die  Anlagen  der  Plsialrntlden  nnd  die 
Jahrfaniiderle  lu  HrbennuD  itIhiiIiE. 


inem  FeUen  quillt,  wo  man  nnch 
Wiiuerleituo|rtui    der   folgandM 
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steriiiss  vom  18.  Juli,  vrorin  eine  Iturze  Relation  liher 
veTBcfaiedenen  Beobachtern  in  Spanien  aneeatellten  Beobtichtun- 
gen  gegeben  itnd  mit  den  Worten  geschlossen  wirij :  „Di  e  G 
achtungsergebnisise  der  Finsterniss  von  1^60  »cbei- 
neD  eher  (Qr  eine  physische  Kxlstenx  dieser  Gebilde' 
—  (ofimlich  der  Prot  übe  ranzen  u.  s.  w.)  —  „auf  dem  SonneK 
kürper  eü  sprechen"  nümücb  gegenüber  denen,  welche  di» 
selben  i^ern  zu  blossen  optischen  Erscheinungen  machen  milchten, 
worin  wir  Herrn  Sidler  vollkommen  beistimmen. 

H.  Schiff:  Historisch -kritische  Darstellung  dpr  Süurentheori^ 
Nr.  464 — 167.  S.  193.  (In  chemischer  Rücksicht  von  allgemeinen 
Interesse,  weshalb  wir  den  Aufsatz  hier  anfuhren). 

Wild:  Beficht  Über  die  Einrichtmig  meteorologisi 
tionen  in  den  Kantonen  Bern  und  Solotburn.  Nr.  46S,  S.  225: 
(Die  Stationen  sind:  Bern,  Saanen,  Inlerlaken,  St.  Beatenber^ 
Grimsel,  Faulhorn  und  Wasen  bei  Suniisivald.  Der  Bericht  ent"' 
hält  viele  sehr  einsicblige  praktische  Bemerkungen  über  Aufstel*^ 
lung  der  Instrumente^  über  die  Einrichtung  solcher  SlatJonen  fiberJ 
haupt  u.  s.  w. ;  alle  getroffenen  Einrichtungen  und  den  Beobachtern' 
(gegebenen  Instructionen  zeichnen  sieb,  wie  es  uns  scheint,  i 
Beriicksichtignng  der  zur  Disposition  stehenden  Mittel,  durch  bqj 
sondere  Einfachheit  und  Zweckmässigkeit  aus,  und  verdieD^ 
Nachahmung). 

Koch :  Meteorologische  Beobachtungen  von  Burgdorf  und 
Saanen  (Juni  bis  Oetober  1859),  ßurgdorf  (November  löSS  —  Man 
1859),  Saanen  und  Bern  (November  IS58  —  Juni  1860). 

Sitzungsberichte  der   königl.  Bayer.    Akade 
Wissenschaften  zu  Mönchen  (vergl.  Liferar.  Ber.  Nr.  CXL!¥t. 
S.  9.). 

1861.    I.  Heft  III.     Dieses  Heft  enthält  keine  zur  MatbenU^ 
tik  und    Physik   gebiirende    Aufsätze,    aber    eine    in   all  gern  «raW^^ 
naturwissenschaftlicher  Rürlcsiclit  sehr  interessante  grössere  Alb 


bandlung,  auf  die  wir  alle  Lehrer,  die  i 
nnterrichten  haben,  recht  dringend  aufm 

A.  Wagner:  Zur  Feststellung  di 
derer  Bezugnahme  auf  die  Ansichten  vi 
Geoffroy  und  Agassiz.     S.  316— 358. 

Die  Abhandlung  ist  selbst  ohne  viele  specielb 
Kenntnisse  sehr  wohl  verstSndlich,  und  deshalb 
zeichneten  Herausgeber  sehr  interessant  und  leli 


Naturgeschichte 
'ksam  machsn,  nliralich 


Artbegriffs , 
Nathuiiius,  I 


lit  besoiK 
orwin,  Iv. 


naturhistorische 
ucb  dem  unter 
reich  gewesen. 
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SitsuDgsberichle    der    kaieerlicbeii   Akademie  der 
Wisse nschaften  in  Wien  (Vg.  Literar.  Ber  Nr.  (^XLlll.  S.  6.). 


Band  XLII. 
immer  entliält  d 


nalurhlRtori seile  Abbat 


-  Abtheilung. 
Brbaiten  die  ivicbtigen  Wiener  SiUungs- 


Nr.  28.      Diese 
langen. 

Band  XLIII. 
Von  diesem  Bande  a 
berichte  eine  neue  Eiiirlublung,  indem  die  Berichte  der  niatbema- 
tisch-natarwLssenschaftlichen  Klasse  in  zwei  Abibeilungen  erschei- 
nen, deren  zweite  Abtbeilung 

die  Abbandlungen  aos  dem  Gebiete  der  Mathe- 
matik, Physik,  Physiologie,  Meteorologie,  phy- 
siscbec  Geographie  und  Astronomie 
enthält,  jedenfalls  eine  sehr  zweckmässige  Einricbtnng,  die  auch 
uns  erlaubt,  uns  von  jetzt  an  auf  die  Ansteige  dieser  zweiten  Ab- 
theilung zu  beschränken,  weil  dieselbe  vorzugsneise  alle  diejeni- 
gen Wissenschaften  enthält,  die  in  den  Kreis  unserer  Zeitschrift 
gehSren.  Wir  bemerken  dies  hier  ein  für  alle  Mal,  und  freuen 
ODS  sehr,  dass  die  Wiener  Akademie  auch  bei  dieser  Einrichtung 
das  für  unsere  jetzige  Zeit  im  Allgemeinen  so  überaus  wichtige 
Pitncip  der  Theilung  der  Arbeit  befolgt  uod  in  Anwendung 
gebracht  hat. 

Jänner  1861.  Aus  einem  Schreiben  des  österreichischen  Rei- 
ttonden  Herrn  Hauptmanns  Karl  Friesach  an  Herrn  Directoi 
Kreil.  S.  7.  (Enthält  Uübenmessungen  und  magnetische  Bestim- 
mungen in  Südamerika).  —  Reitlinger:  Ueber  die  Schichtung 
des  elektrischen  Lichts.  S.  15.  Vorläufige  Notiz  über  Lichten- 
berg'sche  Figuren  in  verschiedenen  Gasen.  —  Knochenhauer: 
üeber  den  Gebrauch  des  Luflthermometers.  S.  27.  —  Frisch: 
Resultate  mehrjähriger  Beobachtungen  über  die  Beiaubung  und 
Entlaubung  der  Bäume  und  Sträucher  im  Wiener  botanischen  Gar- 
ten. (Mit!  Tafel).  S.  81. —  Kreil:  üebet  die  täglichen  Schwan- 
kungen des  Luftdrucks.  S.  121.  —  Czermak:  Zur  objectiven 
Erklärung  einiger  sogenannten  subjeetiven  Gesichtserscheinungen. 
S.  163.  -  Brücke:  Ueber  Metallglanz.  S.  177.  -  v.  Littrow: 
Physische  Zusammenkunft  der  Asteroiden  im  Jahre  1861.  S.  193. 
—  Weiss:  Ueber  die  Abhängigkeit  der  Linieodistanzen  im 
Spectrum  des  Gases  der  Untersalpetersäure  von  der  Dicke  der 
durchlaufenen  Schicht.  S.  208.  —  Mach:  Ueber  das  Sehen  von 
Lagen  und  Winkeln  durch  die  Bewegung  des  Auges.  Ein  Bei' 
trag  zur  Psycbopbysik.    S.  215. 
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Vgl.  Lite 


(ünigl.  b'ihmischen  Gesell- 
en in  Prag.  Jahrgang  1861. 
,   Br.  Nr.  CXLII.  S.  9. 


Herr  Pierre 
tropfbar  fhia 


<l>rach:     Uebei 
siger   Leiter. 


den  LeitungBwi 
Zu  diesen  Unteisu- 


S.  17. 

chungen  i 

Widerstände  zu  coogtruiren  genülhigt,  welcber  zwar  kurE,  abet 
mit  hinreichender  Ueutlichkeit  beschriebe»  wird.  Mehrere  bemei> 
kenstverlhe  Resultate  haben  sich  aus  diesen  Untersn chungen  e^ 
geben,  wegen  welcher  wir  auf  den  Aufsatz  selbst  verweisen  mifs- 
sen,  und  als  eins  der  bemerkenswertheeten  nur  anrühren  tvollenl 
dass  bei  verdünnter  Schwefelsäure  der  Leitungswiderstand  von; 
verschiedener  GrOsse  gefunden  wurde,  jenachdem  die  ein-  oder 
ausgeschaltete  Schicht  an  der  Anode  oder  Kathode  sich  befand, 
und  zwar  fand  man  den  Leitungswiderstand  in  dem  an  die  Ka* 
thude  angränzeaden  Theile  der  Flüssigkeit  grösser  als  in  dem  as 
die  Anode  gränzenden.  —  Wird  bei  Anwendung  derselben  Strom- 
quelle (einer  Daniel'scben  Batterie  von  zwei  Elementen)  die  Strom- 
stitrke  durch  Verminderung  des  Gesamnitwiderstandes  vergrüsseifc 
so  wächst  auch  der  Unterschied  zwischen  beiden  vorerwähnten 
WideTBtSnden.  —  S.  29.  Herr  VVeitenweber  verlas  eine  brief- 
liche Mittbeilung  des  Herrn  P.  Zulauf  in  Saaz  über  ein  TOl 
ihm  dort  beobachtetes  Lichtph&nomen.  —  S.  35.  Herr 
Pierre:  Beschreibung  einer  nach  seiner  Angabe  con- 
struirten  Longitudinal -Wellenmascbi  ne.  —  S.  37.  Herr 
Karlinski:  Resultate  aus  den  magnetischen  Declins- 
tionsbeobachtungen  in  Krakau,  -  S.  60.  Herr  Dr.  Ma- 
wak:  Meteorologische  St 
stellen  in  grossen  Hohen  mehrfach  interessant,  (mit  Rficksicbt 
auf  Alexander  v.  Humboldt).  —  S.  90.  Herr  Nowak:  Krit 
scher  Commentar  zu  zwei  Kapiteln  aus  Arago's  nac 
gelassenen  Werken  über  das  Gewitter,  und  Schlua 
fnigerungen.  ' 


Programma 

deir  Accademia  delle  ecienze  dell'    Istituto  di  Bologna  pel  con- 
coTSO  al  premiü  Aldini  sul  Galvanismo  per  1'  anno  1862. 

l  muscoli  ed  i  nervi  della  rana  sono  sedt  dt  correnti  elettrichs,' 
le   quali    diedero    materia   a  due  stupende    Dissertaziooi,  premialft 
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da  quest'  Accademia,  ed  elaborate  dai  chmi  Proressori  Grimelli 
e  Cima  per  riationdere  a  due  temi  propoati  pe' concorsi  ai  premio 
Aldini.  Stando  roassimameDte  ad  una  recentissima  Pubblicazione 
'de!  Sig.  Budge,  Professore  nell"  Universilä  di  Greifsnald,  6 
isede  di  correoteellettrica  oella  rana  ancbe  la  pelle.  L' Accademia 
che  ha  »enipre  cercato  di  conoscere  ben  chiaro  ed  appurafo  quanto  . 
erasi  scoperto  in  f'atto  d'elettricttä  in  quell'  animale,  Don  puö  non 
cercar  di  cnuoecere  eziandio  quanto  e  stato  dipoi  sino  ad  ora 
suoperlo  intorno  al  niedesimo,  e  perciö  anche  quanto  puö  esser 
riferibile  all'  ultima  memoTata  corrente.     Propone  quiodi  il  seguente 

Q  u  e  s  i  t  o 

1°.  Esani'maTe  ed  esporre  cio  che  dai  tisici  e  dai  fisiologi  e 
etato  trovato  di  rilepaote  intoroo  alle  correnti  muscolari,  nervee 
e  di  contrazione  dellä  rana  dopo  le  sopracceiioate  Dissertazioni 
dei  Profeaaoti  Grimelli  e  Cima:  e  sopratutto  la  vera  impor- 
tanza  dello  stato  elettro-tonico  dei  nervi,  aaeai  grandc  secoado 
le  diligeiiti  ricerche  dei  Sig.  PflOger,  e  pressoch^  nulla  giusta 
il  parere  dei  sopradettu  Sig.  Budge:  e 

*2''.  Indagare  con  precise  e  concludenti  esperienze  se  vera- 
inente  nella  pelle  della  rana  si  manifesli  una  corrente  elettrica:  e, 
nel  casD  affermativo,  quali  sieno  le  leggi  di  questa  corrente:  se 
debbasi  o  no  riguardare  come  lenomeno  lisiologicoi  e  se  abbia 
veruna  attirienza  colle  altre  correnti. 

Desidera  l'Accademia,  che  dai  fatti  relativi  alla  raoa  non  si 
scompagnino  i  fatti  analoghi  talora  noti  riguardo  agii  altri  animali, 
na  che  vengano  anch'  essi  riferiti  e  discussi,  riunendo  coei  in  un 
tutto  solo  quanto,  in  relazione  all'  oggetto  in  discorso,  i  hen  co- 
noBciuto  ßnora  circa  all'  economia  animale. 


Si  retribuira  un  premio  di  lire  italiane  mille  all'  Autore 
dello  scritto  che,  colle  »uddette  avvertenze  e  condizioni,  presenti, 
a  giudizio  dell'  Accademia,  la  miglior  aoluzione  dei  proposto  tenia. 


Le  Memorie  per  questo  Concorso  dovranno  pervenire  franche 
a  Bologna  entro  il  mese  di  Dicembre  milleotlocentosessantadue 
con  questa  pr«cisa  indirizzo  =  AI  Segrelario  dell'  Accademia  delle 
Scienze  dell'  Istitato  di  Bologna  ^:  un  tale  termine  e  di  rigore, 
e  percio  non  sarebber  ricevute  pel  Concorso  le  Memorie  ehe 
ginngegsern  al-l' Accademia,  spirato  l'  ultimo  di  deü'  indicato  meae. 
Uovranno  essere  scritte  o  in  italiano,  o  in  latino,  o  in  francese, 
e  in  caratteri  facilmente  leggibili.     L'Accademia  richiede  la  mag- 
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giore  eeatteBia  Delle  eitazloni  di  Opere  stampate,  e  la  mag- 
giore  atttenticitlt  ne'  docoiAeotl  in  iscritto,  che  agii  Antori  torni 
di  mtmziovaxe  m  prova,  o  confoito  di  loro  asserzloni.  Ciascim 
'eoncorrente  dovrä  coiitrassegnare  con  un'  epigrafe  qaalsiaBi  la 
8oa  Hemoria,  ed  accompagiiare  queata  d'  una  scheda  soggeüata, 
la  quäle  racchiuda  il  nome,  cognome  ed  indirizzo  di  lui,  ed  abbia 
Hpetuta  air  esterno  la  predetta  epigrafe.  I  eoncorrenti  avranao 
tutta  la  cara  di  non  farai  conoacere;  poieh^  quegii,  che  per  qualehe 
eepressione  della  sua  Memoria,  o  in  qualsivoglia  altra  maniera  n 
faoease  coDüaeere,  verrebbe  esoluso  dal  Concorao.  Spirato  II  ae- 
pradetto  termine,  e  succeduto  il  giudizio  delle  Memorie  di  Con* 
corso»  secondo  1'  analogo  Regolamento  delF  Accademiar  verrä 
aperta  la  sola  scheda  della  Memoria  meritevole  del  Premio,  e  del 
premlato  si  pubblicherä  tosto  il  Dome. 

Bologna  dalla  Resideoza  delP  ktituto  il  di  23  Gingnö  1861. 

IL  F.  F.  di  Presidente 
Prof.  Cav.  GioFaiioi  Battista  Fabbri. 

II  Segretario 
Dott  Domenico  Piani. 


Mathenmtlsclie 
lind  physikalische  Bibliographie. 


Systeme,    IjeluF-  und  Wörterbüclier. 

L.  Horrniann,  Mathematisches  Würlerbuch.  15.  his  17.  Lief. 
gr.8»   geh.  Berlin.  ä20Ngr. 

A.  Uülty,  Dießetvegungals  Priiicipder  mathcmatieclieii  Grund- 
begriffe, gr.  b".  geh.  Gütliiigen.  I6i\gr. 

Sigel,  Afithmeli^cher  und  geomeltischer  Anschauurigs-Uotet- 
richt,  verbunden  init  dem  ersten  Cnterricht  im  Zeichnen.  8".  geh. 
Tuttlingen.  10  Ngr. 

Arlthmetlh. 

S.  K.  Lacroix,  Trait^  ^lementaire  de  caleul  diffi^rentiel  et  de 
calcul  integral.  ti°  Edition,  revuo  elaugnientee  de  notes  par  H«rmi  te 
etJ.Ä.  Serret.  Tome  l"^.  Paris.  8".  MitSTaf.  Preis  i.9Bde.5Tblr. 

Todhunter,  A  History  of  the  Progress  ol'  the  Calcalns  of 
Varlations  duringthe  NiNcteenth  Century.   Lond.  8".  4Thtr.24Ngr. 

J.   Wencfe,    Die  Anthmefik.     Ein  Handlinth   Tür  Schüler  ge- 
werblicher Lehranstalten,     gr.  8".     Leipzig.     7^  Ngr, 
Geometrie. 

F.  Grelle,  Analytische  Geometrie  der  Ebene,  sr.  8**.  seh. 
Hannover.     -1  Thlr. 

The   Quadrature    o(  the    Circle.      t;orrespoiidence  between   an 
eminent  Matheniatidan  and  James  Smith.  Lond.  8".  4Thlr.6Ngr. 
Trigoa  am  etrle . 

J    Dieiiger,  Handbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie mit  zahlreichen  Amvendungen  dprselbeii  auf  reine  u.iirali  tische 
Geom.,phyB.  Astronom:  etc.  -J.  Auü.  gr.a".  geh.  Sfuttg.  2Thlr.4Ngr. 
nechanlk. 

VV.  F.  Guichard,  Die  Grundgesetze  der  Dynamik,  gr.  8». 
geh.     Leipzig.     10  INgr. 

Prakttacbe    ntechnnik. 

H.  Bochet,  Mecanique.     Nouvelles  recherches  eiperimentales 
Kur  le  fruttement  de  glissemenl,  specialement  snr  des  rails  de  cliemiiis 
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Den  folgenden,  von  dem  Verein  deutscher  Ingenieure 
aus  Berlin  mir  zugesandten  Necrolog  eines  mehrfach  verdienten 
Lehrers  und  Schriftstellers  lasse  ich  gern  in  diesen  Literarischen 
Berichten  abdrucken.  Grunert. 

Am  15.  Februar  1861  starb  zu  Bunzlau  der  ehemalige  Lehrer 
am  Künigl.  Gewerbe -Institut 

Professor  Ferdinand  Wolff 

im  58.  Lebensjahre.  Während  25  Jahren  lehrte  er  an  dieser  An- 
stalt,  wo  viele  der  Mitglieder  unseres  Vereins  seine  Vorträge 
gehurt  haben. 

Die  folgenden  Notizen^  die  wir  über  das  Leben  unseres  ver- 
ewigten Lehrers  hier  vorlegen^  sind  hauptsächlich  aus  einer  Mit- 
theilung  geschupft ,  mit  welcher  uns  die  Frau  Professorin  Woiff 
auf  unsere  Bitte  erfreuet  hat. 

Carl  Ferdinand  Leberecht  Woiff  wurde  am  3.  Mai  1803 
zu  Berlin  geboren.    Seinen  Vater ^  welcher  Beamter  war,  verlor  er 
früh;  auch  seine  Mutter  starb ,  als  er  noch   ein  Kind  war.     Eine 
•    Freundin  der  Mutter  leitete   seine  Erziehung.    Als  Knabe  zeigte 
"    er  viel  Neigung  und  Talent  zur  Musik ;   er  entschloss  sich  Musiker 
k    zu  werden,  betrieb  das  Studium  der  Musik  mit  grossem  Eifer  und 
-    arbeitete  darauf  hin,   später  in  die  Künigl.  Kapelle  einzutreten. 
Diesen  Plan  verfolgte  er  bis  zum  18.  Lebensjahre ;  da  trat  ein  ent- 
scheidender Wendepunkt  ein;   er  machte  die  Bekanntschaft  eines 
jungen  Mathematikers ^  von  dem   er  in  die  Elemente  der  Mathe- 
matik eingeführt  und  fiir  diese  Wissenschaft  begeistert  wurde. 

Thl.  XXXVII.  Hf  t.  2.  2 
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Seines  Berufes  sich  bald  klar  «erdend,  wendete  Wolff  den 
mathcmalisclien  Discijdiiicn  sich  darjii  gärizlich  zu;  er  hürtc  die. 
Vorlesungen  des  Prof.  Lehmus,  erirarh  sieh  aber  als  Autodidakt 
später  den  grossen  Schatz  seiner  Kenntnisse.  Mit  welchem  Eifer 
und  nie  jrrossem  Erfolge  er  seine  Studien  hetrieb,  geht  am  sicher- 
sten daraus  hervor,  dass  er  schnn  am  1.  Octnber  ]8'J6,  also 
jugendlichen  Alter  von  23  Jahren,  als  Lehrer  der  Mathematik  aA 
das  1S22  gegründete  Königl.  Gewerhe-Inslitut  berufen  wurde 

Wolff's  literarische  Thätigkeit  beginnt  1830,  er  1 
beitete  ein  Lehrbuch  der  Arithmetik,  das  unter  dem  Titel  ..theo- 
retisch-praktische  Zahlenlehre"  im  Selbstverlage  des  Verfasser^ 
erschien.  Das  Werk  erlebte  bis  1856  4  Auflagen.  Ein  LehibucGf 
der  Geometrie  erschien  1S33,  die  7.  Auflage  wurde  ISGO  gedrucl 
Der  zweite  Theil  seiner  Zahlenlehre  erschien  1833  im  Selbstrc 
läge,  die  3.  Auflage  davon  1836.  Der  zneite  Thell  derGeometrii 
(Stereometrie)  kam  1833  im  Selbstverläge  heraus,  die  i.  Auflagfl 
erschien  1853.  Der  dritte  Theil  der  Geometrie  (analytische  Geo« 
metrie)  hatte  von  ] 833  bis  18J9  nur  2  Auflagen.  Sein  Lehrbuch  d« 
beschreibenden  Geometrie  ivar  eine  der  ersten  Bearbeitungen  diese« 
Gegenstandes,  die  in  Deutschfand  gedruckt  wurden;  es  erschieß 
1833,  die  zweite  Auflage  des  ganzen  Werkes  1847;  an  der  driften 
Auflage  hat  Wolff  noch  kurz  vor  seinem  Tode  gearbeitet,  er  bat 
das  Erscheinen  seines  Werkes  nicht  mehr  erlebt.  Ausser  jenen 
Lehrbüchern  schrieb  er  eine  kleine  Brochüre  über  Geldverlegen« 
heiten  und  deren  Abhülfe  1846. 

Die  Wolff  sehen  Lehrbücher  gehlJren  zu  den  verbreitetsteii 
Schriften  auf  ihrem  Gebiete,  die  Klarheit  der  Sprache  und  Prfit 
cision  der  Darstellung  sind  im  weitesten  Kreise  rühmlicbst  aner>' 
kannt;    sie  haben  ihren  Ruf  wohl  verdient. 

Am  19.  November  1835  wurde  Wolff  zum  Ktinlgl.  Professoj 
am  Gewerbe-Institut  ernannt,  den  1.  Juli  1851  etatsmässig  angestellt 

Wolff,  durch  seine  Thätigkeit  als  Lehrer  und  Schriftsteller 
zwar  vielfach  in  Ansprijch  genommen,  beschäftigte  sich  nicht  allei 
mit  den  mathemalischen  Disciplinen,  er  studirte  eifrig  alte  un 
neuere  Sprachen  und  beschäftigte  eich  mit  grosser  Vorliehe  ml 
der  Philosophie,  besonders  aber  mit  den  Naturwissenschaften;  dW 
Mathematik  war  ihm,  wie  er  oft  vom  Katheder  sagte,  auch  eine' 
r^atarwissen Schaft,  die  mathematischen  Wahrheiten  seien  auch  Katur- 
gesetze,  und  das  auf  diesem  Gebiete  als  wahr  und  nothwendig  Er- 
kannte erschien  ihm  wie  ein  aus  Versuchen  abstrahirtes  ^Naturgesetz. 

Wotff  sah  gern  jüngere  Leute  um  sich,  plauderte  mit  ihnen 
bei  seinen  Spaziergängen  in  dem  schonen  schattigen  Garten. 
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an  »eine  Wohnun<;  aiistiess,  wobei  er  jedoch  ein  Gespräch  über 
mathematiBche  Gegenstände  vermied. 

Wolffa  Thätiglteit  begann  zu  einer  Zeit,  wo  die  Technik 
allmälig  in  ein  iieuf^s  ätadium  ihrer  EiilH-icItelung  {^elreten  war, 
wo  Beulh's  segensreicher  EinHuss  fühlbar  wurde.  Man  hatte  die 
Bedeutung  einzehier  Wissenschaften  für  die  Technik  erfahren  und 
damit  dieNolhwendigkeit  der  wissenschafliichen  gründlichen  Durch- 
bildung des  Techniker»  erkannt.  Wolff  hatte  es  sich  zur  Auf- 
gabe gestellt,  die  mathematischen  Wissenscbaflen  dem  Techniker 
bequem  zugänglich  und  für  ihn  fruchtbar  zu  machen  ;  der  Schritt  von 
der  Erkenntniss  zur  .Anwendung  der  gewonnenen  Wahrheiten  sollte 
nach  ihm  ein  möglichst  kleiner  werden.  Von  diesem  Grundsatze 
ging  er  bei  der  Verfassung  seiner  Lehrbücher  aus ;  er  behandelt 
sein  Thema  gründlich  und  erschfipfend ;  aber  er  weiss  auch  durch 
geschickt  gestellte  Uebungsaufgaben  die  Anwendbarkeit  der  Lehr- 
sätze für  Fälle  der  Praxis  nutzbar  zu  machen  und  seine  Leser  in 
dieser  Richtung  anzuregen. 

Wolff's  Vortrag  war  ein  Spiegelbild  seiner  Schriften  ;  bewun- 
dernswerth  war  die  durchsichtige  Klarheit  in  der  Behandlung  sei- 
nes Gegenstandes;  er  wussle  mit  grosser  Schärfe  und  Präcisioa 
Alles  darzustellen,  wusste  die  Sachen  so  gcistvolf,  wie  einfach, 
wiederzugeben  und  dadurch  sehr  viele  Dinge  ihrer  Schwierigkeiten 
zu  entkleiden.     Dabei  war  seine  Methode  streng  wissenschafltich. 

Um  Lehrer  für  Techniker  zu  sein,  meinte  Wolff,  müsse  mark 
auch  mit  den  technischen  Arbeiten  etwas  vertraut  »ein  ;  er  erlernte 
deshalb  sechs  Handwerke,  arbeitete  viel  in  der  Werkstatt  deK 
Gewerbe-Instituts  und  fertigte  manche  sauber  gearbeitete  Gegen- 
ständCj  welche  seine  Familie  als  werthes  Andenken  jetzt  aufbewahrt. 
Im  Jahre  1S37  erhielt  er  vom  Institut  eine  Drehbank  zum  Geschenk. 

Die  angestrengte  geistige  Tbätigkeit  hatte  bald  einen  mäch- 
tigen nachlheiligen  Einfluss  auf  seinen  Kürper,  er  gönnte  sich 
zwar  in  den  Ferien  Erholung,  Hess  dann  die  Mathematik  auf  sich 
beruhen,  dichtete  und  componirte;  die  Musik,  welche  ihn  als  Knabe 
schon  erfreute,  gewährte  ihm  noch  Genuss  in  den  letzten  Lebens- 
jahren. Während  der  Ferienzeit  wohnte  er  häufig  in  dem  schö- 
nen Ilsenburg  am  Harze,  wo  er  sich  am  glücklichsten  fehlte.  Früh- 
zeitig stellten  sieb  bei  ihm  Leiden  ein,  die  sein  geistiges  und 
fcörperliches  Leben  drückten  und  ihn  nur  auf  kurze  Zeit  verlies- 
Ben,  wenn  er  allen  geistigen  Arbeiten  entsagte. 

Von  Ilsenburg  aus  hat  mancher  seiner  Zuhörer  eines  Briefes 
sich  7.11  erfreuen  gehabt,  er  kannte  seine  Schüler  und  nahm  viel 
Thcil  an  ihnen,  verlangte  aber,  da  er  selbst  so  viel  geleistet,  das» 
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auch  Andere  mit  aller  Energie  arbeiteten,  und  so  kam  es  denn,l 
daas  er  zuweilen  bei  den  cursorischen  Repetitionen  streng  verfuhr;,, 
glaubte  er  dann  aber  Jemand  wehe  gelhan  zu  haben,  bo  bat  era 
daa  mehrfach  durch  ein  paar  liehevolle  Zeilen  wieder  gut  gemacht. T 
Die  Herhstrerieii  1S52  hatte  VVoliT  in  Ilmenau  verlebt;  er  «rkrankte  ^ 
zu  Ende  derselben  und  konnte  mit  dem  Beginne  des  Semesters  ' 
nicht  in  Berlin  sein,  er  wurde  bis  zum  März  durch  Pror.  Rüber  [ 
vertreten.  Da  seine  Krankheit  nicht  gehoben  war,  fibeinabm  hie 
Prof.  Schellbacb  seinen  Unterricht  auf  mehrere  Monate.  I 
der  nahm  sein  Üehel  so  überband,  dass  er  vorläutig  jeder  ge 
gen  Thiitigkeit  entsagen  rousste  und  zunächst  nicht  daran  denk« 
konnte,  wieder  zu  doeiren. 

Im  Jahre  1854  den  1.  Juli  wurde  er  in  den  Ruhestand  versets 
er  zog  nach  Schleusingen  in  Thüringen,  verlehle  dort  vie 
und  gab  die  Hoffnung  nicht  auf,  dass  seine  Gesundheit  sich  retablt- 
ren  und  er  wieder  eine  Thätigkeit  als  Lehrer  aufnehmen  können 
würde.  Leider  ist  ihm  dieser  Wunsch  versagt  worden,  er  hat 
sogar  seine  literarische  Thätigkeit  aufgeben  müssen.  Manches, 
was  er  sich  noch  vorgenommen  hatte' zu  bearbeiten,  so  ein  Werk 
über  Mechanik,  das  ihm  lange  vorschwebte,  ist  nicht  zur  Aas- 
tührung  gekommen. 

In  den  letzten  drei  Jahren  seines  Lebens  wohnte  er  in  Bunz- 
lau,  eine  langwierige  Onterleibskrankheit  hatte  seine  Lebenskraft 
schon  längst  geschwücht ;  er  verstarb  am  15.  Februar  1861,  be- 
trauert von  seiner  Frau  und  seinen  drei  Kindern,  so  wie  Allen, 
welche  ihm  näher  gestanden  haben.  W. 


Mechanik. 


on  appendiee  si^ 


Element!  diMeccanicarazio 
principii  fondamentali  delle  Matematiclie  rii  Uomenicfl 
Cbelini,    delle   Scuole    Pie,    Professore    nell'    Univea^ 
sitä  di  Uologna.    Bologna,   Giuseppe  Legnani  Eilitorfl 


Je  weniger  dieses  im  vorigen  Jahre  erschienene  ausgezeicte 
netc  Werk  eines  der  scharfsiiinigsteD  italienischen  Alathematikq; 
bis  jetzt  in  Deutschland  bekannt  tiein  dürfte:  desto  mehr  baltal 
wir  uns  fi'ir  verpflichtet,  demselben  in  unseren  Literarischen  B^ 
richten  eine  etwas  ausführlichere  Anzeige  zu  widmen. 

Der  eigentlich  mechanische  Thcil  besteht  nach  einer  kurz«) 
Entwicketung  der  wichtigsten   allgemeinen  Grundbegriflfe  aus    dret^ 
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Büchern.  Das  erste  Buch  enthalt  die  Statik,  das  zweite 
Buch  die  eigentliche  Dynamik  und  das  dritte  Buch  ist  der 
Mechanilc  der  flüssigen  Körper  gewidmet. 

In  der  Statik  seht  der  Herr  Verfasser  von  dem  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  aus  und  lieneist  daseeihe  im  Ganzen  nach 
Duhamel,  die  Behandlung  der  auf  einen  Punkt  »irkenden 
Kräfte  ist  aber  eine  in  mehrfachec  Beziehung  ihm  eigenthümliche, 
ivobei  er  uferen  Gebrauch  von  den  in  dem  rein  mathemati- 
schen Anhange,  den  wir  nachher  weiter  besprechen  tverden, 
entwickelten  Sätzen  macht.  Hieran  schliesst  sich  die  Theorie 
der  parallelen  Kräfte  mit  interessanten  Bemerkungen  über  das 
Centruni  solcher  Kräfte,  worauf  dann  eine  elegante  Theorie 
der  Transformation  und  Zusammensetzung  der  Kräftepaare  folgt, 
die  wir,  eben  so  wie  die  nun  folgende  Theorie  der  an  einem 
starren  Systeme  wirkenden  Kräfte,  besonders  zur  Beachtung 
empfehlen.  Hauptsächlich  empfehlen  wir  aber  unseren  Lesern 
auch  die  Theorie  des  Gleichgewichts  veränderlicher  Systeme, 
insbesondere  des  Gleichgewichts  eines  Punktes  auf  einer  Fläche, 
der  Seilpolygone  und  Seilcurven,  der  Kettenlinie  als  eines  beson- 
deren Falls  hievoii,  der  Gleiehgewlchtsgestalt  der  Itotations- 
ßächen  mit  Anwendungen  auf  GewGlbe  u.  s.  w.,  der  elastischen 
Linie  u.  s.  w.,  wobei  wir  bemerken,  dass,  wenn  wir  uns  hier  auch 
der  Kürze  wegen  zur  allgemeinen  Bezeichnung  der  betreffenden 
Gegenstande  der  vorhergehenden  specielleren  Ausdrücke  bedient 
haben,  allen  diesen  Dingen  doch  eine  sehr  allgemeine  Behand- 
lung zu  Thell  geworden  iüt.  Den  Beschluss  der  Statik  macht 
eine  allgemeine  und  sehr  vollständige  Behandlung  der  Lehre  vom 
Schwerpunkte  mit  einer  grossen  Anzahl  interessanter  Anwendungen. 

Die  Dynamik  zerfällt  in  drei  Hauptabschnitte,  nämlich:  Be- 
wegung eines  Punktes,  Bewegung  eines  Systems  und 
Allgemeine  Mechanik,  d.  h.  die  allgemeinsten  Principien  der 
Statik  und  Dynamik.  Wie  gewöhnlich  unterscheidet  der  erste 
Abschnitt  freie  geradlinige  und  freie  krummlinige  Bewe- 
gung, und  Bewegung  auf  einer  Curve  und  einer  Fläche. 
Der  zweite  Abschnitt  handelt  zuerst  im  Allgemeinen  von  den  Prin- 
cipien, durch  welche  die  Verbindung  zwischen  der  Statik  und 
Dynamik  hergestellt  wird,  woran  sich  die  Theorie  der  Rotation 
um  eine  Axe  und  eine  sehr  instruclive  Theorie  der  Trägheits- 
momente anschliesst,  so  wie  die  weitere  Ausführung  der  Theorie 
der  drehenden  Bewegung  mit  vielen  dem  Herrn  Verfasser  eigeu- 
IhüiTilichen  Darstellungen,  die  Theorie  desStosses,  die  Theorie  der 
relativen  Bewegung  mit  Anwendungen  auf  den  Fall  der  Kürper  und  die 
Anw  endung  des  Pendels  als  Beweismittel  fiir  die  Rotation  der  Erde. 
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Der  dritle,  die  allgcmeiitsten  Principien  der  Me 
nik  betreffende  Abschnitt  ist  für  ans  von  ganz  liesonderem  In* 
teresse  gewesen,  und  wir  unterlassen  nicht,  denselben  der  Beaclt 
lung  unserer  Leser  ganz  besonders  zu  empfehlen,  da  dieselben 
sich  tiberzeugt  halten  liiinnen,  in  demselben  eine  eehr  schüng 
Darstellung  jener  allgemeinsten  Principien  der  Mechanik  zu  finden 
Den  Anfang  macht  natürlich  das  Princip  der  rirtuellen  G« 
achtvindigkeitcn ,  mit  einigen  speclelleren  Anwendungen  auf  dei 
Hebel,  die  ScbrauUo  und  die  Ableitung  der  allgemeinsten  B| 
dingungen  des  Uleichgewichts  aus  dem  genannten  Princip  TQ 
starre  und  biegsame  Systeme.  Ferner  iverden  aus  demselben  dt| 
allgemeinsten  Eigenschaften  eines  in  Bewegung  bcündllchen  Systemi 
abgeleitet,  die  dynamischen  Differentialgleichungen  von  LagraoB 
und  Hamilton  beniesen  und  noch  eine  andere  Form  dieser  Glsj 
chungen  betrachtet.  Hierauf  uendet  sich  der  Herr  Verfasser  i 
den  Principien  der  lebendigen  Kräfte  und  der  kleinsten  Wirkillil 
mit  deren  Anwendungen.  Eine  sehr  lehrreiche  allgemeine  Anle^ 
tung  zur  Berechnung  des  Effects  einer  Maschine  macht  den  B^ 
schluss  dieses  dritten  Hauptabt^chnitts  der  Dynamik.  , 

Die  Mechanik  der  flüssigen  Korper  zerlallt  in  H^drtf 
statik  und  Hydrodynamik,  in  Bezug  auf  tropfbar  und  itn^ 
debnsam  flüssige  Kiirper,  mit  vielfachen  Anvrendungei 
denen  natürlich  auch  das  Htihenmeseen  mit  dem  Barometer  bIüMi 
fehlt,  Alles  aber  natürlich  aus  allgemeinen  analytischen  Grundi 
gleichungen  abgeleitet. 

Wir  sind  durch  die  Natur  dieser  literarischen  Berichte  genDtbi^ 
genesen,  uns  auf  die  obige  Angabe  des  Inhalts  nach  seinen  Ha^t^ 
theilen  zu  beschränken.  Unser  Urtheil  im  Allgemeinen  stehen  trbi 
nicht  an,  dahin  auszusprechen,  dass  dieses  Werk  gauK  den  neae- 
ren  Fortschritten  der  Mechanik  entspricht,  und  sich  naiRenlliGb( 
wie  es  der  jetüige  Charakter  dieser  so  überaus  schönen  Wisse» 
schalt  fordert,  durch  grosse  Allgemeinheit  auszeichnet,  dabei  sbtf 
nie  unterlässt,  die  Anwendung  der  allgemeinen  Principien  an  1 
spielen,  ja  selbst  deren  Bedeutung  für  die  Praxis  zu  zeig«  ~ 
die  DarstelUtng  betrifft,  so  zeichnet  sich  dieselbe  durch  Einfae 
heit  und  eine  in  vielen  Beziehungen  sehr  geschickte  Verbindnt 
geometrischer  und  analytischer  Betrachtungen  aus,  wenn  anc 
nattirlich,  wie  dies  der  gegenwärtige  Zustand  der  Wissenschalt 
unbedingt  fordert,  das  analytische  Element  überall  in  den  Vorder- 
grund tritt.  Wir  sind  der  Meinung,  dass  unfer  den  neuer 
ken  Ober  Mechanik  dem  vorliegenden  eine  der  ersten  Stellen  ge- 
bührt, weshalb  wir  eine  (Jebertragung  desselben  ins  Deutsche 
geschickter  Hand  für  ein  sehr  dankenswerlhea  Unternehmen  halten 


würden.  JeilDiifHlIs  nürden  wir  darin  eine  Bereicherung  der  deut- 
schen LUcmtur  auf  dem  Gebiete  der  mecfiantschen  Wissenschaf- 
ten erkennen. 

Der  Anhang,  dem  der  Herr  Verfasser  den  Tilel;  „Sui  Prin- 
cipü  fnndamenfali  delle  IVlatematrche"  gegeben  hat,  wo- 
durch m.in  sich  aber  nicfit,  me  dies  leicht  der  Fall  sein  küniite, 
zn  einer  TaUchen  Ansicht  )iber  dessen  Inhalt  verleiten  lassen  darf, 
enthält  viele  interessante  Sätze  und  analytische  Ausdrucke,  die 
Behufs  der  Vereinfachung  des  Ausdrucks  vieler  in  der  Mechanik 
vorkommender  Gesetze  treffliche  Dienste  leisten,  und  niuss  in 
dieser  Beziehung  ebenfalls  der  Beachtung  der  Leser  empfühlen 
werden,  um  so  mehr,  weil  darin  viele  dem  Herrn  Verfasser  be- 
sonders eif^enthüniliche  Darstellungen  vorkommen.  Hier  müssen 
wir  uns  leider  mit  der  folgenden  allgemeinen  Inhalts -Angabe 
begnügen:  Della  dualitä  nel  modo  di  cssere  delle  quan- 
titik,  e  prineipio  corrisponden te.  —  Teoria  della.  com- 
poalKione  delle  linee.  Del  principin  della  Retta  risul- 
tante.  —  Teoria  della  composlr.ionc  delle  aree.  Capo  1. 
Della  projezione  ortogonale  ed  obliqua  delle  aree. 
Capo  II.  Dell  principio  dell'  Area  risultante.  ~-  TBo- 
zionl  rondamcntali  anlla  eur«-atiirn  delle  llnee.  —  Del 
FriDclpio  dl  praporzione  tra  Ic  «nantlf^  varialilll. 
(Verschiedene,  an  sich  ziemlich  einfache  arithmetische  Sätze,  die 
aber  bei  analytischen  Transformationen   oft  gute  Dienste  leisten.) 

—  Ubo  degl'  immaglnarll.  (Bekannte  Satze  und  Porraeln  ober 
imaginäre  Grössen  und  hyperbolische  Functionen.)  —  Primc  no- 
xloni  e  proprEetJt  fOBdamentall  delle  acKloni  conlehe. 

—  CIcloide. 

Möge  dieses  Werk  nochmals  den  Lesern  des  Archivs  recht 
sehr  zur  Beachtung  empfohlen  sein  und  sich  bald  ein  Uebersetzer 
desselben    finden!  Grunert. 


Des  ganz  nahe  verwandteu  Inhalts  wegen  verbinden  mr  mit 
der  vorhergehenden  Anzeige  sogleich  eine  kurze  Anzeige  der  folgen- 
den aitsgezeicfaueten  Schrill  desselben  verehrten  Herrn  Verfassers: 

Deterniinazlon  e  analitica  della  rotazione  de'  corpt 
liberi  secondo  i  concetti  del  Signor  Poinsof.  Memo- 
ria del  Prof.  Domenico  Chelini.  (Estrafta  dal  Vol.  X. 
delle  Mem.  dell'  Acc.  delle  Scienze  dell'  Instituto  di 
Bologna).     Bo  logna.  1860.    4». 

Poinsot's  scharfsinnige  Theurie  der  Drehung  ist  bekannt. 
Herr  Domenico  Chelini  fand,  wie  er  auf  S.  3.  selbst  sagt,  bei 
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dem  Studium  dieses  ^vahrtiaft  neuen  und  originalen  Werkes,  daas 
eich  der  algebraische  ThetI  auf  eine  leichtere,  kürzere  und  direc 
tere  Weise  entn-ickeln  liess,  als  von  seinem  berühmten  Urheb« 
geschehen  ist.  Zugleich  aber  ergab  eich,  dass  auch  der  Ausdruck 
der  Cosinus,  durch  welche  als  Functionen  der  Zeit  die  Lage  des 
Moblls  in  jedem  Momente  bestimmt  wird,  worin  die  definitive  Lö- 
sung des  Problems  enthalten  ist,  sich  in  überraschend  einfachei 
und  unmittelbarer  Weise  geben  liess.  Wir  halten  diese  schüii« 
Abhandlung  für  einen  sehr  wicbtii^en  Nachtrag  zu  der  berfihmlei 
Arbeit  Poinsot'e,  und  wtirden,  da  dief^e  letztere  in  Deutschland 
an  Herrn  ProT.  Sehe  IIb  ach  in  Berlin  einen  so  geeigneten  Ueben 
set^er  gefunden  hat,  wünschen,  dass  auch  die  vorliegende  Ahhandlting 
des  Herrn  Chelini  bald  einen  Uebersetzer  bei  uns  linden  müchte. 


Uie  Grundgesetze  der  Dynamik  von  W.  F.  Guischard. 
Leipzig.    Holfze.    J861.    8». 

Es  ist  eine  wahrhaft  bedauerliche  und  der  deutschen  Liteio* 
tur  nicht  wenig  zur  Schande  gereichende  Erscheinung,  dass  bei 
uns  immer  noch  Schriften  erscheinen,  die  auf  jeder  Seife  dit 
grijaste  Unwissenheit  in  den  elementarsten  mathematischen  Dia« 
gen  und  die  corruptesten  Begriffe  an  den  Tag  legen,  und  siofci 
doch  einfallen  lassen,  die  Wissenschaft  zu  reformiren.  üeberaol*. 
eben  Quark  hier  weiter  zu  berichten,  wird  man  uns  hoflfentlicK 
nicht  zumuthen,  weshalb  wir  auch  über  ein  vor  einiger  Zeit  er- 
schienenes, zum  Erschrecken  dickleibiges  physico-mechanico- 
astronomisches  Werk,  worin  in  der  angedeuteten  Beziehung  da». 
Ungeheuerlichste  geleistet  worden  ist,   ganz  geschwiegen  haben. 


Astronomie. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apostolischen  Majestät  auf  Öffent-' 
liehe  Kosten  herausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  Di- 
rector  der  k.  k.  Sternwarte.  Dritter  Folge  zehnter  Band.' 
Jahrgang  1860.     Wien.  1S6I.     8°. 

Der  Jahrgang  1859  dieser  so  fiberaus  verdienstlichen,  im  rege). 
massigsten  Fortschritt  begrifTenen  Annalen  ist  im  Literar.  Bericht 
Hr.  CXLL  S.  12.  angezeigt  worden.  Für  die  Beobachtungen  am 
Meridiankreise  ist  die  Anordnung  des  Druckes,  welche  in  letzte- 
rer Zeit  mancherlei  Aenderungen  erfuhr,  in  sehr  zweckmässiger 
Weise  von  dem  vorliegenden  Bande   an  eine  delinitive  geworden. 
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Yvelche  fortan  beibehalten  werden  wird.  Dieselben  waren  den 
Herren  AIN,  Wciss^  Uornstein  und  Murxnann  überwiesen. 
Die  auch  in  diesem  Jahrgänge  wiederum  überaus  fleissigen,  voll« 
ständigen  und  verdienstlichen  Planeten-  und  Cometen» Beobach- 
tungen am  Refractor  von  sechs  Zoll  Oeffnung  fielen  ganz  Herrn 
Hörn  stein  anheim.  Die  gleichen  Beobachtungen  am  vierzölligen 
Refractor  waren  den  Herren  Murmann  und  Lowy  anvertraut.. 
Di»  Zonenbeob^chtungen  am  Mittagsröhre  bilden  eine  ungeän- 
derte  Fortsetzung  der  früheren  Publicationen,  und  rühren  noch  aus 
der  Zeit  her,  wo  Herr  Oeltzen  mit  diesen  Beobachtungen  betraut 
war.  Die  meteorologischen  Beobachtungen  für  1859,  Tafeln  zur 
Reduction  der  Zonenbeobachtungen  und  eine  Uebersicht  der  Zonen 
bilden  den  Schluss  des  vorliegenden  Bandes ,  und  liefern  einen 
neuen,  sehr  erfreulichen  Beweis  von  der  unausgesetzten,  auf 
bestimmte  Ziele  gerichteten  Thätigkelt  der  Wiener  Sternwarte 
unter  der  Leitung  ihres  schon  so  vielfach  verdienten  Directors. 

In  der  angeführten  Nummer  des  literarischen  Berichts  haben 
wir  zugleich  hingewiesen  auf  die  wichtige  Publication  der  älteren 
meteorologischen  Beobachtungen  an  der  Wiener  Sternwarte  von 
1775  bis  1855,  welche  unter  der  Leitung  der  Herren  v.  Littrow 
nnd  Hornstein  auf  öffentliche  Kosten  begonnen  hat,  und  von 
Neuem  höchst  rühmliches  Zeugniss  ablegt  von  dem  Eifer  und  der 
Bereitwilligkeit,  womit,  keine  Opfer  scheuend,  von  der  österrei- 
chischen Regierung  die  exacten  Wissenschaften  in  jeder  Weise 
gefördert  und  unterstützt  werden,  was  in  ganz  Deutschland  mit 
dem  lebhaftesten  Danke  anerkannif  und  gewürdigt  zu  werden  ver- 
dient. Der  zweite^  364  Seiten  starke  Band  dieser  Beobachtungen 
liegt  uns  jetzt  vor,  schliesst  sich  unmittelbar  an  ^en  ersten  (siehe 
Literar.  Ber.  Nr.  CXLI.  S.  13)  an  und  umfasst  die  Jahre  1797-1809. 
Als  Ergänzung  zu  den  früheren  Beobachtungen  ist  in  einem  An- 
hange das  Tagebuch  über  Richtung  und  Stärke  des  Win- 
des vom  3.  Februar  1754  bis  31.  December  1790  und  vom 
9.  Februar  1793  bis  31.  December  1797  mitgetheilt  worden. 
Möge  es  den  Herren  Herausgebern  gelingen,  auch  dieses 
verdienstliche  Unternehmen  bald  mit  rüstiger  Kraft  zu  Ende  zu 
fuhren ! 


Physik. 


Die  Fluorescenz  des  Lichtes.  Vorgetragen  von 
F.  J.  Pisko,  Lehrer  der  Physik  an  der  Communal-Ober- 
Realschule  auf  der  Wieden  und  an  der  damit  in  Ver- 
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hiDilang  Rtchenden  GeirerbeRchule  in  Wien.  Mit  in 
Text  aurgcnonimciien  Holzschnitten.  Wien.  Gc 
)861.     8fi. 

Diese  Sclirirt  ist  als  eine  crnciterle  Ausj^abe  eines  Schul- 
lirogramms  lier  Wicdner  Comnninal-Oljer-Realschitle  in  'Wie 
tut  üaa  Schiiljalir  1S30  — 60  zu  betrachten.  Jedenfalls  war  ei 
vollständige  und  ausführlichere  Behandlung  der  merkwürdigen  l 
scheinun(;en  der  „Fluorescenz  des  Licht'es"  eine  sei 
zweckmSHStge  Aufgabe  liür  ein  Schulprograniui.  Der  Gegenstail 
jiestaltet  für  jetzt,  da  eine  vullslündig  ijenügende  theoretiscl 
Erklärung  leider  nocb  nicht  gegeben  werden  kann,  vorzi 
eine  experimentelle  Behandlung;  die  dazu  erforderlichen  App 
rate  sind  aber  im  Ganzen  so  einfach,  dass  sie  von  einem  Jedel 
der  sich  für  diesen  merkwürdigen  Gegenstand  inleressirt,  I 
beschafft  werden  lvr)nnen,  die  Versuche  selbst  gestatten  " 
der  grossen  Mannigfaltigkeit  der  anwendbaren  Stoffe  eine 
vielliilliguDg  in's  Unendliche,  und  geben  auch  zur  Verwerthun 
chemischer  Kenntnisse  in  sehr  lehrreicher  Weise  Veranl&ssunj 
Der  Herr  Verfasser  hat  daher  seiner  Schrift  ganz  mit  Recht  it 
"Weitem  vorzugsweise  einen  experlmeiiletlen  Charakter  gegebc 
und  nur  in  der  Kürze,  aber  doch  mit  hinreichender  Deutlichkel 
in  dem  Abtchntttc  111.  S.  91.— S.  100.  vorzugsweise  die  von 
kes  und  Eiseulohr  gegebenen  ErklSrungeu  erläutert. 
Abschnitt  I.  enthält  die  Haupt-  oder  Fundamentai-Lebien 
der  Fluorescenz  nach  folgeiiilcn  Rubriken:  A.  Grundversuch 
mit  dem  8onneidichtkegel  oder  mit  gesamuielteni  Sonnenlichte 
B.  Geschichtliche  Rückschau  bezüglich  der  vorigen  Fundament^ 
Beobachtungen  und  versuchte  ErklSrangen.  C.  Grundversuche  ii 
einfarbigen  (homogenen)  Lichte  oder  im  prismatischen  Farbenbild 
im  Sonnenlicht -Spectrum.  D.  Grundversuche  mit  durchsichtig« 
farbigen  Zwischenmitteln.  E.  Grundversuche  mit  künstlichem  Licbt^ 
Der  Abschnitt  It.  behandelt  die  wissene  chaftlichen  üntei 
suchungs-Methoden  und  deren  Hauptergebnisse, 
zwar:  A.  Spectoral- Methoden.  B.  ComplementSr- Methode) 
Stokes  und  Fluorescenz- Dunkelkammern.  C.  Allgemeinere  Ei 
gebnisse.  Endlich  handelt  Abschnitt  IV.  von  den  verschieden« 
sehr  interessanten  (auch  physiologischen)  Anwendungen,  die 
der  Fluorescenz  vorzüglich  von  Stokes,  Crookes,  Gladsto 
Brücke,  HelmhoHz,  Eisenlohr  und  Esselbach  gemacht 
worden  sind. 

Die  Versuche  sind  überall  sehr  deutlich  beschrieben  und  dnrcl 
trefflich   ausgeführte    Holzschnitte    erläutert   worden,    so    wie    difl; 
Schrift  sich  überhaupt  einer  ausgezeichneten  äusseren  AussiaftDn] 
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errreuel.  Die  Literatur  un<I  Geschichte  des  Gegenstandes  hat 
stets  die  sorgfalligate  Herucksichtigung  geruntlen;  jedoch  hat  der 
Herr  Verfasser  sich  keinesivegs  bloss  mit  der  Angalic  und  Erläu- 
terung fremder  Arbeiten  begnügt,  sondern  diese  interessante  Lehre 
auch  mit  einer  Reibe  nener  esperimcnteller  Untersuchungen  be- 
reichert, novon  namentlich  dieTabelle  iiufS.  41.~».  45.  einen  sehr 
erfreulichen  Beweis  liefert. 

Möge  der  Herr  Verfasser  ans  dieser  bezüglich  des  Umfangs 
der  Schrift  ziemlich  ausführlichen  Anzeige  ersehen,  mit  nie  vie- 
lern  Interesse  wir  seine  Schrift,  die  für  uns  selbst  sehr  lehrreich 
gcivesen  ist,  gelesen  haben.  Wir  empfehlen  dieselbe  allen  Leh- 
rern der  Physik  an  hüberen  Unterricbfs-Anstalten,  aber  auch 
allen  Liebhabern  der  Physik,  die  in  derselben  einen  reichen  Stoff 
2U  interessanten  leicht  ausführbaren  Versuchen  finden  werden, 
und  sind  fiberzeugt,  dass  man  sonst  nirgends  eine  so  ausführliche, 
zugleich  auch  zu  eigenen  weiteren  Untersuchungen  so  zweck- 
mässig anregende  Darstellung  des  interessanten  und  wichtigen 
Gegenstandes  finden  wird.  G- 


Vermischte  Sclu-iften. 

Annali  dl  Matematica  pura  ed  applicnta  pubblicat'i 
da  Barnaba  Tortolin'i  e  compilati  da  E.  Bett!  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini  a  Roma.    4»     (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIV.  S.  10.) 

Nr.  6.  (Novembre  e  Decembre  1860.).  Intorno  ad  una  pro- 
prietä  delle  superGcie  cutve,  che  comprende  in  se  come  caso  par- 
ticolare  il  tcorema  dl  Dupin  sulle  langenti  conjugate.  Nota  del 
Dr.  L.  Creniona.  p.  325.  —  Sopra  la  teorica  generale  delle  su- 
perGcie  curve.  Nota  del  Prof.  Enrico  Betti.  p.  336.  —  Sur  les 
covariants  des  formes  binaires  du  cinquleme  degre.  Par  M.  Mich. 
Roberts,  p.  340.  —  Sur  la  surface  parallele  ä  l'ellipsoide.  Par 
M.  A.  Cayley.  p.  345,  —  Sopra  due  proposizioni  di  Navier 
intorno  alla  curvatura  delle  curve  a  doppia  curvatura.  Nota  del 
Prof.  F.  Ohio.  p.  353.  —  Ricerca  fondaraenlale  per  lo  studio  di 
una  certa  classe  di  proprleta  delle  superficie  curve.  Memoria  del 
Prof.  F.  Casorati.  p.  363.  -  Pubblicazioni  recenti.  p.  379.  — 
Lettera  del  P.  Angelo  Secchi  al  Sig:  D.  B.  Boncompagni. 
(Betrifft  die  von  Hind  ausgesprochene  Meinung,  dass  die  Erde 
durch  den  Schweif  des  letzten  Cometen  gegangen  sei.)    p.  SSO. 
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I\]pnat$bGricht  der  Künigiich  Preussischcn  Akacle 
luiü    der  Wissenschaften    zu    Berlin.      Siehe    Literari- 
scher Bericht  Nr.  CXLIV.    S.  6. 

Mai  1861.    Dove:    Ueber  die  aus  dem  Drehungsgesetzc  fol- 
genden Bewegungen  des  Barometers  und  Thermometers  in  Nord- 
amerika uach  den  von  Herrn  Durgens  berechneten  Beobachtun- 
gen von  Toronto.     S.  472 — 475.  —  üov.e:    Beschreib^ing  eines 
Photometers.     (Wir  machen   auf  diesen   ausführlicheren   Aufsatz 
aufmerksam.    Das  von  Herrn  Dove  angewendete  Verfahren  hat 
vor  den  in  solchen  Fällen ^  wo  die  zu  vergleichenden  Lichtquellen 
verschiedenfarbig   sind,   oder   wenn  es   sich  um   die  Bestimmung 
der  Helligkeit  des  in  einem  gegebenen  Räume  zerstreu'teu  Lichts 
handelt,    endlich   wenn    die    Lichtmenge    gemessen   werden    soll^ 
welche  ein  sehr  kleiner  oder  uur  schwach  durchscheinender  Kör- 
per hindurch  lässt,    bisher  von  Bunsen,    Babinet,   Pouillet, 
Rumford,    Wheatstone  angewendeten    Verfahrungsarten    die 
Vorzüge,  dass  es  äusserst  empfindlich  ist,  auf  helle  und  schwach 
leuchtende,  gleich   oder  verschieden   farbige,  durchsichtige   oder 
undurchsichtige  Objecte  beliebiger  Grösse  in  gleicher  Weise  an- 
wendbar,  zur  Bestimmung  der  Lichtstärke  optischer  Instrumente 
ebenfalls  geeignet  ist,   dass  es  ganz  verschiedene  Messungsarten 
gestattet,   die   einander   gegenseitig  controliren,    endlich  dass  es 
vermittelst  eines  Instruments  erhalten  wird,  des  Mikroskops  näm- 
lich, welches  ohnehin  schon  in  den  Händen  jedes  beobachtenden 
Naturforschers  ist.)    S.  483 — 4Ö9.  —   Dove:    Ueber  eine  durch 
Photographie  hervorgetretene,  direct  nicht  wahrgenommene  Licht- 
erscheinung und  über  photographische  Darstellung  des  geschich- 
teten elektrischen  Lichtes.    S.  499— 501.  —  Dove:    1.  Ueber  Bio- 
ocularsehen  und  subjective  Farben.  2.  Ueber  den  Glanz.  S.  521  —525. 


Mathematische 
lind  physikalische  Blbiiographie. 


OeschlcUte  der  üatliematih  and  Fh^ilk. 

bliotheca  historicn- naturalis,  physico-chemica  et  mathe- 
matica.  Uerausg.  von  E.  A.  Zuchold.  11.  Jahrg.  l.HFt.  Januar 
—Juni  18fil.     gr.  8«.     Göltiogen.    8  Nfjr. 

G.  Friedlein,  (Jerberl,  Die  Geometrie  des  Boelhiu«  und 
die  indischen  Ziffern.  Ein  Versuch  in  der  Geschichte  der  Arith- 
metik,   gr.  8".     geh.     Erlangen.     12  Ngr. 

Arithmetik. 

Hm.  Fischer,  V.  Pukeux's  Untersuchungen  filier  die  alge- 
braischen Functionen.     Mit  29  HoUschn,     Halle.     8^     1  Thlr. 

Keueete  Scbrirteri  der  naturforschenden  Gesellscbart  in  Uan- 

'  ^g.    6.  Bd.    'i.  u.  3.Hrt.     Danzig.     4".     1  Thlr.  10  Ngr.  —  Inhalt: 

I  ülml&Bung  der  hubiaclien  Gleichungen  durch  trigonometr., Functionen 

des  Kreises  und  der  Hyperbel.    Von  J.  F.  W.  Gronau.'  IVPit  1  Taf. 

Ph.  Krämer,  Elementar-Mathematili  fürGymnasien.  I.AIith.: 

Elementar- Arithmetik.     2.  Aufl.    gr.  8°.     Augsburg.     24  iNgr. 

Geometrie. 

G.  Battig,  Elementar- Geometrie.  FiirOberklassen  von  Volks- 
schulen und  Praeparanden- Anstallen,    geh.     8".     Halle.     5  Ngr. 

A.  ClementJni,  Manualedi  geometriateorico-pratica.  2.  Edtz. 
80.     geb.     Triesf .     20  Ngr. 

C.  Gäntner,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  mit  ein- 
gehender Anleitung  zur  Schattenconstruction,   Linear- Perspective 
j  oxonometrischen  Darstellung  für  Itealscfaulen  und  zum  Selhat- 
btHTicht.     8".     geh.     Wien.     I  Thlr. 
.   Plani  metrisch  es  Lehrpensum  der  Quarta,   Tertia  und  f^ecunda 
des    künigl.  Friedrich -Wilhelm   Gymnasiums  zu   Köln.     8".     cart. 
KSIn.    3  Ngr. 

A.  Müller,  Grundgesetze  der  Oonfiguration  der  algebraischen 
Cmven.     gr.  4».     geh.     Wien.     1  Thlr. 


•  ( 


Serenus  v.  Antissa,  Ueber  den  Schnitt  des  Kegels.  Aus 
dem  Griechischen  von  E.  Nizze.    gr.  4^.  geh.  Stralsund.  20Ngr. 

J.  Wenck,  Die  Geometrie,  enthaltend:  Planimetrie,  Ste- 
reometrie und  ebene  Trigonometrie.  Ein  Lehr-  und  Handbuch  für 
Schüler  gewerblicher  Lehranstalten,  so  wie  zum  Selbstunterricht, 
gr.  8®.    geh.    Leipzig.     15  Ngr. 

J.  P.  Wich's  mathematischer  Formetnschatz.  I.  Abth.:  Geo- 
metrischer Formelnschatz,     gr.  8^.    Lindau,    geh.     15  Ngr. 

Oeodäsle. 

J.  J.  Baeyer,  Ueber  die  Grösse  und  Figur  der  Erde.  Eine 
Denkschrift  zur  Begründung  einer  mittel -europäischen  Gradmes- 
sung nebst  einer  Uebersichtskarte.     Berlin.     8**.    20  Ngr. 

F.  G.  W.  Struve,  Are  du  m^ridien  de  25«  20'  entre  le  Danube 
et  la  Mer  Glaciale,  mesur^,  depuis  1816  jusqu*en  1855,  sous  la 
direction  de  C.  de  Tenner,  N.  H.  Seiander,  Chr.  Hansteen 
et  F.  G.  W.  Struve.  Ouvrage  compos^  sur  les  differents  mat($- 
riaux.  2  Tomes.  St.-P^tersbourg,  Leipzig.  4«.  Mit  28  Kpfrtaf. 
u.  2  Tab.     11  Thir.  3  Ngr. 

W.  Struve,  Vergleichungen  der  Wiener  Maasse  mit  meh- 
reren auf  der  kaiserl.  russischen  Haupt -Sternwarte  zu  Pulkowa 
befindlichen  Maasseinheiten.    Lex.-8«.    geh.     Wien.     4  Ngr. 

MeCihanik. 

H.  Hankel,  Zur  allgemeinen  Theorie  der  Bewegung  der  Flüs- 
sigkeiten. Gekrönte  Preisschrift,  gr.'  4^.  Göttingen  und  Leipzig, 
geh.    20  Ngr. 

Arn.  Hölty,  Die  Bewegung  als  Princip  der  mathematischen 
Grundbegriflfe.    Göttingen.     8«.     16  Ngr. 

V.  V.  Vieth,  Die  Flugbahn  der  Geschosse  nach  ihrer  eigen- 
thümlichen  Form  und  nach  ihren  räumlichen  und  zeitlichen  Maass- 
bestimmungen auf  die  bis  jetzt  gewonnenen  Erfahrungen  begründet. 
Mit  ITaf.  graphisch  dargestellter  Flugbahnen.  Dresden.  8<>.  20Ngr. 

Astronomie. 

V.  Onderka,  Mathematische  Geografie.  Ein  Leitfaden  für 
Lehrer  und  Lernende,    gr.  S^.    geh.     Wien.     1  ThIr.  10  Ngr. 

F.  W.  A.  Ar  gel  an  der.     Astronomische    Beobachtungen    auf 
der  Sternwarte  der  kgl.  rhein.  Friedrich-Wilhelms- Universität  zu 
Bonn.     4.   Bd.    Bonner  Sternen verzeichniss.    2.  Sect.   gr.  4^.    geh 
Bonn.     5  ThIr. 

Atlas  des  nördlichen  gestirnten  Himmeis  für  den  Anfang  des 
Jahres  1855,  entworfen  auf  der  königl.  Sternwarte  zu  Bonn.  7. Lief, 
qu.  Imp.-Fol.     Bonn.    3  ThIr. 


Commentaire  et  discussion  dU  Systeme  planetaire  de  Tastro- 
nome  J.  Perny  Villeneuve.  Par  un  ancien  offieier  de  Tetat-major. 
Wien.    80.    2  Thlr.  20  Ngr. 

J.  A.  Grunert,  Directe  Bestimmung  der  Darchschnittspunkte 
der  Bahnen  zweier  in  Kegelschnitten  sich  um  die  Sonne  bewe- 
gender Weltkürper.    gr.  4^.    geh.    Wien'.     18  Ngr, 

Handatlas  der  Erde  und  des  Himmels.  Neu  redig.  Ausgabe. 
61.— 63.  Lief.    Imp.-Fol.    Weimar,     ä  10  Ngr. 

O.  Struve^  Tabulae  quantitatum  ßesselianarum^  quibus  ap- 
parentes  stellarum  positiones  in  medias  convertuntur  adhibitis  na- 
roeris  constantibus  Puicovensibus  pro  a.  1840  ad  1864  computatae. 
Lex.-8o.    Petropoü  et  Lipsiae.    geh.    28  Ngr. 

Physik. 

W.  V.  Bezold,  üeber  die  physikalische  Bedeutung  der  Poten- 
tial -  Function  in  der  Electricitäts-Lehre.  gr.  8^.  Mönchen,  geb. 
8  Ngr. 

J.  Cruger,  Grundzü'ge  der  Physik  mit  Rucksicht  auf  Chemie 
als  Leitfaden  für  die  mittlere  physikalische  Lehrstufe  methodisch 
bearbeitet.    7.  Aufl.    gr.  8«.     geh.     Erfurt.    16  Ngr. 

H.  W.  Dove,  Das  Gesetz  der  Stürme  in  seiner  Beziehung  zu 
den  allgemeinen  Bewegungen  der  Atmosphäre.  Mit  Holzschn.  und 
1  Karte.    2.  völlig  umgearb.  Aufl.     Berlin.     8^.     l  Thlr. 

Allgemeine  Encyclopädie  der  Physik.  Bearbeitet  von  Brix  etc. 
10.  Lief.    Lex.-8o.    geh.     Leipzig.    2  Thlr.  20  Ngr. 

A.  W.  Fils,  Barometer-Hühen-Messungen  von  dem  Herzog* 
thum  S. -Meiningen  ausgeführt  in  den  Jahren  1855  bis  1859.  Mit 
Kartenskizze.     Meiningen.    8®.    24  Ngr. 

J.  Heussi,  Die  Experimental -Physik  methodisch  dargestellt. 
L  Kursus:  Kenntniss  der  Phaenomene.  8.  Aufl.  gr.  8^.  geh.  Ber- 
lin.    15  Ngr. 

J.  C.  Houzeau,  Klima  und  Boden,  die  Lehre  von  der  Wit- 
terung, die  Veränderungen  des  Wetters  und  die  Gestaltung  der 
Erde,  sowie  die  wechselseitigen  Beziehungen  zwischen  dieser  und 
der  Atmosphäre.  Frei  bearbeitet  nach  der  franz.  Ausg.  8^.  geh. 
Leipzig.    24  Ngr. 

P.  A.  Kesseimeyer^  üeber  den  Ursprung  der  Meteorsteine. 
Mit  3  Taf.  (Abgedr.  aus  den  Abhandign.  der  Senckenberg.  natur- 
forsch. Gesellsch.)  Angehängt:  Versuch  eines  Quellenverzeichnis- 
ses zur  Literatur  über  Meteoriten.  VonO.  Büchner.  Frankfurt  a.  M. 
Brönner.  4«.   3  Thlr.  10  Ngr. 

W.  M'Leod,  Physikal  atlas  of  Great  Britain  and  Ireland ; 
with  illustrive  letterpress.     Square  16.    London.    Cloth.    7  s.  6  d. 


M.  F.  Maury,  The  Pbysical  Geography  of  tbe  Sea  and  its 
Mel^rology  lOtk  e^tion  revised.    London.    8^    3  Thlr.  12  Ngr. 

Th.  Molt»  Wandkarten  zur  physikalfschen  Erdbeschreibang. 
Zum  Gebrauche  in  Scbulen.  2.  Aufl.  6  color.  litb.  ßl.  lmp.«Fol. 
in  Mappe.    Stuttgart.     1  Tblr.  6  Ngr. 

ObservatioHS  ni^t^orologiques  faites  k  Nijn^-Taguilsk  (tnonts 
Ourals,  gonvernement  de  Perm).     Ann^e  1859.    Pariiü.    8^. 

C.  Robida,  Erklärung  der  Lichterscheinungen  aus  den  Grund- 
zdgen  einer  naturgemfissen  Atomistik.  2.  Hft  gr.  8^.  Klagen- 
fürt.     9  Ngr. 

G.  Shepherd,  T^e  Climate  of  England :  its  Meteorologieal 
Cbaracter  explained,  and  tbe  Cbanges  of  Future  Years  revealed. 
London.    4^     3  Thlr.  12  Ngr. 

G.  Wiedemann,  Die  Lehre  vom  Galvanismus  und  Electro- 
magnetismus.  H.  Bd.  a.  u.  d.  T. :  Die  Lehre  von  den  Wirkungen  des 
galvanischen  Stromes  in  die  Ferne.  1.  Abth.  gr.  8^.  geh.  Braun- 
scbiveig.    2  Thlr.  16  Ngr. 

Zandyck,  Hrstoire  mät^orologique  et  m^dicale  de  Dunker- 
que  (Nord),  de  1850  ä  1860.     Dunkerque.     8^. 

Termlflclite  filclirifteii. 

Mathematische  Abhandlungen  der  kunigi.  Akademie  der  Wis- 
senschaften zu  Berlin.  Aus  dem  Jahre  186U.  gr.  4^.  Berlin, 
geh.    8  Ngr. 

Physikalische  Abhandlungen  der  königl.  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin.  Aus  dem  Jahre  1860.  gr.  4^.  geh.  Berlin. 
2  Thlr.  22  Ngr. 
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Literarischer  Berieht 


Geschichte   und  Literatur  der  Mathematik  und 
Physik. 


Alman 
-  Schäften  i 


Wh 


'  kaiserlichen    Akademie 
I.     Eiirier  Jahrgang  1861. 


Der  zehnte  Jahrgang  dieses  Almanachs  ist  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXLÜI.  S.  1.  angezeigt  worden.  Auch  der  vorliegende  Jahr- 
gang bewahrt  seine  von  wns  schon  <ifters  faenorgehobene  Wichtig- 
keit für  die  tieschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und  Natur- 
n'isseuEc haften.  Der  Bericht  des  hoiibverdienten  Gcneral-SekretSrs, 
des  Herrn  Professor  Dr.  A.  Schrüttor,  über  die  Arbeiten  der 
mathematisch -naturwiseenschaftlichen  Klasse  giebt  niederem  ein 
sehr  vollfitänriiges  und  anschauliches  Bild  von  den  ansgebreitetcD 
Leistungen  dieser  Klasse,  und  enthält  sehr  interessante  Lebens- 
beschreibungen der  beiden  verstorbenen  verdienten  Physiker  und 
Mathematiker  G.  Belli  und  VV.  Wertbeini,  so  wie  vnllständige 
Verzeichnisse  der  von  deuselben  herausgegebenen  Schriften. 


f^,  Giuseppe  Belli  war  eu  Calas< 
Jlüizascu  in  der  Provinz  IJoniodossoIa 
boren,  und  erhielt  seine  Vorbildung 
in  Pavia,    wo    er   im   Jahre  1812 


einem   Dorfe    im   Valle- 

'25.  November  1791  ge- 

deo  Ctiiversitätsstudien 

ih   die  Uoctorwürde  der  phy- 


sisch-ttialbemalischen  Facult&t  erwarb.  Er  widmete  eich  zuerst 
dem  praktischen  Ingenieurdienst,  ward  aber  im  Jahre  1S20  As- 
sisteat  bei  der  Lebrbaniel  der  Physik  und  Elemeiitar-Mathematik 
an  der  Universität  in  Pavia,  18^1  ordentlicher  Professor  der  Phy- 
sik am  kaiserlichen  Lyceum  Porta  nuova  in  Mailand,  1840  zur 
Thi.xxxvn,  Hn.  a.  :< 
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gleichen  Lehrkanzel  an  iler  Universität  in  Padua  versetzt,  und 
eDdlich  1842  ordentlicher  Proressor  der  Physik  ao  der  Universi- 
tät in  Pavia,  wo  er  bis  zu  seinem  am  l.Juni  1860  erl'olgten  Tode 
segensreich  gewirkt  hat.  Belli  gehfirte  zu  der  nicht  grosseft 
Anzahl  von  Physikern,  irelche  den  mathematischen  Caicul  n 
grosser  Gewandtheit  zu  handhaben  verntehen,  war  aber  auch  « 
scharfsinniger  und  geM'andter  Kiperinientator,  wobei  er  sich  je- 
doch immer  auf  streng  niatbemalischem  Wege  bewegte,  wozu  « 
durch  seine  trefflichen  mathemalischen  Kenntnisse  befähigt  wat^ 
Arbeiten  über  IVlolecularanziehung,  über  die  Luftpumpe  (wo  ( 
schon  drei  Jahre  vor  üabinet  den  jetzt  nach  diesem  benannten 
Hahn  beschrieb),  über  das  Thermometer  und  Hygrometer,  üb» 
Elektricilätslehre,  wu  er  Melloni's  Theorie  der  elektrostatischen 
Induction  entscheidend  widerlegte,  über  Meteorologie  u.  s.  w.  be> 
schäftigten  ihn  nach  einander.  Glänzend  tvar  seine  Befähigung 
als  Lehrer,  mit  der  grüssten  Gewissenhaftigkeit  in  der  Erfüllung 
s«iner  Berufspflichten  verband  er  die  anspruchslosete  Bescheiden^ 
heit,  lind  besass  die  Sympathie  Aller ,  die  ihn  kannten.  Italien 
verlor  an  ihm  einen  seiner  ausgezeichnetsten  Physiker.  Uotv 
seinen  Schriften  nimmt  sein  trefflicher  Corso  elementare  di 
fisica  esperimcntale,  welcher  in  drei  Bänden  in  den  Jahräs 
IH30  bis  1838  erschien,  die  ersle  Stelle  ein. 

Wilhelm  Wertheira  wurde  im  März -1815  in  Wien  voy 
israelitischen  Eltern  geboren,  und  wandte  seinen  Fleiss  faai 
sächlich  der  Physik  zu,  da  dieses  Studinm  seinem  mathematiechen 
Talente  Befriedigung  versprach.  Ira  Jahre  1840  ging  er  nach 
Paris,  wo  er  sich  hauptsächlich  mit  höchst  verdiensüichm^ 
Arbeiten  über  dje  Elasticität  beschäftigte,  ausserdem  über  dflOi' 
Schall  und  Akustik  überhaupt,  über  Doppelbrechung,  u.  i 
Seine  letzte  grössere  Arbelt  betraf  die  so  wichtigen  Erachü' 
nungen  der  Torsion  von  Cylindern  und  Stäben,  an  die  sich  i 
den  letzten  Jahren  seines  Lebens  noch  einige  andere,  die  sieb 
mehr  oder  weniger  Tollendet  in  seinen  nachgelassenen  Papiereff 
linden  müssen,  über  Capillarität,  über  die  kubische  CompresBibi 
litäf  einiger  homogener  fester  Körper,  u.  s,  w.  anschlössen.  In 
Jahre  1860  wnrde  sein  sonst  so  freier  und  heiterer  Geist  zeit- 
weise von  einem  tiefen  Trübsinn  befallen,-  nach  dem  Jonrnal 
dindre  et  Loire  verlangte  er  am  20.  Januar  d.  J.  in  Ton 
wohin  er  auf  dringendes  Anratben  seines  Arztes  gereist  war,  mitf 
Ungeduld,  auf  den  Tburm  der  Kathedrale  von  Saint-Gatien  ge-' 
führt  zu  werden.  Nachdem  er  in  grosser  Eile  die  Plattform  er- 
stiegen hatte,  schwang  er  sich  in  sichtlich  krankhafter,  heftigei 
Aufregung  auf  die  Brüstung,  und  stürzte  sich,  ehe  der  ihn  beglei- 
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tende  Küster  < 
ein  Mann  von 


s  hiodern  konnte, 
tcllenem  Talente  ii 


kuf  den  Platz.     So  endete 
'ollen  Bliithe  seiner  Kraft! 


Den  Schluss  des  vorliegenden  Jahrgangs  des  Almaiiachs  macht 
ein  seilt  interessanter  Vortrag  des  Herrn  Franz  Ritter  vod 
Hauer:  Die  Geologie  und  ihre  Pflege  in  Ocsterreich 
den  wir  unseren  Lesern  recht  sehr  zur  Beachtung  empfehlen. 


Geometrie. 
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Herr  Uberlebrer  v.  Behr  in  Künigsberg  i.  P.,  dessen  N>me 
zwar  nicht  auf  dem  Titel,  aber  unter  der  Vorrede  genannt , ist. 
hat  sich  durch  Herausgabe  dieser  Sammlung  stereometrischer 
AuTgabea  jedenfalls  ein  Verdienst  um  den  niatbematischeu  Un- 
terricht erworben.  Von  einem  sehr  verdienten  Lehrer,  dem  Pro- 
fessor J.  A.  MSttrich,  ivelcher  eine  lange  Reihe  von  Jahren 
den  mathematischen  Unterricht  auf  dem  AltstSdtiechen  (Tymna- 
sium  in  Königsberg  i.  P.  mit  seltenem  Geschick  ertheilte,  und 
es  verstand,  nicht  bloss  die  fähigeren  Stbüler  für  die  Wissen- 
schaft zu  begeistern,  snndern  auch  im  Ganzen  ein  reges  In- 
teresse für  dieselbe  in  der  Schule  zu  erwecken,  wobei  er  anf 
die  Stereometrie  mit  Recht  ganz  besonderes  Gewicht  legte,  sind 
diese  Aufgaben,  —  178  an  der  Zahl,  —  nicht  etiva  bloss  gesam- 
melt, sondern  bei  Weitem  dem  grlissten  Theile  nach  selbst  er- 
funden und  gebildet  worden,  worin  derselbe  ein  seltenes  Talent 
besass.  In  der  That  müssen  wir  sagen,  dass  uns  diese  Aufgaben, 
denen  überall  in  zweckmässiger  Weise  die  Resultate  der  Auf- 
ISsungen  beigefügt  sind,  oft  durch  ihre  Neuheit  überrascht  haben, 
und  auch  darin  stimmen  wir  dem  Herrn  Herausgeber  bei,  dass 
sich  dieselben  zu  dem  Gebrauche  anf  Schulen  auch  dadur<:h  be- 
sonders eigenen,  weil  sie,  in  sinniger  Weise  erdacht,  zu  ihrer  Lö- 
sung keinen  sehr  grossen  Umfang  von  Vorkenntnissen  erfordern, 
also  auch  schwächere  Schüler  nicht  abschrecken  werden.  Zunächst 
für  preussische  Lehrer  werden  diese  Aufgaben  auch  deshalb 
noch  von  besonderem  Interesse  sein,  weil  sie  mehrfach  für  die 
Abiturientenarbeiten  benutzt  und  theilweise  aus  denselben  jetzt  zu- 
sammengestellt worden  sind,  so  wie  denn  überhaupt  die  preussi- 
sehen  mathematischen  Ahiturientenarbeiten,  wenn  man  namenOicIi 
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auf  die  lange  Reihe  von  Jahren,  seit  denen  die  fortwähiend« 
und  rege  Im  rissige  Anlertigung  derselben  angeordnet  ist*), 
auf  die  vielen  im  hücbalen  Grade  ausgezeichneten  raalheniati- 
schen  Lehrer,  die  während  dieser  lan<;eii  Zeit  an  pteussischen 
Lehranstalten  gewirkt  hahen,  von  welchen  die  alteren,  denea 
der  malhematische  Unterricht  in  Preussen  hauptsächlich  seine 
jetzige  Bedeutung  verdankt,  leider  meistens  schon  längst  : 
Ruhe  gefrani^en  sind**),zuriickblickt,  eine  reiL-he  Fundgrube  tref- 
licher  Aurgaben  darbieten  (Üirl'ten,  die  ivoht  einmal  zur  Anferti- 
gung  einer  Sammlung  benutzt  zu  werden  verdiente.  Auch  i 
diesem  Gesichtspunkte  betrachtet,  ist  für  den  UnterzeicHnetea 
die  vorliegende  Sammlung  slereometrischer  Aufgaben  von  grossem' 
Interesse  gewesen,  und  verdient  gewiss  allen  Lehrern  der  ! 
thematik  innerhalb  und  ausserhalb  Preusscns  um  so  mehr 
sorgfältiger  Beachtung  empfohlen  zu  werden,  weil  bekaiintlidi 
zweckmässige  stereometrische  Aufgaben  nicht  im  UeberQuss  vo^ 
banden  sind. 

Miichte  doch  der  oben  ausgesprochene  Gedanke,  die  pteusst 
scheu  mathematischen  Abiturienten- Arbeiten  zur  Anfertigung  n- 
ner  Sammlung  von  Aufgaben  zu  benutzen.  Anklang  finden,  vielleicb' 
eine  solche  Sammlung  velbst  von  der  vorgesetzten  hüchsten  Dit- 
tcrrichts-Behürde  veranlasst  werden,  woraus  unzweifelhaft  el 
sehr  nützliches  Buch  bervorgeheben  wurde!  Gtanert 


Mascilinenlefare. 


Alle 


Maschinenlehre.  Ein  Leitfaden  ffii 
Vorträge  sowie  zum  Selbststudium  des  heutigen  Ma. 
schioenwesens  mit  besonderer  Berücksichtigung  sei* 
ner  Enwickelung.  Für  angebende  Techniker,  Camera 
I  isten,  Landnirthe  und  Gebildete  jeden  Standes.  Voi 
Dr.  Moritz  Rühlmann,  Professor"  an  der  polytechni 
scbenSchule  inHannover.    Mit  zahlreichen  Holzscb 


■)  Mindestens    würde    man   wohl   liia   niiF  das   Jnhr    1812    zurückg» 
lirn  müssen.  G. 

••)  Mit  wahrer  Herzensfreiida    und    innigstem    Danke  (vlrd  der  Hi 
auBgeher  des  Archiva  hniiptsüi^hlicli  stets  des  trelTliehen  E.G.  Fischöl 
in  Rei'lin,  IVIallbia«  in  Magdeburg  and  vieler  nnderen.  die  er  persöolid 
näher  nu  kennen  das  Gluck  g-ehabl  bat,  gedenken. 


ten.     I.  Haniles  l.  Hälfte.     Braunscfaweijr.    NchWeEschke 
und  Sohn.     1862.     8. 

Wenn  uns  van  dieseni  Werke  für  jetzt  auch  nur  das  «rate 
Heut  (Ersten  Bandes  erste  Hälfte)  vorliegt,  so  glauben  irir  doch 
sogleich  auf  dasselbe  aufmerksam  machen  zu  müssen,  weil  es 
uns  ein  zeitgemässcs  Uoternehmen  zu  sein  scheint,  und  sich 
auch  in  seiner  Ausführung  empfehlen  dürfte.  Eine  Theorie  der 
verschiedenen  Arten  der  Maschinen  nird  man  in  demselben  nicht 
finden  und  ivahrscheiDlich  auch  nicht  suchen,  so  vTJe  denn  auch 
der  Herr  Verfasser  dieses  Ziel  sich  in  diesem  Werke  in  der 
That  nicht  gesteckt  hat,  nenn  auch  einfachere  theoretische  Be- 
trachtungen, wie  z.  B.  bei  den  Waagen,  keineswegs  vollständig 
ausgeschlossen  norden  sind.  Er  liefert  vielmehr  nur  eine  Be- 
achreibung  der  Alaechinen,  wobei  er  dieselben  aber  zweckmässig 
immer  in  ihre  verschiedenen  Haupllheile  zerlegt,  dieselben  ein- 
zeln rücksichtlich  ihrer  Bedeutung  und  Wirkung  erläutert,  und  in 
sehr  sauber  ausgeführten  Holzschnitten  darstellt,  so  wie  die  bei 
einem  solchen  Werke  nicht  unwichtige  äussere  Ausstattung  über- 
haupt eine  sehr  vorzügliche  und  elegante  ist.  Zugleich  enthält 
das  Werk  überall  historische  Notizen  über  die  Erfindung  der  Ma~ 
schinen,  ihre  Verbesserung  und  weitere  Ausbildung,  und  eine 
grosse  Anzahl  der  dankenswerthesten  literarischen  Nachiveisungen, 
wobei  der  Herr  Verfasser  überall  die  ausgebreitetste  Kenntniss 
docunientirt.  Da,  abgesehen  von  verschiedenen  hinreichend  be- 
kannten grossen  und  bändereichen  Werken,  ein  Buch  dieser  Art 
in  unserer  Literatur  noch  nicht  existiren  dürfte,  so  verdient  das  vor- 
liegende gewiss  Allen,  die  sich  für  das  Maschinenwesen  interes- 
siren,  insbesondere  aber  auch  Lehrern  an  Realschulen,  Gewerbe- 
schulen, U.S.W,  recht  sehr  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden. 
In  einer,  viele  überaus  interessante  Notizen  enthaltenden  Einleitung 
bespricht  der  Herr  Verfasser  die  Entwickelung  und  Bedeutung, 
auch  die  Nachtheile  u.  s.  w.  des  Maschinenwesens,  und  giebt 
zuletzt  in  §.  7.  eine  vollständige  Classification  der  Maschinen, 
wodurch  er  zugleich  den  in  dem  Werke  zu  befolgenden  Plan  vor- 
zeichnet, indem  er  namentlich  auch  in  der  lehrreichen  Tabelle  auf 
S24.  und  S.25.  nach  dieser  Classification  alle  zur  Zeit  bekannt  ge- 
wordenen Maschinen  auffuhrt.  Es  werden  unterschieden:  I.  Ha- 
schinen  znin  Messen  und  Zäblen  (Uhren,  Umlauf-,  Hub- 
und  Schrittzähler,  Zeug-,  Wasser-  und  Wind-Messmaschinen, 
Registrirmaschinen,  Dynamometer,  Waagen  u.  s.  w.).  ü.  Ma- 
■cbinen  zur  Teiriclitnng'  nfitzliclier  mectianiHcber  Ar> 
bellen.  A)  Kraftaufnehracude  Maschinen.  B)  Trans- 
missions- und  Regulirungsmaschinen.  C)  Traosport- 
und  Fahricationsmaschinen. 
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LaBnen  sich  auch  mancfie  andere,  selbst  vielleicht  wissen- 
schaftlichere Ei  nl  hei  hingen  denken,  so  ist  die  hier  an^etvandta' 
doch  eine  recht  {iraktische  und  entspricht  ganz  dem  Zwecke  di«- 
ses  Werkes.  Der  Inhalt  des  vorliegendea  Hefts  ist  folgender 
£r8te  Abtheilung;.  Sfaschlneii  xnm  messen  und  Zfili- 
len.  Erstes  Capitel.  Uhren  (Pendeluhr,  Uaruhubr,  be-' 
sondere  Hemmungen  der  Uhren,  Compensatianen  für  Pendel^ 
und  Unruhuhren,  Uhren  mit  Centrifugalpendel,  Schlatswerke  det 
Uhren  (flhernns  vollständig)).  Zweites  Oapitel. 
zu  besonderen  Zwecken.  (Wächter-Controluhren,  Braten^ 
nender,  Automat,  Registrirmaschinen  und  Registrirapparate,  Ma^ 
schinen  xur  Veranschaulichung  der  Himmelskürperbewegnngcii}: 
Drittes  Capitel.  Zähl-  und  Messinascbinen  für  beson>- 
deie  Zivecke  (Schritt-,  Hub-,  Stück-  und  Umdrehzähler,  so 
wie  Wegmesser,  Tachometer,  Zeugmessmaschinen,  Wasser-  mA 
Gasmesser,  Rechnenmaschineii)-  Viertes  Capitel.  Wa. 
I.  Hebelwaagen.  Gemeine  Waage,  Schnell waage,  zusammengesetzte 
Hebelwaagen  (Tragbare  Brückenwaagen,  Feststehende  Brücken--' 
waagen),  Zeigerwaagen.  U.  Federwaagen.  Fünftes  Capiteir 
Dynamometer.  I.  Dynamometer  mit  direcfer  Messung  bei  fort' 
schreitender  Bewegung. 

Die  Leser  werden  hieraus  die  grosse  Vollständigkeit  de« 
Werkes,  bei  aller  verhültnissmässigen  Kürze,  erkennen,  und  sidi 
gewiss  in  ihren  Erwartungen,  so  weit  der  Herr  VeTfasset 
selbst  die  Absicht  hat,  denselben  zu  entsprechen,  nicht 
getunscht  finden.  Wir  sehen  den  folgenden  Abtheilungea  mit 
Verlangen  entgegen,  und  werden  dieselben  sogleich^  nachdem  sie 
uns  zugegangen,  zur  Anzeige  bringen.  G. 


Vermischte  Schriften. 

Seh 

rifteu     des    Vereines    zu 

t    Verbreitu 

(lg     natur- 

wiesen 

schaftlicher  Kenntnisse 

n  Wien.     Er 

tet  Band. 

Jafarga 

ng    1860/01.     Mit    2  Tafeln 

und    6  Holz 

schnitten. 

Wien. 

Gerold.     \am. 

Seit  dem  Winter  1^5/56  werden,  wie  in  anderen  StSdten,  anch 
in  det  deutschen  Kaiserstadt  von  einem  Vereine  jüngerer  Nator^ 
forscher  regelmässig  naturvTissenschaftliche  Vorträge  für  das  ge- 
bildete Publikum  unter  dem  Namen  der  „Montags- Vortrüge" 
gehalten.  Von  Jahr  zu  Jahr  hat  sich  die  Theilnahme  an  diesen 
Vortrügen  in  der  erfreulichsten  Weii^e  gesteigert,  so  dass  gegen* 
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wSrtig  d'teZahl  der  Grfinder  des  Vereine  und  der  Mitglieder  oder 
Tbeilnehmer  schon  die  hohe  Zahl  von  4Sd  erreicht  hat,  »elcbe 
1260  tiuJden  Beitrüge  und  eine  3procenti;;e  Staatsschuldverschrei- 
bong  von  100  Gulden  gezahlt  halten,  worunter  sich  natürlich  eine 
grosse  Menge  Treiivllliger  üeilrüge  befinden;  der  gesetzliche  jähr- 
liche Beitrag  ist  1  Fl.,  aber  bei  Weitem  die  meisten  Tbeilnehmer 
haben  rreiirillige  Beiträge  von  5,  10,  20,  100  Ft.  gezahlt,  so  dass 
es  dem  Verein  selbst  schon  möglich  gewesen  ist,  ein  Kapital  von 
700  Fl.  zinsbar  z»  bestätigen.  Wir  finden  unter  den  Theilneh- 
mern  176  öffentliche  und  Privat- Beamte;  122  Geistliche,  Profes- 
soren, Doctoren  u.  s.  w.;  II  MHilfirs;  7  Kiinsller;  32  Studirende; 
6-2  Fabrikanten,  Kuurieule  u.  s.  w.;  5  Handnerker;  74  Private; 
also  Männer  aus  allen  St.'inden  ,  was  geiviss  einen  sehr  vortbeil- 
haften  Schluss  anf  die  Bildmi;;  der  Ben-ohner  Wiens  zu  machen 
gestattet,  und  einen  erfreulichen  Beivels  von  dem  regen  In- 
teresse liefert,  nelcbes  auch  dus  griia^ere  gebildete  Publikum  in 
Oesterreich  au  den  neueren  Eroberungen  der  Naturfvisseuschaften 
nimmt.  Welchen  Werth  selbst  die  k.  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien  der  Wirkung  des  Vereins  heimisst,  geht  daraus 
hervor,  dass  die  Vorträge  jetzt  in  dem  sogenannten  grünen  Saale 
des  k.  Akademie-Gebäudes  gehalten  werden.  W^ir  haben  diese 
Details  über  den  jungen  Verein  hier  mitgetheilt,  weil  wir  solchen 
Unternehmungen,  die  «ir  für  im  böchsteu  Grade  nützlich  und 
fruchtbringend  halten,  wenn  sie  in  so  verständiger  Weise  wie  im 
vorliegenden  Falle  begonnen  und  weiter  gefuhrt  werden,  von 
jeher  unsere  wärmste  Theiinahme  gewidmet  haben. 

Von  jetzt  an  wird  der  Verein  die  gehaltenen  Vorträge  ge- 
druckt herausgeben,  und  das  erste  Bändchen  dieser  Druckschrif- 
ten (Jahrgang  1S60/'61)  liegt  in  äusserst  eleganter  Ausstattung 
vor  uns.  Auf  eine  Beurtheilnng  der  einzelnen  Vorträge  können 
wir  hier  natürlich  schon  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegen 
nicht  eingehen ,  und  wQrden  uns  darauf  auch  um  so  weniger 
einlassen  dürfen,  weil  deren  wissenschaftlicher  Inhalt  oft  ganz 
ausserhalb  des  Kreises  unserer  speciellen  Studien  liegt.  So  viel 
können  and  dürfen  wir  aber  im  Allgemeinen  sagen,  dass  uns  der 
Stoff  überall  in  sehr  verständiger  Weise  ausgewählt  zu  sein  scheint, 
und  zur  Erweckung  des  Interesses  an  den  Naturwissenschaften, 
sowie  zu  wirldicher  Belehrung,  überall  sehr  geeignet  ist,  wobei  die 
Verfasser  der  Vorträge  zugleich  jederzeit  die  neuesten  Entdeckun- 
gen und  Eroberungen  vorzugsweise  berücksichtigt,  aber  auch  ganz 
mit  Recht  zur  Erweckung  vaterländischen  Geistes  und  Sinnes 
nicht  selten  auf  die  Leistungen  im  engeren  Vaterlande  besonders 
hingewiesen    haben.     Die   Sprache  ist  überall   frisch   und   belebt 
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dabei  aber,  was  uns  ganz  besonders  angesprochen  hat,  frei  vor 
allen  leeren  poetischen  Floskeln  und  frei  von  einem  Haschen  nach 
pikanten  Wendungen  and  Anspielungen,  wie  man  sie  leider 
äolcbeii  Vorträgen  oft  zum  Uebcrdross  anlrifft,  überall  aber 
gehalten,  dass  sie  nahrhafte  Belehrung  erstrebt,  ohne  auch  i 
im  Entferntesten  jn  einen  pedanlischeti  Schulnieisterton  zu  i 
fallen.  So  »ie  uns  selbst  die  Leetüre  dieser  Vorträge  nicht  blos» 
eine  sehr  angenehme  Unterhaltung,  sondern  auch  die  vielfachstt 
Belehrung  genährt  hat,  glauben  uir  dieselben  zu  gleichem  Zweci 
auch  allen  Lesern  des  Archivs  recht  sehr  empfehlen  zu  müssen, 
und  schliessen  mit  der  folgenden  vollständigen  Angabe  des  Inhalts: 

Die  üsterreicbi sehen  naturforschenden  Reisenden  dieses  Jabr* 
hundert»  in  fremden  Erdtheilen.  Von  Dr.  ISiegt'rIed  Reiseek. 
S.  '2\  —  S.  51.  —  üie  Lichterscheinungen  bei  totalen  SonDeafiar 
sternissen.  Von  Karl  Hornstein.  S.  Ö7  -  S.  80.  —  Die  Dar- 
win'sche  Theorie  über  die  Entstehung  der  Arten.  Van 
Gustav  Jäger.  S.  »1  — S.  110.  —  Hofrath  Bronn's  Ansichten  von 
der  Entwickelung  des  Thierreichs.  Besprochen  von  PrnlessM 
Eduard  Suess.  S.lll  — S.148.  —  Ueber  die  Artuntersclüedt 
der  positiven  und  negativen  Elektricüät.  Von  Dr.  Edmund  Reit» 
linger.  S.  149— S.19U.  —  Sind  die  Schleimpilze  Thiere  oder 
PHanzen.  Von  Dr.  Alois  Pokorny.  S.  191— S.212.  —  Di» 
ausgestorbenen  Riesenviigel  von  Neuseeland.  Von  Dr.  Ferdii 
V.  Hochstetter.  S.  213  — S.  246.  —  üeber  Barometcr-Schwa» 
kungen.  Von  Dr.  Hermann  Pick.  S.  247  — S.  278.  —  Uebw 
das  Aquarium.  Von  Dr.  Gustav  Jäger.  S.279— S.298.  ■ 
Einiges  über  Mineralwasser.  Von  Dr.  A.  Bauer.  S.  299— -S.fßS^ 
-  lieber  die  ömwandlnng  der  Gebirgsmassen.  Vnn  Dr.  Gnstar 
Tschermak.  S.  323  — 8.336.  —  Die  Befruchtung  und  Keimh4- 
düng  bei  den  Blüthen pflanzen.  Von  Dr.  Siegfried  Reis 
jS.337— S.346.  —  Ueber  Meteoriten.  Von  Dr.  Edmund  Weiss. 
S.  347  —  S.  382.  —  Die  ßeivegungserscheinungen  sensitiver  Pflan- 
zen.    Von  Dr.  Adolf  J.  Weiss.     S.3Ö3— S.418. 

Möge   der   Verein    in    seinem    verdienstlichen   Wirken    rSstig 
fortfahren  und  das   gebildete,  für  NaturwiGsenschaft  sieb  iuleres" 
sirende  Publikum   im  nächsten  Jahre  wieder   mit  einem  so   v 
Lehrreiche  darbietenden  Bändchen  beschenken! 


Sitzungsberichte  der  königl.  Bayer.  Akademie  4 
Wissenschaften    in    München.       (Vergl.    Literar.    BerJ 
Nr.  CXLV.  S.I6). 

1861.  I.  Heft  IV.  Wir  machen,  als  noch  in  den  Kreis  def 
Archivs  gehörend,  in  diesem  Hefte  auf  eine  Notiz  von  Hem 
Pettenkofer  über  die  Theorie  der  Gasmesser  .  S.4I8. 
und  auf  einen  Aufsatz  von  Herrn  A.  Vogel  jun,:  Ueber  die 
organischen  Beimengungen  desWassere.  S.418  — S.42a 
aulraerkeam. 


Mathematisclie 
lind  physikalische  Bibliographie. 

XliVII. 


Ocschichte  der  Slathemntik  und  VbymUt. 

G.  Friedlciu,  Gerbert,  Die  Geometrie  des  Boethius  uod  die 
ndischeii  Ziffern.  Ein  Versuch  in  der  GeBchichle  der  Aritbnie- 
ilc.     Mit  e  lilhogr.  Taf.     Erlangen.     8".     12  Ngr. 


Systeme, 

.  R.  BoymaDn, 


Iiebi'-  und  WörterbUclier. 


Lehrbuch  der  IVlathemaCilc  für  Gymnasien 
,nd  höhere  Lehranstalten.  I.Thl. :  Geometrie  der  Ebene.  2.  AuD. 
j.  8".     geh.     Cüln  und  Neuss.     17J  Ngr. 

J.  C.  Hug,  Die  Mathematik  in  systematischer  Behandlungs- 
leise.  Als  Lehrbuch  zur  Vorbereitung  für  ein  gründlicheres  Fach- 
tudium  überhaupt,  so  nie  insbesondere  für  den  akademischen  und 
•olytecholschen  Unterricht.    I.  Bd.    gr.  S^    geh.   Leipzig.   äiTfalr. 

Arithmetik. 

H.  Dur^ge,  Theorie  der  elliptischen  Functionen.  Versuch 
iner  elementaren   Darstellung,     gr.  8°.     geh.     Leipzig.     9|  Tbir. 

H.  Fischer,  Briut's  und  Bouquet's  Theorie  der  doppelt-perio- 
ischen,  insbesondere  elliptischen  Functionen  mit  Benutzung  da- 
in  einschlugender  Arbeiten  deutscher  Mathematiker.  5.  Lief,  gr.  8". 
eh.     Halle.     20  Ngr. 

A.  Poppe,  Lehrbuch  der  Elementar-Algebra  in  Verbindung 
lit  zahlreichen  Uebungsbeispielen  und  Aufgaben,  gr.  8**.  geh. 
'rankfurt  a.  M.     16  Ngr. 

O.  SchlOmilcb,  Uandbuch  der  algebraischen  Auatysis.  S.Aull. 
T.  8«.    geh.    Jena.    2  Thir.  20  Ngr. 

L.  Schrün's  Logarithmen.  3  Tafeln.  2.  Stereot.-Ausg.  Inhalt: 
.  2.  Siebenstellige  gemeine  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis 
08000  und  der  Sinus,  Cosinus,  Tangenten  und  Cotangenten  aller 
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Winkel  des  Quadranten  von  10  zu  10  Secundeo.  IJ  Tbir.  — 
3.  Interpolalionelafel  zur  Berechnung  der  Propurtjonaltheile.  J  TbIr. 
gr.  Lex.-S».     geh.     Braunschiveig.     I  Thir.  224  Ngr. 

J.  Strehl,  Handbuch  bei'm  Unterrichte  in  der  ÄrithmetilE  lar 
Unter-Realschulen.  I.  ThI.  3,  Aufl.  II.  u.  HI.  Tbl.  2.  Aufl.  8«.  geh. 
Wien,    k  U  Ngr. 

G.  V.  Vega,  Logarithm.-trigonnnietrisches  Handbuch.  46.  Aufl. 
Bearb.  von  C.  Bremiker.     Lex.-g».     geh.     Berlin.     U  Thlr. 

E.  Walder,  Urundriss  der  Arithmetik  mit  Uebunge aufgaben, 
gr.  8*^.    geh.    Nürdllngen.     16  Ngr. 

Cieometrle. 

C.  T.  Anger,  Elemente  der  Projectionslehre  mit  Amvendun- 
gen  der  Persiieclive  auf  die  Geometrie.  Neue  Ausg.  8".  geh. 
Danzig.     15  Ngr. 

N.  M.  Ferrers,  An  Elementary  Treatise  on  TriHnear  Coor- 
dinates,  the  Method  of  Redprocal  Polars,  and  Ihe  Theory  ot 
Projections.     London.     8".     2  Thlr.  18  Ngr. 

Grelle,  F.,  Analytische  Geometrie  der  Ebene.  Mit  91  in 
den  Text  gedr.  Holzschnitlen.     Hannover.     8*».    2  Thlr. 

O.  Hesse,  Verlesungen  über  analytische  Geometrie  des  Rao- 
mes,  insbesondere  über  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  gr.  8". 
geb.     Leipzig,    'i'/s  Thlr. 

J.  Hieser,  Lehrbuch  der  beschreibenden  (darstellenden)  Geo- 
metrie, Schattenlehre  und  Perspective.  Für  Realschulen,  gr.  8". 
geh.     Wien.     1  Thlr.  20  Ngr. 

F..Mo<'nik,  Geometrische  Anschauungslehre  fiir  die  Unter- 
Gymnasien,   'i.  Abth.    4.  Auü.    gr.  8".    geh.    Wien.    I  Thlr.  20  Ngr. 

Mechanik, 

Duhamel,  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik.  Deutsch 
herausgegeben  vun  O.  Schliimilch.  2  Bde.  2.  Aufl.  Neue  Aus- 
gabe,    gr.  80.     geh.     Leipzig.     2  Thlr. 

Hm.  Hankel,  Zur  allgemeinen  Theorie  der  Bewegung  der 
Flüssigkeiten.  Gekrünte  Preisschrift.  Güttingen,  Leipz.  4".   20Ngr. 

Praktlscbe    Mechanik. 

F.  Redtenhacher,  Die  Bewegungs-Mechanisroen.  Darstel- 
lung und  Beschreibung  eines  Theils  der  IVIaschtnen-lUodell-Samm' 
lung  der  polytechnischen  Schule  in  Garlsrube.  Neue  Folge,  qu.  Fol- 
geh.    Mannheim.    Sj  Thlr. 

ABtronomte. 

K.  Th.  Anger,   Populäre  Vorträge   über  Astronomie.     Nach 


dem  Tode  des  Verfassers  herausgegeben  von  G,  Zaddach.  Lei.-8. 
geh.     Danzig.     H  Thlr. 

Annalen  der  Ic.  k.  Sternn-arte  in  Wien.  Ueransgegeben  von 
C.  V.  Littrow.     3.  Folge.    10.  Bd.    Jahrg.  1860.  Lex.-8«    3i  Thlr. 

Annales  de  Tobservatoire  inip^rial  de  Paris,  publiees  par 
U.  J.  Le  Vetrier.  Observation».  Tome  IS.  1859.  4".  Paria. 
40  fr. 

Hand-Allas  der  Erde  und  des  Himmels.  Neu  redig.  Volks- 
Ausgabc.  In  50  Karten.   36.  u.  37.  Lief.  Imp.-Fol.  Weimar.  äSNgr. 

F.  Beckmann,  ZurGeschkhte  des  kopernilcBDischen  Systems, 
gr.  8".     geh.     Brannsberg.     8  Ngr. 


Fbyaik. 


tAnnales  de  l'observatoire  physique  central  de  Russie,  publikes 
par  A,  T.  Kupffer.  2  Nrs.  et  Compte-reridu  aiitiuel.  Annee  1859 
et  1860.  St.  Petersburg  u.  Leipzig,  cart.  7  Thlr. 
O.  Becker  und  Rolott,  Beitrage  zur  Lehre  vom  Sehen 
der  dritten  Dimension.  Lex..8o.  geh.  Wien.  10  Ngr. 
A.  Bert  in,  Opuscules  de  physique  et  de  mäteorologie.  In-4'', 
avec  2  pl.     Strasbourg, 

Correspondance  meleorologique,  publtcation  annuelie  de  l'ad- 
ministration  des  mines  de  Russie,  rediß^e  par  A.  T.  Kupffer. 
Annöe  1^9.     gr.  4".     iSt.  Petersburg  u.  Leipzig.     5  Thlr. 

M.  Davy,  Rec-herches  thäoriques  et  exp^rimentales  sur  l'elec- 
tricitä  cnnsideree  au  point  de  vne  m^cantque.     ln-8.     Paris. 

E.  Harless,  Maassbestimmung  der  Polarisation  durch  das 
physiologische  Rheoskop.     gr.  4".     geh.     München.     16  Ngr. 

J.  Jamin,  Coura  de  physique  de  l'Ecole  polytechrique.  T.  IIL 
1.  faecicule.  ElectricitiS  dynamique.  Paris.  8".  Mit  Tafeln  und 
Ahbildgn.  im  Text.  Preis  des  1.  Bds.  4ThIr.,  Bd.  2  u.  3  zusammen 
6  Tbir.  20  Ngr, 

G.  Kirchhoff,  Untersuchungen  über  das  Sonnenspectrum  und 
die  Spectren  der  chemischen  Elemente,  gr.  4°.  cart.  Berlin.  1  Thlr. 
K.  Emil  Kluge,  Ueber  die  Ursachen  der  in  den  Jahren  1850 
bis  1857  statlgeHindenen  Erd-Erschötterungen  und  die  Beziehun- 
gen derselben  zu  den  Vulkanen  und  zur  Atmosphäre.  Stuttgart. 
8".     24  Ngr. 

Observations  m^t^orologiques  faites  ä  Nijne-Taguilsk  (monts 
OuraU,  gouvernement  de  Perm).     Ann^e  IHGO.     Paris.    8«. 

Observations  meleorologiques  faites  ä  neuf  heures  du  matiri 
ä  l'observatoire  de  Lyon,  du  1.  decembre  1857  au  1.  decembre  1859, 
(tar  M.  Aime  Drian,  sous  la  direction  de  M.  Frenet.  Lyou. 
8°.    Mit  1  Tabelle. 


V.  Raul  in»  Deseriptioo  phy^ique  de  l'ile  de  Grite.  2.  par« 
tie.  Geographie  physique  du  soL  Meteorologie.  Bordeaux  et 
Paris.    80. 

J.  C.  F.  Zöllner,  Grundsüge  der  allgemeinen  Photometrie  des 
Himmels,    gr.  49.    cart    Berlio.    3  Thir.  15  Ngr. 

Termiselite  Sdurifteii. 

Abhandlungen  der  mathematisch -physikalischen  Classe  der 
konigl.  Bayerischen  Akademie  der  Wissenschaften.  9.  Bd.  1.  Abth. 
gr.  40     geh.    München.    2  ThIr.  20  Ngr. 

Meianges  mathömatiques  et  astronomiques  tiräs  du  Bulletin  de 
Tacadömie  imperiale  de  St.  Petersbourg.  Tome  III.  Livr.  3.  Lex.-8o. 
geh.    Petersburg  und  Leipzig.    17  Ngr. 
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Literarischer  Bericht 

CXLVIII. 


Unterrichtswesen. 

Anzeige  der  Vorlesungen  auf  der  Grossherzoglich 
Badischen  Polytechnischen  Schule  zu  Carisruhe  ffir 
das  Jahr  186l-~62.     Carlsruhe. 

Adressbuch  der  Grossherzoglich  Badischen  Poly- 
technischen Schule  in  Carlsruhe.  Studienjahr  1861 — 62. 
Carlsruhe. 

So  wie  wir  aus  der  ersteren  Schrift  die  grosse  VollstSndig- 
keit  der  Vorlesungen,  welche  in  dem  Studienjahre  1861—62  an 
der  polytechnischen  Schule  in  Carlsruhe  von  ungefähr  50  Leh- 
rern Gber  alle  Fächer  der  Technik  und  die  vorbereitenden  und 
Hfilfswissenschaften  gehalten  werden »  mit  Freuden  ersehen  ha- 
ben: so  haben  wir  aus  der  zweiten  Schrift  wieder  mit  besonde- 
rem Interesse  von  der  ungemein  grossen  Anzahl  von  Schülern 
aus  fast  allen  cultivirten  Ländern  der  Erde  Kenntniss  genommen» 
welche  aus  dieser  von  der  Badischen  Regierung  dargebotenen 
reichen  Quelle  des  technischen  Unterrichts  schöpfen.  Die  Schfl- 
lerzahl  beträgt  im  Ganzen  794,  und  die  Anzahl  der  Auslän- 
der, unter  denen  sich  11  aus  Amerika ,  7  aus  Brasilien,  1  aus 
Java,  u.  s.w.  beGnden,  ist  in  diesem  Jahre  noch  grosser  als  im 
Torigen,  nämlich  500  gegen  484.  Wir  freuen  uns  sehr  über  den 
Aufschwung,  den  hiernach  der  polytechnische  Unterricht  in  Deutsch- 
land fortwährend  nimmt  und  wiederholen  unsere  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXLl.  S.  2.  ausgesprochene  Bitte,  dass  uns  auch  von  anderen 
polytechnischen  Lehranstalten  ähnliche  den  Unterricht  betreffende 
Schriften I   wie  die  beiden   obigen,  für  deren  Uebersendung  wir 
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hier  unsern  Dank  von  Neuem  auszusprechen  nicht  verfehlet,  ril? 
getheilt  werden  mochten,  was  bis  je(zt  noch  nicht  geschehe! iit 
Eine  kurze  Anzeige  derselben  würde  immer  in  kfirzesier  ZcÜp- 
liefert  werden. 


Geometrie. 

Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  mit  b( 
sonderer  Berücksichtigung  der  neueren  Methoden  voi 
George  Salmon.  Unter  Mitwirkung  des  Verfasflerij 
deutsch  bearbeitet  von  Dr.  Wilhelm  Fiedler.  Lelpiig> 
Teubner.     1860.    S». 

Das  zuerst   im  Jahre  1848,  in  dritter  Ausgabe  1855  erseUe» 
neue   Werk:     „A    Treatise    on   Conic  Sections.     By  th« 
Rev.   George   Salmon,  A.  M.  Fellow  and  Tutor,  Trioitf 
College,  Dublin.     London.    3.  ed.    1855.,  welches  fibrigea 
keineswegs  die  Kegelschnitte  allein,  sondern  überhaupt  die  a» 
lytische   Geometrie    der    Ebene  betrifft,  hat  sich  mit   Recht  eiM 
grossen   Beifalls  erfreuet,  und    ist  bereits  in  mehrere    Sprachei 
übersetzt    worden.      Dasselbe    wird    hauptsächlich    nach   mfenr 
Meinung  dadurch  charakterisirt,  dass  es  ausser  dem  Cartesiiekii 
Coordinatensystem    auch   die    wichtigsten   und  fruchtbarsten  te 
übrigen   Coordinatensysteme ,  durch   welche   in  neuerer   Zeit  die 
Geometrie  weiter  geführt  worden  ist,  kennen  und  anwenden  Mit 
und  überall  eine  zweckmässige  Verbindung   der  rein  analytisdMi 
und  synthetischen   Betrachtung  erstrebt,    eine   Methode,  die  ji 
überhaupt  vorzugsweise   bei    den   englischen  Geometern    bdiekt 
ist,  und  auch  jedenfalls  in  mehrfacher  Beziehung  alle  Empfeblng 
verdient.     Es   ist  daher  sehr  dankenswerth ,  dass  Herr  Fiedler 
dieses  ausgezeichnete  Werk  auch  den  deutschen  Mathematikeii 
durch  eine  nach  unserer  Ueberzeugung  durchaus  nichts  za  wtli' 
sehen   übrig  lassende  freie   deutsche   Uebersetzung  zugäogliclMr 
gemacht  hat.     Aber  nicht  bloss  dieses  hat  Herr  F.  getban.     SeiM 
deutsche  Bearbeitung  ist  mindestens  um  ein  Drittheil   stärker  ib 
das  Originalwerk,  weil  er  von  dem  richtigen  Gesichtspunkte  ms* 
ging,  durch   Hiozufügung  mehrerer   wichtiger  Arbeiten   deutscher 
und    französischer    Geometer    in    Verbindung  mit   dem    Original- 
werke   das  zu  geben,  womit  sich  derjenige   bekannt  zu  machen 
hat,  welcher  entweder  zuerst  an  das  Studium  der  neueren  analy- 
tischen Geometrie  herantritt  oder  nicht  gerade  sein  äauptstud'rOBj 
aus  diesem  T heile  der  mathematischen  Wissenschaften  zu  machen 
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beabsichtigt,  da  deren  Reich  zu  gross  ist,  und  immer  mehr  and 
mehr  so  sehr  io's  Ungeheuere  sich  ausdehnt,  dass  eine  völlige 
Beherrschung  des  ganzen  Feldes  für  den  Einzelnen  geradezu  un- 
möglich ist.  Wir  sind  der  Meinung,  dass  der  Herr  Verfasser 
diesen  Zweck  sehr  gut  erreicht  hat,  und  ein  mit  besonderem 
Danke  aufzunehmendes,  jedwede  Empfehlung  verdienendes  Werk 
geliefert  hat.  Auch  verdient  es  besonders  bemerkt  zu  werden, 
dass  nach  unserer  Meinung  dasselbe  zugleich  als  eine  der  vor- 
trefflichsten und  reichhaltigsten  Aufgaben -Sammlungen  betrachtet 
werden  kann.  Unsere  Uterarischen  Berichte  sind,  wie  schon  mehr- 
fach von  uns  bemerkt  worden  ist,  nicht  «dazu  bestimmt,  tiefer 
eingehende  Kritiken  und  ausführliche  Relationen  zu  liefern,  indem 
wir  uns  vielmehr  stets  mit  einer  ganz  allgemeinen  Charakterisi- 
rung  des  betreffenden  Werkes  begnügen  müssen^  Bei  der  grossen 
Würdigkeit  der  vorliegenden  Schrift  finden  wir  es  aber  ange- 
messen, unseren  Lesern  im  Folgenden  wenigstens  den  Hauptin- 
halt nach  den  einzelnen  Kapiteln  mitzutheilen,  damit  dieselben 
einigerraassen  übersehen   können,  was  ihnen  hier  geboten  wird: 

1.  Deiy  Punkt.  IL  Die  gerade  Linie.  IIL  Aufgaben  über  die  go- 
rade  Linie.  IV,  Anwendung  einer  abgekürzten  Bezeichnung  für 
die  Gleichung  einer  geraden  Linie.  V.  Gleichungen  von  höhe- 
ren Graden,  welche  gerade  Linien  darstellen.  VL  Ableitung  der 
Haupteigenschaften  ajler  Curven  zweiten  Grades  aus  der  allge- 
meinen Gleichung.  Vll.  Der  Kreis.  VBI.  Lehrsätze  und  Auf- 
gaben über  den  Kreis;  Anwendung  einer  abgekürzten  Bezeichnung 
auf  seine  Gleichung.  IX.  Eigenschaften  eines  Systems  von  zwei 
oder  mehreren  Kreisen.  X.  Die  allgemeine  Gleichung  des  zwei' 
ten  Grades  als  Central -Gleichung:  Ellipse  und  Hyperbel.  XI. 
Die  Parabel.  XU.  Vermischte  Aufgaben  und  Lehrsätze  über 
die  Kegelschnitte.  XIII.  Die  Methode  des  Uneödlich-Kleinen,  die 
Quadratur  und  Rectification  der  Kegelschnitte  (hier  wird  Diffe- 
rential- und  Integralrechnung  angewandt).  XIV.  Die  Methoderi^ 
der  abgekürzten  Bezeichnung,  die  trimetriseheu  CoordinAten-Sj;''^ 
steme  und  das  Princip  der  Dualität  in  ihrer  Anwendung  auf  die 
Kegelschnitte.  XV.  Die  allgemeine  homogene  Gleichung  zwei* 
tem  Grades  und  die  Algebra  der  linearen  Transformationen.  XVI. 
Geometrische  Methoden  (1.  Die  Methode  der  reciproken  Polaren. 

2.  Die  harmonischen  und  anharmonischen  Eigenschaften  der  Ke- 
gelschnitte. 3.  Die  Methode  der  Projectionen  und  die  geometri- 
schen Verwandtschaften  des  ersten  Grades).  Zusätze.  Quellen- 
Nachweis» 

Die  Leser  werden  hieraus  den  Reichthum  des  ib&en  gebotenen 
Inhalts  erkennen  und  mögen  sieh  daher  das  Buch  nochmals  zar 
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Beachtung  empfohlen  sein  lassen.     Die  treffliche  äussere  AusstaV 
tung  macht  der  berühmten  Verlangshandlung  alle  Ehre. 


Alle  die,   welche  für  die   feinere    analytische  und  reine  Gm 
nietrie   sich   interessiren,   machen   wir  auf  die  folgenden  Abhan« 
lungen  und   Schriften    des  Herrn   Professor  L.  Creniona  in 
logna  recht  sehr  aufmerksam. 


alcuni 
18B7. 


4". 


Uiese  Schrift  enlhglt,  mit  besonderer  Kücicsicht  auf  die  K( 
gelschnitte,  sehr  interessante  Untersuchungen  über  bomngraphiacb 
Figuren  oder  Systeme,   und   wird   dadurch    noch   ganz  besonder 
lehrreich,   ilass    der    Herr    Verfasser  bei    diesen   Untersnchunge 
das    sogenannte    Dreilinien-Coordiiiatensystera,    worübe 
die     Leser  weitere    allgenieJne    Belehrunj^  ii.  A.    in    der    rorhe 
angezeigten   deutschen   Uebersetzung   der  Analytischen    Ge 
metrie    der  Kegelschnitte    von  Salmon    linden  können, 
Anwendung  gebracht,  und  dadurch  einen  neuen  interessanten  Bi 
vreis    von  der    Fruchtbarlteit  dieses    Coordinalensystems   gelieftlV 
hat,  weshalb  diese  Schrift  besonders  zur  Beachtung  zu  « 
len  ist. 

I 

Sülle  superficie  gobbe  del  terz'  ordlne.  Memoria 
del  Dotier  L.  Cremona,  Professore  di  Geumetria  supe- 
riore  aella  Regia  ünivereitä  di  Bologna.  Cnmmuoi- 
cataal  Reale  Istituto  Lombarde  disctenze,  letteree 
arti.     18.  Aprile  186L     4. 

So  wie  die  vorhergehende  Schrill  sich  der  neueren  Metho- 
den der  analytischen  Geometrie  bedient,  ist  die  iu  der  vor- 
liegenden gegebene  Untersuchung  aber  Flächen  der  dritten  Ord- 
nung g^Dz  rein  geometrisch  gehalten,  und  verdient  deshalb 
den  Liebhabern  der  reinen  Geometrie  recbt  sehr  zur  Beachtung  \ 
empfohlen  zu  werden.  Je  enger  aber  gerade  in  solchen  rein  | 
geometrischen  Durstellungen  die  einzelnen  Sätze  und  Wahrhei-_ 
ten  unter  einander  zusammenhängen,  je  consequenter  dieselbe! 
stufenweise  auf  und  ans  einander  folgen,  je  weniger  der  eine  obl 
alle  vorhergebenden  verstanden  werden  kann:  desto  weniger  g 
statten  solche  Schriften,  die  wie  die  vorliegende  namentliche! 
die  grosse  Allgemeinheit  und  rein  speculative  f^utur  der  angf 
stellten  Betrachtungen  dem  Scharfsinne  ihrer  Verfasser  alle  1 
machen,  namentlich  an  diesem  Orte  einen  Auszug,  wesbal 
•vir    uns  leider    immer    meistens   darauf  beschrgnken   müssen,  s 
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ihre  ivisaenscbaftliche  Bedeutung  im  Allgemeinen  aurnierksam  m 

Üass  bei  der  UniversilSt  in  Bologna  ein  eigentlicher  Lehr- 
stuhl für  sogenannte  neuere  oder  höhere  Geometrie  gegründet, 
und  durch  Herrn  Professor  Cremona  In  so  würdiger  Weise  be- 
setzt worden  ist,  mass  jedenfalls  einen  Jeden,  der  an  dem  Fort- 
schritt  der  Wissenschaft  in  Italien  lebhalten  Antheil  nimmt,  mit 
der  grüssten  Freude  erfüllen. 
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Diese  40  Seilen  umfassende  Schrift  enthält  eine  auHÜäbrlicbe 
Relation  über  die  unter  dem  Titel:  Trattato  di  Geometria 
elementare  di  A.  Amiot.  Prima  traduzione  italtana 
con  note  ed  aggiunte  di  Giovanni  Novi,  Frofessore  di 
meccanica  nel  liceo  niilitare  di  Firenze.  Con  un  at- 
laitte  di  5»  lavole.  Firenze,  Feiice  Lemoiinier,  1858. 
erschienene  italienische  Uebersetaung  der  in  Deutschland  hinrei- 
chend bekannten  Lecons  nouvelles  de  geometrie  el^men- 
taire  par  M.  A.  Amiot,  nobei  zugleich  der  Verdienste,  welche 
sich  Herr  Lemonnier  in  Florenz  durch  Veranstaltung  italie- 
nischer üebetaelzungen  von  ausländischen  auegezeichneten  Wer- 
ken (z.  B.  von  Bertrand,  A.  Serret,  u.  s.  iv.)  er.virbt,  rühmend 
gedacht  wird.  Aber  nicht  bloss  wegen  dieser  Analyse  eines  in 
mehrfacher  Beziehung  vorzüglichen  geometrischen  Werkes  ist 
die  vorliegende  Schrift  des  Herrn  Professor  Cremona  interes- 
sant und  wichtig;  vielmehr  enthält  dieselbe  eine  so  schiine  und 
vollständige,  von  der  grüssten,  tiefsten  und  ausgebreltetsten  Kennt- 
niss  aul'  dem  Gebiete  aller  Literaturen  zeugende  Darstellung  der 
Eroberungen,  welche  in  neuerer  Zeit  auf  dem  Gebiete  der  Ele- 
mentar-Geometrie  gemacht  worden  sind,  oder  auch  über  alte  und 
ältere  Sätze  von  Pappus,  Desargues  u.  s- w.  u.  s.  w.,  deren 
grosse  Wichtigkeit  erst  in  neuerer  Zeit  vollständige  Anerkennung 
gefunden  hat,  wodurch  der  Elementar-Geometrie  vielfach  eine 
wesentliche  Umgestaltung  und  Erweiterung  zu  Theil  geworden  ist: 
dass  wir  diese  Schrift  für  einen  sehr  werthvollen  Beitrag  zur  Ge- 
schichte der  elementaren  Ueometrie  überhaupt  hallen,  und  unse- 
ren Lesern  eine  sehr  interessante  und  lehrreiche  Leetüre  durch 
dieselbe  aus  vollkommener  Ueberzeugung  versprechen  kiinnen,  da- 
her auch  auf  dieselbe  hier  besonders  aufmerksam  zu  machen  wir 
nicht  verfehlen. 
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Astronomie. 

Memoires  de  l'Acad^mie  imperiale  des  scieoces 
de  8t.-Petersbourg,  VII«  s^rle.    Tome  IV.  No.  1. 

Beobachtung  der  totalen  Sonnenfinsterniss  vom 
18.  (6.)  Juli  1860  in  Pobes.  Nach  den  Berichten  der  ein- 
zelnen Theilnehmer  zusammengestellt  von  O.  Struve, 
Mitgiiede  der  Akademie.  (Mit  3  Tafeln).  Gelesen  am 
16.  November  1860.    St.  Petersbarg.    1861.    4o. 

Der  von  Herrn   O.  Struve   der  kaiserlich  russischen  Akade- 
mie  der  Wissenschaften    über    die    Beobachtungen   der    grossen 
Sonnenfinsterniss  vom  Jahre  1860  in  Pobes  erstattete  vorläufige, 
noch   in  Spanien  abgefasste  Bericht  ist  von  uns  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXLl.  S.  8.  angezeigt  worden,  mit  der  näheren  Angabe  aller 
diese  nach   Spanien   unternommene    denkvrürdige  Expedition  be- 
gleitenden Umstände.     Jetzt  liegt  uns  nun  auch  der  obige  voll- 
ständige  Bericht    vor^    den    wir    hier  zu  einer  etvras  genaueren 
Anzeige  zu  bringen  uns  beeilen,  vreil  wir  denselben  für  den  wich- 
tigsten halten,  welcher  bis  jetzt  über  das  merkwürdige  Ereigniss 
erschienen  ist.     Wir  bemerken  zuerst  im  Allgemeinen,  dass  Herr 
O.  Struve  sich  in  diesem  vorzugsweise  streng  wissenschaftlich 
gehaltenen  Berichte  nach  unserer  Meinung  ganz   mit  Recht  för's 
Erste  daurauf  beschränkt,   nur  die  Resultate  der  Beobachtungen, 
—  die   beobachteten   Thatsachen,  —  zu  geben,  natürlich  mit  ge- 
nauer Angabe  der  dabei   angewandten  Hülfsmittel  und  Beobacb- 
tnngs -Methoden,  wodurch  namentlich  auch  dieser  wichtige  Bericht 
für  einen  Jeden,  der  sich  für  diesen  Gegenstand  interessirt,  un- 
gemein   lehrreich    wird.     Keineswegs    aber   beschränkt  sieh   der 
Herr  Verfasser  auf  seine  eigenen  Beobachtungen,  sondern  giebt 
auch   die   Resultate   der  Beobachtungen   seiner  Begleiter  und  ei- 
niger Anderen,  namentlich  Airy's,  was   gleichfalls    die  Wichtig- 
keit dieses   Berichts   noch   wesentlich   erhöhet,  so  dass  derselbe 
von  Jedem,   der  sich   zu   weiteren  Reflexionen  und  Schlussfolge- 
rungen über  die  merkwürdige  Erscheinung  veranlasst  sehen  dürfte, 
hauptsächlich    und     vorzugsweise    berücksichtigt     werden     muss, 
wobei  wiederholt    der  Umstand   hervorzuheben    ist,    dass   Herrn 
Otto   Struve    aus  früheren    Beobachtungen    ähnlicher   Erschei- 
nungen  vorzugsweise   eine   reiche   Erfahrung  zur   Seite   steht.  — 
Der  Herr   Verfasser    beginnt   mit    einer    historischen    Darstellung 
der  hauptsächlich  unter  Airy*s  Leitung  von  England   aus   unter- 
nommenen Expedition,  worüber  das  Nähere  aus  unserem  früheren 
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oben  erwähntoD  Berichte  bekannt  ist.  Hierauf  folgen  die  vorlSu- 
ligen  Beobachtungen  zur  Zeit-  und  PolhöhenbeBtimmnng  in  Pobes, 
die  Polbühe  und  Länge  der  IJorfkirche  in  Pobes,  die  geographi- 
Bchen  Coordinalen  der  vnn  den  einzelnen  Beobachtern  für  die 
Sonnenlinsterniss  gewühlten  Standpunkte.  Dann  geht  der  Herr 
Verfasser  zu  den  Beobachtungen  der  Sonnenfinsterniss  «elbst 
über,  und  zwar:  a)  Bericht  des  Herrn  Airy,  welcher  auf  einem 
Hügel  bei'in  Städtchen  Erenna  links  com  Flusse  Bayas  beob- 
achtete, und  von  seiner  Frau,  seinem  Sohne  W  ilfried,  seiner 
Tochter  Uilda,  dem  Eisenbahningenieur  Herrn  Stead  und  9  Ac- 
Iteitern ,  welche  die  Instrumente  truf;en ,  begleitet  ond  bei  den 
Beobachtungen  mehrfach  unterstützt  n-urde.  10  Bericht  von  Otto 
StruTe.  e)  Bericht  von  A.  Winnecke.  d)  Bericht  von  F.  A. 
Oom.  e)  Bericht  des  Herrn  C.  Weiler,  Ingenieurs  und  ehe- 
maligen Züglings  der  polytechnischen  Schule  in  Carlaruhe.  0  Be> 
rieht  des  Herrn  S t e n g I e i ii ,  Eisenbahningenieurs.  Drei  sehr 
schöne  illuminirte  litbographirte  Tafeln  machen  den  Scfaluss  die- 
sen überana  vollständigen  und  nichtigen  Berichts,  ftir  welchen 
die  Wiasenscbalt  dem  Herrn  Verfasser  den  lebhaftesten  Uanb 
B9)»ldet. 


Kalender  für  allestände.    1862.    Ueiausg« 
irl    von    Littrow,    Uirect^tr    der    k.  k.    Stei 


Wien. 


■  Ste; 


Wi. 


Carl  (ierold.     S^. 


Der  Jahrgang  1861  dieses  Kalenders  ist  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXL.  S.  9.  angezeigt  wurden,  und  seine  Einrichtung,  die  in 
dem  neuen  uns  vorliegenden  Jahrgange  ivesentliche  AbSnderan- 
gen  nicht  erlitten  hat,  kann  also  im  Ganzen  als  bekannt  voraus- 
gesetzt werden.  Wir  kiinnen  daher  im  Allgemeinen  auf  jene 
frühere  Anzeige  verweisen,  indem  wir  jedoch  wiederholt  und  gans 
besonders  darauf  aufmerksuni  machen,  dass  wir  auch  diesen  neuen 
Jahrgang  wie  seine  Vorgänger  als  eine  sehr  zweckmässige  kleine 
Ephemeride  Liebhabern  der  Himmels -Beobachtung  bestens  em- 
pfehlen ktinnen ,  und  dem  verdienstlichen  Unternehmen  deshalb 
ungehinderten  Forlgang  recht  sehr  wünschen.  Ausser  der  Ephe- 
meride, der  wir  eine  bessere  zu  dem  genannten  Zweck  jetzt  nicht 
an  die  Seite  zu  setzen  wiissten,  enthält  der  vorliegende  Jahr- 
gang aber  noch  vieles  andere  Lehrreiche.  Namentlich  weisen 
wir  hin  auf  die  sehr  vollständige  Darstellung  der  neueren  astrn- 
nomischen  Entdeckungen  und  auf  die  Uebersicht  des  Planeten* 
Systems,  welche  man  in  solcher  Vollständigkeit  und  Genauigkeit 
schwerlich  anderwärts  antreffen  wird,  worSber  die  Leser  aus  den 
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Biiizelrien  Rubriketi,  aus  deuen  dieselbe  besiebt, 
selbst  einen  Scbluss  zu  machen  im  Stande  seiu  werden:  Alphabe' 
lisches  Verzeichniss  der  Asteroiden.  Verzeichniss  der  Asteroiden 
nach  der  Zeit  ihrer  Entdeckung,  mit  ihren  Zeichen,  dem 
der  Entdeckung,  dem  Namen  des  l£nldeckers  und  dem  Ort  der  Ent- 
deckung. Elemente  sänimtlicher  Planetenbahnen  (überaus  volUlfin- 
dig,  sorgfältig  und  genau).  Der  Mond.  Satelliten  des  Jupiter. 
Satelliten  des  Saturn.  Satellilen  des  Uranus.  Satelliten  des  Mep- 
tun.  Phasen  des  Saturnringes  in  den  J.  1861  und  1862.  Endlich 
finden  die  Leser  auT  S.  {<4— S.  116  eine  erschüpfende  Geschichte 
des  Fernrohrs  nach  G  r  a  n  t ,  von  <l  er  ersten  Entdeckung  bis  zu  Lord 
Rosse's  Riesen -Telescopen  und  Foucaull's  und  Steinheil'i 
verdienstliclieD  Arbeiten,  die  wir  namentlich  auch  Physikern  all 
besonders  interessant  zur  Beachtung  recht  sehr  empfehlen.  Rücl 
sichtlich  des  eigentlichen  Erfinders  des  Fernrohrs  spricht  sie 
der  Verfasser  auf  S. 00.  folgendermassen  aus;  „Unser  Scbliu 
lautet  also  dahin,  dass  Lipperbey"  —  welcher  auf  S.  98.  Job: 
Lipperhey,  Brillenmacher,  aus  Wesel  gebürtig,  ansässig  i 
Middelburg,  genannt  wird,  —  „zuerst  Fernrnbre  herstellte,  um 
dase  auch  er  zuerst  die  Welt  mit  dieser  Erfindung  bekanntmacht 
ihm  daher  gerechter  Anspruch  auf  die  damit  verbundene  Eh 
zukomme".  IVIan  muss  das  vielfach  interessante,  rücksicbtlii 
der  ersten  Erfindung  seihst  tbeilweise  aus  den  Acten  der  Gene' 
ralstaaten  vom  Jahre  160S,  die  in  den  Hnager  Regierungs-Archi 
ven  bewahrt  werden,  geschupfte  Detail  in  dem  sehr  verdienst 
liehen  Aufsatze  selbst  nachlesen. 

Eine  meteurologische  Cbarakterisirung  des  Jahres  1860  schlief 
das  Büchlein,  zu  dessen  weiterer  Bekanntwerdung  wir  durch  die 
>Btlheilungen  von  Neuem  beizutragen  wünschen. 


[- 
1-     ' 

I 


leuerlich  erschienenen  Buche: 


Die  astronomische  Strahlenbrechung  in  ihrer  hl 
storiachen  Etitwickelu  n  e;  dargestellt  von  Dr.  C.  Bruhn« 
Astronom  der  neuen  Sternwarte  und  Professor  de 
Astronomie  zu  Leipzig.  Eine  gekrunte  Pr^iscbrifj 
Leipzig.     1861.  i 

steht  auf  S.  65.  nürilich  Folgendes :  „Die  Reihe  für  r  wird,  wed 
:  einer  grossen  Zenithdistanz  angehOrt,  nur  etwas  mehr  coB 
vergiren,  wie  dic'Reihe'' 

■■'  +  '2  +  2.4  +  2.1.6+  ■■•  l 
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Nun  ist  ja  aber 

1  —  1       L3     1       1.3.5     1       1.3.5.7     1 
1-1,    2""2'    2.4^3'    2.4.6^4*     2.4.6.8^5'  ••' 

und  es  lässt  sich  leicht  zeigen ^  dass«  wenn  nur  n>l  ist,  immer 

1.3.5. ...(2n  —  l)         1 


2.4. 6.. ..2n     "^»  +  1 
ist.     Weil  nämlich 

(2n  +  l)(w  +  2)  =  2n«+ßn+2,    2(n  +  l)«  =  2n«+4n  +  2 
ist^  so  ist  offenbar 

(2n  +  l)(n+2)>2(n  +  l)«,    aUo    ^^)>^- 

Ist  nun  die  Ungleichung 

1.3.5....(2n— 1)^       1 


2.4.6. ...2n      -^n+l 
richtig,  so  ist  nach  dem  so  eben  Bewiesenen  auch 


also 


1.3.5. ...(2w-^l)     2n  +  l  1       n+1 

2.4.6.. ..2n      •2(«  +  l)^n  +  ln  +  2* 

1.3.5....(2n+1)         1 
2.4.6.. ..2(n+l)^n  +  2' 


welche  Ungleichung  aus  der  obigen  unmittelbar  hervorgeht,  wenn 
man  darin  n  +  ]  für  n  setzt,  woraus  die  Richtigkeit  des  Satzes 
sogleich  mittelst  des  Schlusses  von  n  auf  n  -f  1  erhellet.  Also 
sind  die  Glieder  der  Reihe 


i,    ö» 


1.3      1.3.5      1.3.5.7 


2'    2.4'    2.4.6'    2.4.6.8'-- 

wenigstens  vom  dritten  an  grosser  als  die  entsprechenden  Glie- 
der der  Reihe 

1    1    1    1    L 

'    2'     3'    V    5'  *••• 

E^  ist  ja  aber  bekannt,  dass  diese  letztere  Reihe  keine  conver- 
gfnte,  sondern  eine  divergente  Reihe  ist,  woraus  sich  ergiebt, 
dass  um  so  mehr  auch  die  Reihe 
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1      li^       1.3.5       1.3.5.7 
*•    2'     2.4*     2.4.6*     2.4.6.8'    •• 

eine  divergireode    Reihe   ist.      Die    oben    aDgeftibrten   Worte 
sagen  also  nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  Folgendes  aus: 

jyDie  Reihe  für  r  wird,  wenn  z  einer  grossen  Zenithdistanz 
angehört,  nur  etwas  weniger  eonTersiren  wie  diedtver- 
ffiretaide  Reihe 


11^     1.3.5 
*+2"''2.4''  2.4.6  +  -  • 


(( 


Wer  dies  versteht,  den  beneiden  wir  um  seine  Capacität  und  sei- 
nen mathematischen  Scharfsinn! 

In  der  sehr  schonen  Schrift  des  trefflichen  Lambert:   Les 

proprietäs    remarquables    de    la   route   de   la    lumiere. 

A  la  Haye.    1758.  heisst  es  freilich  auch  auf  p.  46.  „la  eonver- 

gence  des  Coefficiens  n'est  gu^res  plus  grande  que  celle  de  la 
I     13 

Suite   1,  2*  2~4*  c*c-";  ^as  Obige  ist  also  eigentlich  eine  üeber- 

setzung  dieser  Worte  Lamberts  oder  denselben  nachgeschrie- 
ben, und  Dergleichen  kann  und  muss  man  wohl  in  einer  sonst 
trefflieben  Schrift  aus  der  Mitte  des  vorigen  Jahrhunderts  entschul- 
digen; aber  jetzt  im  Jahre  1860  sollten  doch  solche  Dinge 
ohne  alle  weitere  Bemerkung  und  ohne  alle  Kritik  in 
einem  mathematischen  Buche  nicht  mehr  gedruckt  und  för  baare 
Münze  ausgegeben  werden.  Wollte  man  überhaupt  die  in  dem 
oben  genannten  Buche  in  sehr  grosser  Anzahl  vorkommenden  so- 
genannten unendlichen  Reihen  sämmtlich  rücksichtlich  ihrer  Con- 
vergenz  ekier  strengen  Untersuchung  unterwerfen,  so  würde  man 
wahrscheinfich  theilweise  zu  einem  Manchen  —  (uns  freiücfa  nicht) 
—  sehr  überraschenden  Resultate  gelangen.  Namentlich  Anftn- 
ger,  die  erfahrungsmässig  leider  nur  zu  oft  Alles,  was  in  mathe- 
matischen Büchern  steht,  für  baare  Münze  zu  nehmen  gewohnt 
sind,  verdienen  bei  solchen  Gelegenheiten  wie  im  vorliegenden 
Falle  gewarnt  und  zur  Anwendung  sorgfältiger  Kritik  ermahnt 
zu  werden,  was  auch  einzig  und  allein  der  Zweck  der  vorstehen- 
den Zeilen  ist. 


Nautik. 

Almanacb  der    (isterreichischcn   Kriegsmarine    für 
das  Jahr   1862.      Mit  Genehmigung  des   hohen  Marine- 
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stalt  der  k.  k. 


Wi. 


Eine  Anstalt  wie  <IiG  im  Jahre  1§60 
cJTogruphische  Anstalt  der  k.  k.  Kriogsriiariiie  j 
rine- Verwaltung  eines  jeden  Landes  wünschi 
hat  2ur  Aufgabe : 


r  hydrographi- 
".     8«. 

rufene  hy- 
0  der  Ma- 
j    dieselbe 


Ge 
Let>ei 


i  die  Kriegsscbiffe  S.  M.  mit  den  er- 
raphischeii    Hüifsmitteln,  als:  Seekarlen,  nau- 
uiid  Instrumenten  von  erprobter  Verl ässlich- 

ind  verwandter  Wissen- 


1)  dafür  zu  so 
forderlichen    hydrc 
tischen  Hüirsbuchem 
keit  verseix 

2)  znr  Forderung  der  Hydrographie 
Schäften  nacb  Kräften  beizutragen; 

3}  dabin  zu  wirken,  dass  die  t'ort^cbritte  im  Gebiete  der  Hy- 
drographie und  Nautik  für  S.  M.  Marine  möglichst  nutzbringend 
gemacht  werden; 

und  ist  also  die  eigentlich  wissenacbartlicbe  See-Behörde  in 
Oesterreich.  Der  Director  dieser  nachahmungswertben  Anstalt, 
welche  ihren  Sitz  in  Triest  hat,  ist  der  um  die  Nautik  schon  so 
vielfach  verdiente  Herr  Professor  Dr.  Franz  Schanb,  und  un- 
ter ihm  arbeiten  filr  jetzt  drei  Hydrographen  zweiter  Klasse,  drei 
Adjuncten  zweiter  Klasse  und  ein  Assistent.  Die  drei  Hydro- 
graphen (die  Herren  Dr.  Adal  ber  t  Kunea,  Johann  Zesce- 
vich  und  Roheit  Müller)  verseben  die  Geschäfte,  welche  durch 
die  Sternwarte,  die  Verwaltung  des  Instrumenten- Vorraths,  des 
Karlen -Archivs  und  der  Bibliothek  bedingt  werden,  und  hatten 
für  die  Marine-Cadetlen  Vorträge  über  Mathematik,  Nautik,  Phy- 
sik, Mechanik  und  Maschinenlehre;  zwei  der  drei  Adjuncten  (die 
Herren  Jobann  Rnnd,  Dr.  Franz  Paugger*),  Robert  Mül- 
ler) sind  als  Lehrer  der  Mathematik  am  Eleven-Curse  auf  der 
Fregatte  „Venus"  eingeschifft;  der  dritte  Adjunct  und  der  Assi-, 
Stent  (Herr  Ür.  Gustav  Werner)  werden  nach  Bedürfniss  bei 
den  einzelnen  Abtheilungen  verwendet.  —  Von  dieser  wissen- 
schaftlichen Anstalt  wird  von  jetzt  an  der  nautische 
herausgegeben,  dessen  erster  Juhri;uiig  uns  vorliegt.  Derselbe 
enthält  zuerst  den  Kalender  und  eine  kleine  nautische  Epher 
ride,  welche  die  Declination  der  Sonne  und  die  Zeilgleichung  bis 
auf  Secundcn  und  Zehntheile  der  Secunde  genau,  nebst  deren 
stündlichen  Aenderungen,  die  mittlere  Zeit  der  Cnlmination  des 
Mondes    bis    auf ^Zebntheile    der  Minute  genu 


SonnenhalbmesBcr  für  den  Istea  und  15len  jedes  Monats,  dii 
Mondesphasen  und  die  Sichtbarkeit  der  Planeten  liefert.  Ausser- 
dem enthält  der  Alnianach  Aufsätze  von  allgeineinem  nautischen 
Interesse,  von  denen  ivlr  namentlich  auf  den  ersten  über  d 
so  wichtige  locale  Abweichung  des  Compasses  a 
iSchiffen  auFmerksam  machen.  Wer  da  weiss,  wie  verderblicb 
die  tocale  Abweichung  des  Compasses  den  Schiffen  werden  kaon 
nnd  notorisch  schon  oft  geworden  ist,  wird  Jas  überaus  Verdienst- 
liche dieser  mit  grosser  Deutlichkeit  verfassten  Anweisung  zur 
Bestimmung  der  localeu  Abweichung  gewiss  anerkennen  und  sicli 
dieselbe  zu  sorgrältigster  Beachtung  dringend  empfohlen  seiQ 
lassen.  Dieselbe  ist  mit  Benutzung  der  Abhandlung:  „Sulli 
correzioni  della  bussola"  und  handschriftlicher  MiCibeilungen  d« 
Hydrographen  Herrn  J.  Zescevicb  von  Herrn  Professor  Schau6' 
verfasst.  So  einfach  auch  mittelst  einer  Tafel  der  localen  Ab- 
weichung die  Correctionen  der  Compass-Course  und  Peilungea 
sind,  so  darf  doch  nicht  übersehen  werden,  dass  diese  Currectlo-- 
nen  oft  in  grosser  Eile  und  unter  schwierigen  Verhalti 
machen  sind,  und  dass  ein  begangener  Fehler  dem  Schiffe  di^ 
grüsste  Gefahr  bringen  kann.  Daher  darf  der  Werth  eines  me: 
ht  zu  gering  angeschlagen  werdri^y 
ch  ganz  besonders  das  ron  Herrn 
ch  schon  durch  die  Angabe  sinn- 
IV  Auflösung  sphärischer  Dreiecke; 
op 
ibgebildet, 


Zu  die 


n  Hülfsmittels  hii 
m  Zwecke  empliehlt 
Zescevicb,  der  bekanntlich 
reicher  graphischer  Methoden 
verdient  gemacht  hat,  angegebene  sogenannte  Drt 
ches  in  der  vorliegenden  Abhandlung  beschrieben 


und  auf  den  Gsterreichischeii  Kriegsschiffen  allgemein  eingeführt 
ist.  Dieses  Instrument  giebt  die  Correction  für  locale  Abwel 
chuiig  und  Missweisung  zu  gleicher  Zeit,  und  muss  allen  MarinS' 
Verwaltungen  zur  Beachtung  recht  sehr  empfohlen  werden. 

Hierauf  folgt  ein  überaus  Tollständiges  Verzcichniss  aller. 
Leuchtthürme  im  mittelländischen,  schwarzen  und 
azowschen  Meere,  natürlich  mit  Angabe  ihrer  Länge  und 
Breite  und  sonstiger  Beschreibung  ihrer  Eigenthümlicbkeit,  weL 
ches  die  allgemeinste  Beachtung  verdient.  Die  Zahl  dieser  Leucht- 
thürme beträgt  38'2,  woraus  man  sieht,  wie  sehr  in  den  drei  ge- 
nannten Meeren  für  die  Sicherheit  der  Schifffahrt  gesorgt  wird, 
vor  welchen  Bestrebungen  man  noch  mehr  Achtung  gewinnt,  wenn 
man  bedenkt,  dass  von  Jenen  38'2  Leuchltbürnien  sehr  nahe 
'200  allein  in  den  zehn  Jahren  von  18S0— 1860  errichtet 
worden  sind.  Das  mögen  sich  beiläulig  die  deutschen  Flotten, 
niänner  gesagt  sein  lassen,  die  immer  nur  an  schmucke  Schiffe, 
an  hübsche  Corvetten  und  Fregatten  denken,  aber  gar  nicht  daran. 


welche  imf>eheuTen  Summen,  und  welche  ungehearen  Anstren- 
gnngen  der  Ref^ierungen  sonst  noch  nüthig  sind,  wenn  ge- 
hörig für  die  Sicherheit  der  Schifffahrt,  die  doch  immer  die 
Hauptsache  bleibt,  gesorgt  werden  soll,  was  in  den  dent- 
sehen  Binnenmeeren  gerade  am  Nüthigsten  und  ein  Hanpterfor- 
derniss  ist.  Diesem  Verzeichnisse  schliesst  eich  eine  sehr  deut- 
liche Beschreibung  des  Aneroi  d -Barometers  von  Vidi 
und  des  Metall  Barometers  von  Bourdnn  an.  Sehr  sinn- 
reich ist  jedenfalls  die  auf  S.  89.  und  S.DO,  besprochene  Idee  des 
Herrn  Conimodore  von  Wällers tnrf,  Beobachtungen  mit  diesen 
beiden  Barometern  zur  Bestimmung  der  Abnahme  der  Schivere 
anf  der  Erde  von  den  Polen  nach  dem  Aequator  hin  zu  benntzen, 
zu  welchem  Zwecte  der  berühmte  Führer  der  Novara  bei  seiner 
Weltumsegelung  eine  Reihe  vergleichender  Beobachtungen  am 
Anerdid-  und  Quecksilber -Barometer  in  verschiedenen  Breiten 
angestellt  hat,  worüber  ivir  neueren  Veröffentlichungen  mit  Ver- 
langen entgegen  sehen.  Den  Bescbluss  macht  die  Genealogie 
des  regierenden  Kaiserhauses  und  der  vollätändige  Per- 
sonals tan  d  der  k.  k.  Kriegs-Marine,  ivelcher  letztere  in 
mehrfacher  Beziehung  für  Jeden ,  der  »ich  fi'ir  die  Fortschritte 
des  Seewesens  interessirt,  von  grossem  Interesse  sein  muss. 


Wir  wünschen  diesem   nützlichen   i 
nehmen  den  besten  Forlgang. 


nd    verdienstlichen  Unter- 


IMi  y  s  i  k. 


Jahresbericht  über  die  Portschritte  und  Leistun- 
gen im  Gebiete  der  Fotografie  und  Stereoskopie  mit 
genauer  Nach  Weisung  der  Literatur,  Für  1857  VonOt 
Karl  Jos.  Kreutzer,  Kustos  an  der  k.  k.  Universitäts' 
bibliolhek  in  Wien.     Wien.     Seidel.     1861.     8. 

Die  beiden  ersten  .lahrgänge  dieses  sehr  verdienstlichen  Jah- 
resberichts über  eine  der  schönsten  und  wichtigsten  neueren 
Künste  sind  im  Liferar.  Ber.  Nr-  CXX.  S.  5.  und  Nr.  CXXV.  S.  5. 
angezeigt  worden.  Der  vorliegende  Jahrgang  (1857)  ist  zu  einem 
Werke  von  580  Seiten  angewachsen,  mehrfach  mit  Figuren  und 
Illustrationen  ausgestattet,  und  jedenfalls  gegenwärtig  das  roll- 
sti^ndigste  Werk  über  Photogfaphie  und  Stereoskopie,  welches 
Niemand,  der  sich  mit  dieser  schönen  Kunst  in  technischer  oder 
wissenschaftlicher  Rücksicht  beschäftigt,  entbehren  kann,  das  da- 
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her  dringend  zur  allgemein»teQ  Beachtung  eniprohlen  i.v  weiden 
verdient,  so  wie  seinem  fleissigen  und  kenntnisereichen  Verfasser 
für  dasselbe  der  n-ärniste  Dank  gebührt.  Namentlich  machen 
darauf  aufmerki^ani,  dass  jetzt  alle  zur  Sjirache  kommenden  Ope- 
rationen sehr  vollständig  und  deutlich  beschrieben  worden  sind,; 
so  dass  nur  uenige  Fälle  vorkommen  dürften,  wo  es  für  einai 
mit  dem  Gegenstande  an  sich  im  Allgemeinen  Vertrauten  nüth^ 
wäre,  auf  die  Qtiellen,  aus  denen  ^esthüiilt  worden  ist,  selb«! 
zurückzugehen,  was  namentlich  Künstler,  denen  die  übrigens  übf 
all  sehr  sorgHillig  und  geniiu  angegebenen  Quellen  meistens  nicht 
leicht  zugänglich  sein  werden,  dem  Herrn  Verfasser  zu  liesond^ 
rem  Danke  verpflichten  wird.  Die  zur  Sprache  gebrachten  Ge- 
genstände sind  so  niannigfallig,  dass  es  ganz  unmOglich  ist,  hier 
aueb  nur  eine  angenäherte  Vorstellung  von  dem  überaus  reteben 
Inhalte  zu  geben,  wodurch  wir  geniithigt  werden,  uns  aaf  die 
folgende  nur  ganz  allgemeine  Ueberbicht  zu  beschränken:  I.  Die 
Erzeugungvon  Lichtbildern  und  die  dabei  vorkonim 
deu  Arbeiten.  A.  Fotografie  auf  mit  lichtempfindlichen  Stof- 
fen getränktem  Pupier.  B.  Fologralic  auf  lichtem pündlicbei 
Eiweiss,  Leim  u.  dergl.  C.  Fofogrnlie  auf  Kollod.  D.  Einaelu- 
heiteu  bei  den  verschiedenen  Verfabrungsarten.  E.  Wiedergabe 
von  Farben.  F.  Uebertragung  der  üildung  vnn  einer  Oberflfiche 
auf  die  andere.  II.  Anwendungen  der  Fotografie.  (Olea 
Abschnitt  ist  in  diesem  Jahrgange  ansserordentHcb  reicMiaMg,: 
und  bietet  des  Interessanten  ungemein  Vieles  dar;  besondere  Be- 
rücksichtigung haben  auch  die  so  wichtigen  Anwendungen  in  der 
Astronomie  gefunden,  bei  dem  Monde,  bei  Sterngruppen  n.  a 
m.  Apparate.  Instrumente.  Vorrichtungen,  IV.  FUl, 
kaiische  und  chemische  Bemerkungen.  V.  Versohlst 
denes.  VI.  Das  Stereoskop.  Ein  sehr  vollständiges  Namens 
und  Sach-Regiater  erleichtert  den  Gebrauch  des  mit  dem  grOssteil 
Fleisse  verfassten  Buches  ungemein,  und  die  äussere  Ausstattung 
ist,  wie  bei  allen  neueren  Erzeugnissen  der  Wiener  Presse,  un- 
gemein nett  und  elegant. 

Beiläufig  niiige  noch  erwähnt  werden,  dass  der  Herr  Verfasser 
auch  eine  sehr  verdienstliche  Zeitschrift  für  Fotogn 
and  Stereoskopie  herausgiebt,  von  welcher  monatlich  3  Heft« 
zu  3  bis  21  Bogen  in  4"  erscheinen. 


Vermischte  "Schriften. 

0   delle   sessioni   dell'   Accademia   delle 
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«eienze  dell'   Istitiito  di  Bologna.     Anno  accademico 
18(K)— 1861.    Bologna.    1861. 

Der  Herausgeber  des  Archivs  freat  sich  sehr  und  erkennt  es 
im  Interesse  seiner  Leser  mit  dem  verbindlichsten  Danke  an, 
dass  ihm  in  der,  freundlichsten  und  zuvorkommendsten  Welse 
Gelegenheit  geboten  worden  ist,  die  Arbeiten  einer  der  berühm- 
testen und  ältesten  Akadeniieen  der  Wissenschaften  in  seiner  Zeit- 
schrift zur  Anzeige  zu  bringen,  die  sich  aber ' naturlich  auf  die 
in  den  Kreis  des  Archivs  gehörenden  Wissenschaften  beschränken 
muss,  und  wegen  der  Beschränktheit  des  Raumes,  eben  so  wie 
bei  den  übrigen  Akademieen,  im  Allgemeinen  nur  kurz  sein  kann. 

Der  Bericht  der  berühmten  Akadeibie  der  Wissenschaften 
des  Instituts  in  Bologna  für  das  akademische  Jahr  1860 — 1861 
liegt  lins  vor,  und  hat  folgenden  Inhalt,  wobei  wir  bemerken,  dass 
in  diesem  Rendiconto  nicht  etwa  bloss  die  Titel  der  gelesenen 
Abhandlungen,  die  vollständig  später  in  den  eigentlichen  Gesell- 
schaftsschriften erscheinen,  sondern  überall  sehr  vollständige  Aus* 
züge  aus  denselben  gegeben  sind,  welche  den  mit  dem  betreffen- 
den Gegenstande  nicht  ganz  unbekannten  Leser  immer  in  den 
Stand  setzen,  sich  ein  genaueres  Bild  von  dem  Inhalte  der  Ab- 
handlung und  von  den  wichtigsten  Resultaten,  zu  welchen  der 
Verfasser  derselben  gelangt  ist,  zu  machen.  —  p.  7 — p.  13.  Prof. 
Iiorenso  RespiffM:  Sülle,  osservazioni  circumzenitali 
delle  Stelle.  ~  p.  20.  —  p.  23.  wird  Nachricht  gegeben  von  ei- 
nigen autographischen  Manuscripten  des  berühmten  Galvani, 
die  sich  rn  der  von  der  Akademie  publicirten  schönen  Ausgabe 
der  Werke  Galvani's  (1841)  nicht  finden,  für  die  Geschichte 
der  Entdeckung  des  Galvanismus  von  grosser  Wichtigkeit  sind, 
und  von  denen  u.  A.  auf  p.  20.  Folgendes  gesagt  wird:  „Ora  e 
liwenuto  che  nel  decorso  ultimo  ventennio,  siensi  trovati  otto 
altri  manoscritti,  antografi  dello  stesso  Galvani,  aicuni  dei  qaali 
molto  adatti  a  dimostrare,  che  le  esperienze  praticate  dal  mede- 
simo,  e  gli  studi  suoi  intorno  alla  dimostrazione  della  sua  teorica 
sol  fluide  ^lettre -nerveo,  furono  anteriori  di  almeno  dieci  anni  alla 
pubblicazione  del  Commentario*),  e  che  anzi  nelf  anno  1781  egii 
adoperava  la  macchina  elettrica,  col  fine  di  tentare  la  influensa 
della  elettricitä  nel  meto  muscolare,  esperimentando  degli  animali 
a  sangue  caldo,  e  degli  altri  a  sangue  freddo  in  vario  modo  as- 
fissiati  od  uccisl  per  mezzo  di  gas  mefitici,  e  praticando  pure 
altre  relative  esperienze  nelle  ova  covate."    Die  Titel  dieser  acht 


*)  Commentariiis  de  viribus  eicctricitatis  etc. 
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Manaecriple  sind  auf  p.  21.  vollstSnilig  angegeben,  und  wir  bün- 
nen  nicht  umbin,  einen  Jeden,  der  sich  für  die  Geschichte  der 
Pbyeilc  interessirt  auf  diesen  Artikel  in  dem  «nrliegenden  Ren 
diconto  aufmerbsam  zu  machen.  —  p.  43.  —  p.  47.  Prof.  P.  Do> 
taenlco  CkeliDi:  Uel  problema  relati  vo  allalegge,  ond« 
un  Elliseaide  eterogeneo  propaga  la  sua  atlrazioni 
da  punto  a  panto,  soluzione  diretta  ed  elementare.  — 
p.68.— p.63.  Prof.  1ä.  Cremona:  Intoroo  aila  curya  gobbi 
del  quart'  orüine  per  la  quäle  passa  una  sola  superfi' 
cie  di  secondo  grado.  —  p.  71.  — p.76.  Prof.  LoreDKO  Be< 
■plirl>i'  Influenza  dol  moto  dei  mezzi  rifrangenti  sulli 
propagazione  de!  taggi  luminosi  da  cui  soiio  attraver 
aati.  —  p.92. -p.  98.  Cav.  Alesaandro  Pala^l:  Fenomen 
elettrici  dovuti  all'  avvicinarei  e  all'  allontanarsi  re 
ciproco  de'  corpi.  Nuore  sperienze.  ~  p.  102.— p.  iOft. 
Dott.  «lullo  Casoni:  Dell'  Irraggiamento  Solare. 


die  Angabe 
e  vollständig  er- 
hoffen. 


Der  Kaum  erlaubt  uns  für  jetzt  le 
Titel  dieser  Abhandlungen,  auf  die  \Tir. 
schienen  sein  werden,  theiliveise  zurückzuki 


Der  mir  so  eben  gütigst  zugesandte  Catalog  von  Büchern 
aus  den  Gebieten  der  Mathematik,  Astronomie  untf 
Physik  von  S.  Calvary  &  Comp.  Berlin,  Mittel-Strasse 
Nr.  61.  enthält  in  4'294  Nummern  eine  sehr  grosse  Anzahl  der 
werthvollslen  grösseren  Bücher  und  kleineren  zum  Tbeil  sehr 
seltenen  Abhandlungen  aus  den  genannten  wissenschaftlichen  Ge-' 
bieten,  so  dasa  ich  denselben  hier  dringend  zu  empfehlen  fiü^ 
meine  PDicht  halte.  Derselbe  ist  nach  den  Verfassern  genaU' 
leiicograp bisch  geordnet  und  mit  grosser  niasenschaftlicher  Ge- 
nauigkeit angefertigt;  und  wird,  wenn  Herr  Calvary  nach  s»- 
nem  Versprechen  in  dem  Vorwort  ihn  durch  Fortsetzungen  von' 
Zeit  zn  Zeit  ergänzt,  zugleich  als  ein  sehr  werthvolles  literari-; 
»cbes  Reperlorium,  also  keineswegs  als  in  die  Klasse  gewSho'^^ 
lieber  Antiquariats -Cataloge  gebürend  zu  betrachten  sein,  rerdieot 


deshalb  auch  sorgfältig 
)  werde  ich,  sobald  s 


gen  \ 


ahrt  s 
mir  zugel: 


werden.     Die   Forteetzun- 
n,  sogleich  anzeigen. 


Den  25.  .ranuar  1862. 
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H.  ß.  Lübsen,  Einleitung  in  die  Infinitesimal -Rechnung. 
(Differential-  und  Integralrechnung.)  Zum  iSeibstunterricht.  2.  Aufl. 
gr.  8.     Leipzig.    2  ThIr.  20  Ngr. 

F.  Mocnik,  Lehrbuch  der  Arithmetik  für  die  Unter -Gym- 
nasien.    1.  Abthl.     12.  Aufl.    gr.  8.     geh.     Wien.    16  Ngr. 

F.  Mocnik^  Manuale  di  aritmetica.  Tradotto  ad  uso  dei  gin- 
nasi  austro-italiani  dal  G.  Zampieri.  Parte  I.  3.  Ediz.  geh. 
Wien.    2  ThIr. 
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